
Chương 2

Phương trình đạo hàm riêng tuyến
tính cấp hai

2.1 Phân loại và đưa về dạng chính tắc phương trình

đạo hàm riêng tuyến tính cấp hai

Trong không gian Rn cho phương trình tuyến tính cấp 2 sau đây:

n∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x) (2.1)

ở đây các hàm số aij(x), bi(x), c(x) và f(x) xác định trong Rn . Giả sử aij = aji.
Đa thức đặc trưng của phương trình (2.1) là dạng toàn phương:

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj. (2.2)

Ta cố định điểm x0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n) và xét phương trình (2.1)trong lân cận của

điểm x0 này. Khi đó ma trận (aij(x
0))ni,j=1 là ma trận hằng số.

Dùng phép biến đổi tuyến tính không suy biến y = Ax, với A = (αsj)
n
s,j=1

và det(αsj)
n
s,j=1 6= 0, khi đó ta có

ys =
n∑
j=1

αsjxj, s = 1, 2, ..., n (2.3)
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Viết phương trình (2.1) dưới dạng biến số mới, ta có

∂u

∂xj
=

n∑
s=1

∂u

∂ys
.
∂ys
∂xj

=
n∑
s=1

∂u

∂ys
.αsj; j = 1, ..., n; (2.4)

∂2u

∂xi∂xj
=

n∑
l=1

n∑
s=1

∂2u

∂yl∂ys
αsjαli. (2.5)

Phương trình (2.1) trong biến mới tại điểm x0 có dạng:

n∑
i,j=1

aij(x
0)

n∑
l,s=1

αsjαli
∂2u

∂yl∂ys
+

n∑
i=1

bi(x
0).

n∑
s=1

∂u

∂ys
αsi + c(x0).u = f(x). (2.6)

Thay đổi thứ tự lấy tổng ta có

n∑
s,l=1

(
n∑

i,j=1

aij(x
0).αsjαli)

∂2u

∂ys∂yl
= F (y1, ..., yn, u,

∂u

∂y1
, ...,

∂u

∂y1
) = 0. (2.7)

Đa thức đặc trưng của phương trình (2.7) là

n∑
s,l=1

 n∑
i,j=1

aij(x
0).αsj.αli

 ηs.ηl =
n∑

s,l=1

a∗sl(x
0).ηs.ηl. (2.8)

Nếu bây giờ ta đặt

ζj =
n∑
s=1

αsjηs, (j = 1, ..., n) (2.9)

tức là ζ = A
′
η, trong đó A

′
là ma trận chuyển vị của ma trận A. Khi đó ta có

n∑
i,j=1

aijζiζj =
n∑

i,j=1

aij

n∑
s,l

αsjαliηsηl

=
n∑

s,l=1

 n∑
i,j=1

aijαsjαli

 ηs.ηl =
n∑

s,l=1

a∗sl.ηs.ηl. (2.10)

Như vậy, phép biến đổi (2.3) biến phương trình (2.1) tại điểm x0 về phương
trình (2.7), thì phép biến đổi bởi ma trận chuyển vị của (2.3), tức là phép biến
đổi (2.9) biến đổi đa thức đặc trưng của (2.1) về đa thức đặc trưng của (2.7)
và ngược lại.
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Ta có các nhận xét sau:
a) Trong đại số người ta chứng minh được rằng tồn tại phép biến đổi tuyến

tính thực, không suy biến (2.9) biến dạng toàn phương

n∑
i,j=1

aijζiζj về dạng

n∑
l=1

a∗l η
2
l , với a∗l = ±1 hoặc 0. (2.11)

Số các số hạng mang dấu dương, dấu âm hay bằng 0 bất biến đối với phép biến
đổi không suy biến.

b) Số các số hạng mang dấu dương, dấu âm hay bằng 0 đúng bằng số nghiệm
dương, âm hay không của phương trình |aij − λδij| = 0,

δij =

{
1 khi i = j
0 khi i 6= j.

(2.12)

c) Với phép biến đổi (2.9) đưa đa thức đặc trưng của phương trình (2.1) về dạng
(2.11), thì phép biến đổi bởi ma trận chuyển vị của (2.9), tức là (2.3) sẽ biến
phương trình (2.1) về dạng

n∑
l=1

a∗l
∂2u

∂y2
l

= F

(
y1, . . . , yn, u,

∂u

∂y1
, . . . ,

∂u

∂yn

)
(2.13)

trong đó

a∗l =

1
−1
0

(2.14)

Đây là dạng chính tắc của phương trình (2.1) tại điểm x0.

Định nghĩa 2.1.1. a) Phương trình (2.1) tại điểm x0 được gọi là eliptic nếu
tất cả các hệ số a∗l trong (2.13) khác không và mang cùng một dấu, tức là hoặc
a∗l = 1 hoặc a∗l = −1, ∀l = 1, n.

b) Phương trình (2.1) tại điểm x0 được gọi là hypecbôlic nếu tất cả các a∗l 6= 0
và trong đó có một số hạng mang dấu trái với (n− 1) số hạng còn lại của a∗l .

c) Phương trình (2.1) tại điểm x0 được gọi là parabôlic nếu có số hạng a∗i0
nào đó bằng 0, tất cả a∗l còn lại khác không và mang cùng một dấu và hệ số của

số hạng ∂u
∂yi0

khác không.

d) Phương trình phi tuyến cấp hai

Φ

(
x1, x2, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn
; . . . ,

∂2u

∂xi∂xj

)
= 0
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với ẩn hàm u(x1, x2, . . . , xn) tại điểm x0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
n) được gọi là eliptic,

hypecbôlic hay parabôlic nếu phương trình

n∑
i,j=1

Aij
∂2u

∂xi∂xj

(ở đây Aij = ∂Φ

∂
{

∂2u
∂xi∂xj

}) là eliptic, hypecbôlic hay parabolic tại điểm x0 =

(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n).

Bài tập

Bài 1. Phân loại các phương trình sau:

1) uxx + 4uxy + uyy + ux + uy + 2u− x2y = 0
2) 2uxx + 2uxy + uyy + 2ux + 2uy − u = 0
3) uxx + 2uxy + uyy + ux + uy + u− xy2 = 0
4) uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz − xux + yuz = 0
5) 2uxy − 2uxz + 2uyz + 3ux − u = 0
6) uxx − 4uxy + 2uxz + 4uyy + uzz − 2xyux + 3xu = 0
7) uxx + uyz + uxz − 3x2uy + y sinxu+ xe−y = 0
8) 5uxx + uyy + 5uzz + 4uxy − 8uxz − 4uyz − u+ yz2 sinx = 0
9) y2m+1uxx + uyy − ux = 0 m là số nguyên không âm
10) xuxx + yuyy − u = 0

Bài 2. Phân loại và đưa về dạng chính tắc các phương trình sau
1) uxx − 2uxy − 3uyy + uy = 0
2) uxx − 6uxy + 10uyy + ux − 3uy = 0
3) uxx + yuyy + 1

2uy = 0
4) (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy = 0
5) e2xuxx + 2ex+yuxy + e2yuyy + (e2y − ex+y)uy = 0
6) uxx − 2uxy − 3uyy + 2ux + 6uy = 0
7) uxx − 7uxy + 12uyy + ux − 2uy = 0
8) uxx + 4uxy + uyy + ux + uy − x2y = 0
9) uxx − 2 cosxuxy − (3 + sin2 x)uyy − yux = 0
10) uxx + 2uxy + 5uyy − 2ux + 3uy = 0
11) 2uxx + 2uxy + uyy + 2ux + 2uy − u = 0
12) uxx + 4uxy + 4uyy + 5ux + uy + 12u = 0
13) uxx + 2uxy + uyy + ux + uy + u = 0
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2.2 Phương trình loại eliptic

2.2.1 Phương trình Laplace và hàm điều hòa

Giả sử miền bị chặn Ω ⊂ Rn.Ta xét phương trình Laplace trong miền Ω.

∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

= 0 (2.15)

Định nghĩa 2.2.1. Nghiệm liên tục của phương trình Laplace được gọi là hàm
diều hòa. Nói một cách khác, hàm u được gọi là hàm điều hòa trong miền Ω

nếu u liên tục trong Ω và có các đạo hàm
∂2u

∂x2
i

thỏa mãn phương trình (2.15)

Các bài toán biên

Giả sử biên của miền Ω là ∂Ω. Trên biên ∂Ω cho một hàm liên tục ϕ(x
′
), x ∈ ∂Ω.

a)Bài toán biên thứ nhất (bài toán Đirrichlê)
Tìm hàm điều hòa trog miền Ω và nhận giá trị trên biên ∂Ω là hàm ϕ(x

′
).

Nói một cách khác là tìm hàm u(x) liên tục trong Ω, giá trị biên là ϕ(x
′
) và

thỏa mãn phương trình (2.15).
Ta có thể viết ngắn gọn bằng kí hiệu:{

∆u = 0, x ∈ Ω
u |∂Ω= ϕ(x

′
), x

′ ∈ ∂Ω
(2.16)

b)Bài toán biên thứ hai (bài toán Nôiman)
Tìm nghiệm liên tục của phương trình (2.15)và đạo hàm theo hướng pháp

tuyến
∂u

∂n
nhận giá trị biên là ψ(x

′
), x′ ∈ ∂Ω; tức là:{

∆u = 0, x ∈ Ω
∂u

∂n
|∂Ω= ψ(x

′
), x′ ∈ ∂Ω

(2.17)

c)Bài toán biên thứ ba (bài toán hỗn hợp)
Tìm hàm u thỏa mãn phương trình (2.15) trong miền Ω và điều kiện biên

hỗn hợp (pu+ q
∂u

∂n
) |∂Ω= Φ(x

′
) tức là :

∆u = 0, x ∈ Ω

(pu+ q
∂u

∂n
) |∂Ω= Φ(x

′
), x′ ∈ ∂Ω

}
(2.18)
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Nghiệm cơ bản của phương trình laplace
Hàm số sau sẽ gọi là nghiệm cơ bản của phương trình Laplace trong miền

Rn\x0 :

ε(x− x0) =


1

ωn(n− 2)
.

1

| x− x0 |n−2
, nếu n > 2

1

2π
ln

1

| x− x0 |
, nếu n = 2

(2.19)

trong đó ωn là diện tích mặt cầu đơn vị Rn, Rn\x0 là toàn không gian trừ
điểm x0.

Nhận xét 2.2.2. Chúng ta dễ dàng thử được ∆ε(x − x0) = 0. Sau đây ta sẽ
biểu diễn nghiệm của phương trình Laplace qua nghiệm cơ bản.

Hàm Green Giả sử hàm số ω(x, x0) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) và giả sử ∆ω = 0 ,
ω(x, x0) |∂Ω= −ε(x− x0) |∂Ω.

Khi đó, ta gọi hàm số sau là hàm Green : G(x, x0) = ε(x − x0) + ω(x, x0).
Ta sẽ có ∆G(x, x0) = 0 và G |∂Ω= 0.

Bổ đề 2.2.3. Giả sử ϕ(x) liên tục trong lân cận x0 ∈ Ω, và giả sử Sδx0 là mặt

cầu tâm x0, bán kính ϕ đủ nhỏ. Khi đó:

a) lim
δ→0

∫
Sδ
x0

ε(s− x0)

∂~n
ϕ(s)ds = ϕ(x0) (2.20)

ở đây ~n là pháp tuyến trong của Sδx0.

b) lim
δ→0

∫
Sδ
x0

ε(s− x0)ϕ(s)ds = 0. (2.21)

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh trong trường hợp n > 2, trường hợp n = 2 làm
tương tự.

i) Vì trên Srx0, | s− x0 |= r, nên

∂ε(s− x0)

∂n
= −∂ε

∂r
=

1

ωn
.

1

rn−1
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Theo định lí giá trị trung bình của tích phân, ta có :

lim
δ→0

∫
Sδ
x0

∂ε(s− x0)

∂~n
.ϕ(s)ds = lim

δ→0

∫
Sδ
x0

1

ωn
.

1

δn−1
ϕ(s)ds

= lim
δ→0

[
1

ωn.δn−1
.ϕ(ξ).ωn.δ

n−1

]
,

ξ là một điểm nào đó thuộc Sδx0. Khi δ → x0 thì ξ → 0, do ϕ(x) liên tục tại x0,

nên giới hạn ở trên bằng ϕ(x0) khi δ → 0 . Phần i) của Bổ đề 2.2.3 được chứng
minh.

ii) Trên Sδx0 hàm ε(s − x0) = 1
ωn(n−2) .

1
rn−2 , chứng minh tương tự như phần

i).

Bổ đề 2.2.4. Giả sử ϕ(x) liên tục trong lân cận x0 ∈ Ω, khi đó :

i) lim
δ→0

∫
Sδ
x0

∂G(s,x0)
∂~n .ϕ(s)ds = ϕ(x0)

ở đây ~n là pháp tuyến trong của Sδx0.

ii) lim
δ→0

∫
Sδ
x0

G(s, x0)ϕ(s)ds = 0.

Chứng minh Bổ đề 2.2.4 tương tự như Bổ đề 2.2.3.

Định lí 2.2.5. (Định lí biểu diễn hàm điều hòa) Giả sử Ω ⊂ Rn, ∂Ω ∈ C1, ϕ ∈
C(∂Ω), u ∈ C2(Ω)

⋂
C(Ω). Khi đó, nghiệm của bài toán biên thứ nhất (nếu có)

sẽ có dạng :

u(x0) = −
∫
∂Ω

∂G(s, x0)

∂~n
ϕ(s)ds (2.22)

ở đó x0 ∈ Ω, ~n là pháp tuyến ngoài của ∂Ω.

Chứng minh. Ta kí hiệu V δ
x0 là hình cầu tâm x0, bán kính δ ( với δ > 0). Ta xét

miền Ωδ = Ω \ (V δ
x0). Giả sử u(x) là nghiệm của bài toán biên thứ nhất, tức là

4u = 0 và u |∂Ω= ϕ(x
′
), x

′ ∈ ∂Ω. Trong miền Ωδ ta áp dụng công thức Green
đối với hai hàm số u(x) và G(x, x0) :∫∫

Ωδ

[u∆G−G∆u]dx =

∫
∂Ωδ

[
u
∂G

∂~n
−G∂u

∂~n

]
ds
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ở đây ~n là pháp tuyến ngoài của ∂Ωδ.

Vì ∆u = 0,∆G = 0 nên vế trái của đẳng thức tích phân trên bằng không.Còn
∂Ωδ = ∂Ω

⋃
Sδx0.

Pháp tuyến ngoài của ∂Ωδ trên Sδx0. Vậy ta có :

0 =

∫
∂Ωδ

[
u
∂G

∂~n
−G∂u

∂~n

]
ds =

∫
∂Ω

[
u
∂G

∂~n
−G∂u

∂~n

]
ds+

∫
Sδ
x0

[
u
∂G

∂~n
−G∂u

∂~n

]
ds

Trên ∂Ω hàm G = 0, u |∂Ω= ϕ(x
′
), x

′ ∈ ∂Ω.

Vậy ta có :

−
∫
∂G

∂~n
ϕ(s)ds =

∫
Sδ
x0

[
u
∂G

∂~n
−G∂u

∂~n

]
ds

.
Khi chuyển qua giới hạn (δ → 0), ứng dụng Bổ đề 2.2.4 ta có :

−
∫
∂Ω

∂G

∂~n
ϕ(s)ds = lim

δ→0

∫
Sδ
x0

[
u
∂G

∂~n
−G∂u

∂~n

]
ds = u(x0).

2.2.2 Bài toán Đirichlê đối với hình tròn

Trong mặt phẳng R2, cho hình tròn tâm O bán kính đơn vị. Ta xét bài toán
Đirichlê trong hình tròn {

∆u = 0

u
∣∣∣
S1
o

= f(s) (2.23)

trong đó S1
o là biên của hình tròn đơn vị.

Giả sử hàm f(s) liên tục trên S1
o . Kí hiệu s là độ dài cung của đường tròn

tính từ một điểm cố định nào đó và giả sử f(0) = f(2π), f ∈ C2(S1
o).

Ta sẽ giải bài toán này bằng phương pháp Fourier (phương pháp tách biến).
Phương trình Laplace trong tọa độ cực có dạng:

∂2u

∂ρ2
+

1

ρ

∂u

∂ρ
+

1

ρ2

∂2u

∂ϕ2
= 0. (2.24)
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Ta sẽ tìm nghiệm (2.24) dưới dạng:

u(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ) 6= 0 (2.25)

Thay (2.25) vào (2.24) và tách biến, ta có{
Φ
′′

+ λΦ = 0
ρ2R

′′
+ ρR

′ − λR = 0.
(2.26)

Như vậy đối với hàm Φ ta có bài toán:{
Φ
′′

+ λΦ = 0
Φ(0) = Φ(2π).

(2.27)

Để giải bài toán này ta xét giá trị của λ:
a) Nếu λ = 0, khi đó Φ = aϕ+ b và Φ(0) = b = a.2π + b = Φ(2π). Từ đó suy
ra a = 0. Vậy Φ(ϕ) = b.

b)Nếu λ < 0 thì Φ(ϕ) = C1e
√
λϕ+C2e

−
√
λϕ. Vì Φ(0) = Φ(2π) nên C1 = C2 = 0.

Suy ra Φ ≡ 0. Đây là nghiệm tầm thường.
c) Nếu λ > 0 thì Φ(ϕ) = C1 cos(

√
λϕ) + C2 sin(

√
λϕ). Vì Φ(0) = Φ(2π) nên

C1 = C1 cos(
√
λ2π) + C2 sin(

√
λ2π). Từ đó suy ra{
cos(
√
λ2π) = 1

sin(
√
λ2π) = 0.

(2.28)

Vậy
√
λ2π = 2nπ hay λ = n2. Do đó Φn = an cos(nϕ) + bn sin(nϕ). Từ đó và

từ (2.26) ta có:

ρ2R
′′

+ ρR
′ − n2R = 0. (2.29)

Phương trình này có 2 nghiệm độc lập tuyến tính R = ρn và R = ρ−n, nhưng
vì nghiệm thứ hai tai gốc tọa độ, nên nghiệm liên tục trong hình tròn đơn vị
dạng (2.25) là các hàm:

un(ρ, ϕ) = ρn(an cos(nϕ) + bn sin(nϕ). (2.30)

Trong trường hợp λ = 0 nghiệm u0(ρ, ϕ) = const, ta kí hiệu nó là a0
2 . Ta thấy

với an, bn tùy ý, bị chặn, thì chuỗi

u(ρ, ϕ) =
a0

2
+
∞∑
n=1

ρn(an cos(nϕ) + bn sin(nϕ) (2.31)
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hội tụ tại tất cả những điểm trong của hình tròn đơn vị, vì rằng khi ρ < 1 chuỗi
này có thể được làm trội bởi chuỗi:

M(1 + ρ1 + ρ2
1 + · · ·+ ρn1 + . . . ) (2.32)

ở đây ρ < ρ1 < 1.
Ta có thể biểu diễn chuỗi (2.32) dưới dạng tọa độ của x và y nhờ công thức:

(x+ iy)n = ρn(cos(nϕ) + i sin(nϕ));

u(x, y) =
a0

2
+
∞∑
n=1

Re[(an − ibn)(x+ iy)n]. (2.33)

Chuỗi (2.33) và các chuỗi nhận được bằng cách đạo hàm từng số hạng của
chuỗi (2.33) theo x và y một số lần tùy ý, sẽ hội tụ đều với 0 6 ρ < ρ1 < 1.
Vì rằng các chuỗi này được làm trội bởi chuỗi (2.32) và các chuỗi nhận được từ
(2.32)bằng cách vi phân theo ρ1. Từ đó suy ra rằng u(x, y) thỏa mãn phương
trình Laplace, vì mỗi số hạng của chuỗi (2.33) là một hàm điều hòa.

khi đặt ρ = 1 và u(1, ϕ) = f(ϕ), từ (2.31) ta nhận được

f(ϕ) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos(nϕ) + bn sin(nϕ)). (2.34)

Đẳng thức trên sẽ đúng với giả thiết đã cho đối với hàm f(ϕ) và nếu a0, an, bn
là các hệ số Fourier đối với hàm f(ϕ):

a0 =
1

π

∫ 2π
0 f(ϕ)dϕ

an =
1

π

∫ 2π
0 f(ϕ). cos(nϕ)dϕ

bn =
1

π

∫ 2π
0 f(ϕ). sin(nϕ)dϕ.

(2.35)

Để chuỗi (2.31) với các hệ số được xác định bởi công thức (2.35) cho nghiệm
của bài toán Đirichlê, còn cần phải chứng minh tính liên tục của hàm này trong
hình tròn ρ 6 1.
Tính liên tục của hàm u(ρ, ϕ).
a) Hàm f(s) có đạo hàm cấp 2 liên tục. Khi ρ 6 1, chuỗi (2.31) có thể làm trội
bởi

|a0|
2

+
∞∑
n=1

(|an|+ |bn|). (2.36)
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Từ (2.35) lấy tích phân từng phần, ta có:

an = −1

π

∫ 2π

0

1

n
f
′
(ϕ) sin(nϕ)dϕ+

1

nπ
f(ϕ) sin(nϕ)

∣∣∣2π
0

=
1

π
.

1

n2

∫ 2π

0

∫ 2π

0
f
′′
(ϕ) cos(nϕ)dϕ− 1

n2π
f
′
(ϕ) cos(nϕ)

∣∣∣2π
0
.

Từ đó, ta có

an = O

(
1

n2

)
. (2.37)

Tương tự đối với bn ta có:

bn = O

(
1

n2

)
. (2.38)

Do vậy, chuỗi làm trội (2.36) hội tụ. Theo dấu hiệu Vâyơstraxơ, chuỗi (2.31) hội
tụ đều, do đó nó liên tục khi ρ 6 1.
b)Bây giờ ta xét trường hợp hàm f(s) chỉ liên tục trên đường tròn ρ = 1. Khi
đó ta xây dựng dãy hàm fm(s) khả vi liên tục hai lần, hội tụ đều về hàm f(s)
liên tục trên đường tròn ρ = 1. Giả sử um là nghiệm của bài toán Đirichlê tương
ứng với hàm fm(s). Theo phần a) thì hàm um sẽ liên tục trong miền Ω. Theo
Định lys 2.2.8, dãy hàm um sẽ hội tụ đều tới hàm điều hòa u(x, y) trong Ω.
Hiển nhiên, khi ρ = 1, u(x, y) trùng với f(s).

Ta chứng minh rằng khi ρ < 1 hàm u(x, y) được thiết lập bởi chuỗi (2.31)
với các hệ số xác định theo công thức (2.35).

Thật vậy với m đủ lớn và với mọi n, ta có

|an − a∗n| 6 ε, |bn − b(m)
n | 6 ε

ở đây ε > 0, tùy ý, do fm hội tụ đều tới f(s) trên hình tròn ρ = 1. Từ đó∣∣∣∣∣a0

2
+
∞∑
n=1

ρn(an cos(nϕ) + bn sin(nϕ)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣a0 − a(m)
0

2
+
∞∑
n=1

ρn((an − a(m)
n ) cos(nϕ) + (bn − b(m)

n ) sin(nϕ)

∣∣∣∣∣
6 2ε

∞∑
n=0

ρn = 2ε
1

1− ρ
.

Như vậy là hàm u(x, y) được thiết lập bởi chuỗi (2.31) và là nghiệm của bài
toán Đirichlê tương ứng với hàm biên f(s).
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2.2.3 Hàm Green đối với hình cầu, công thức poisson

Hàm Green trong nửa không gian
Giả sử x0 ∈ Rn

+, x
0∗ là điểm đối xứng với x0 qua siêu phẳng Rn−1. Khi đó

hàm Green trong nửa không gian là :

G(x, x0) = ε(x, x0)− ε(x− x0∗). (2.39)

Dễ dàng kiểm tra hàm G(x, x0) là hàm Green trong nửa không gian : ∆G = 0
và G |Rn−1= 0.
Hàm Green đối với hình cầu Giả sử cho hình cầu tâm O bán kính
R > 0, giả sử điểm x0 thuộc hình cầu đó.

Ta gọi x0∗ là điểm đối xứng với x0 qua mặt cầu. Điểm x chạy trên mặt cầu.
Kí hiệu ρ = Ox0, ρ∗ = Ox0∗, r = x0x, r

∗ = x0∗x. Ta xét hai tam giác Ox0x và

Oxx0∗.Ta có góc x̂0Ox chung; ρρ∗ = R2 (do x0 vàx0∗ đối xứng qua mặt cầu),

tức là R
ρ = ρ∗

R hay Ox
Ox0

= Ox0∗

Ox
.

Vậy 4Ox0x ∼ 4Oxx0∗, do đó ta có

r∗

r
=
R

ρ
=
ρ∗

R
(2.40)

Khi n > 2, hàm Green đối với hình cầu sẽ có dạng

G(x, x0) =
1

ωn(n− 2)

[
1

| x− x0 |n−2 −
(
R

ρ

)n−2 1

| x− x0∗ |n−2

]
(2.41)

Khi n = 2 : G(x, x0) =
1

2π

[
ln

1

| x− x0 |
− ln

R

ρ | x− x0∗ |

]
(2.42)

Công thức Poatxông Ở mục 2.2.1 ta đã có công thức biểu diễn nghiệm
của bài toán Đirichlê trong hình cầu V R

o Tâm O, bán kính R.

u(x0) = −
∫
∂Ω

∂G(s, x0)

∂~n
ϕ(s)ds (2.43)

ở đây ∂Ω là mặt cầu SRo tâm O, bán kính R.
Bây giờ ta xét cụ thể hơn ∂G

∂~n |SRo
Xét trường hợp n > 2.
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Vì trên SRo :| x− x0 |= r, | x− x0∗ |= r∗, nên từ 2.42 ta có :

∂G

∂~n
|SRo =

1

ωn(n− 2)
.
∂

∂~n

[
1

rn−2
−
(
R

ρ

)n−2

.
1

r∗n−2

]
=

=
−1

ωn

[
1

rn−1
.
r

∂~n
−
(
R

ρ

)n−2

.
1

r∗n−1
.
∂r∗

∂~n

]
(2.44)

Mặt khác ta có
∂r

∂~n
=

n∑
i=1

∂r

∂xi
cos(~xi, ~r) (2.45)

Nhưng r =| x− x0 |=
√

n∑
i=1

(xi − x0
i )

2 nên

∂r

∂xi
=
xi − x0

i

r
= cos(~xi, ~r) (2.46)

Từ (2.45) và (2.46) ta có :

∂r

∂~n
=

n∑
i=1

cos(~xi, ~r). cos(~xi, ~n) =

= cos(~r, ~n) = cosα (2.47)

ở đây ta kí hiệu góc (~r, ~n) là α.

Tương tự với kí hiệu góc (~r∗, ~n) = α∗, ta có:

∂r∗

∂~n
= cosα∗ (2.48)

Vậy, từ (2.44), (2.47) và (2.48) ta có :

∂G

∂~n
|SRo =

−1

ωn

[
1

rn−1
. cosα−

(
R

ρ

)n−2

.
1

r∗n−1
. cosα∗.

]
(2.49)

Ta xét 4Oxx0 và 4Oxx0∗. Theo định lí hàm số cosin, ta có:

cosα =
R2 + r2 − ρ2

2Rr
cosα∗ =

R2 + r∗2 − ρ∗2

2Rr∗
. (2.50)
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Từ đó ta có :

∂G

∂~n
|SRo =

−1

ωn

[
1

rn−1
.
R2 + r2 − ρ2

2Rr
−
(
R

ρ

)n−2

.
1

r∗n−1
.
R2 + r∗2 − ρ∗2

2Rr∗
.

]
(2.51)

Từ quan hệ (2.40) ta có : r∗ = Rr
ρ , ρ

∗ = R2

ρ . Từ đó ta có :

∂G

∂~n
|SRo =

−1

ωn
.
R2 − ρ2

Rrn
(2.52)

hoặc

=
−1

ωnRn−1
.
Rn−2(R2 − ρ2)

rn
(2.53)

Vậy nghiệm của bài toán Đirrichlê trong hình cầu có dạng :

u(x0) = −
∫
SRo

∂G

∂~n
ϕ(s)ds =

R2 − ρ2

ωnR

∫
SRo

ϕ(s)ds

rn
(2.54)

hoặc

u(x0) =
Rn−2(R2 − ρ2)

| SRo |

∫
SRo

ϕ(s)ds

rn
(2.55)

Công thức (2.54)( hoặc (2.55)) được gọi là công thức Poatxông. Còn hàm số
sau được gọi là nhân Poatxông :

P (x0, x) =
R2 − ρ2

ωnRrn
(2.56)

Vậy công thức (2.54) còn được viết

u(x0) =

∫
SRo

P (x0, s)ϕ(s)ds. (2.57)

Tính chất của nhân Poatông

P (x0, x) > 0,∀x0 ∈ V R
0 ,∀x ∈ SR0 . (2.58)∫

SRo

P (x0, s)ds = 1. (2.59)

∆x0P (x0, x) = 0. (2.60)
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Chứng minh. i) Hiển nhiên vì x0 ∈ V R
o nên R > ρ.

ii) Ta thấy bài toán Đrichlê sau đây trong V R
o :{

∆u = 0
u |SRo = 1

có nghiệm u ≡ 1 . Theo công thức (2.55) ta có ∀x0 ∈ V R
o :

u(x0) = 1 =

∫
SRo

P (x0, s)ϕ(s)ds =

∫
SRo

P (x0, s)ds.

iii) Trước hết ta chứng minh tính đối xứng của hàm Green trong miền Ω
cho trước; tức là ∀x1, x2 ∈ Ω ta có G(x1, x2) = G(x2, x1). vì x1, x2 là các điểm
trong của Ω nên ∃δ > 0 đủ nhỏ để V δ

x1 ⊂ Ω và V δ
x2 ⊂ Ω.

Ta xét Ωδδ = Ω \ (V δ
x1 ∪ V δ

x2).

Áp dụng công thức Green đối với hai hàm G(x1, x) và G(x2, x) trong miền
Ωδδ.∫∫
Ωδδ

[
G(x1, x)∆G(x2, x)−G(x2, x)∆G(x1, x)

]
dx =

=
∫

∂Ωδδ

[
G(x1, s)∂G(x2,s)

ϕ~n −G(x2, s)∂G(x1,s)
ϕ~n

]
ds.

Vì trong Ωδδ các hàm G(x1, x), G(x2, x) diều hòa nên ta có vế trái của đẳng
thức trên bằng không. Còn vế phải tách thành 3 tích phân,vì
∂Ωδδ = ∂Ω ∪ Sδx1 ∪ Sδx2.

Sau đó sử dụng bổ đề 2.2.4 ta có kết quả :

G(x1, x2) = G(x2, x1).

Bây giờ ta chứng minh tính chất iii). Ta có :

∆x0P (x0, x) = ∆x0

(
−∂G(x0,x)

∂~n

)
= − ∂

∂~n∆x0G(x0, x) = − ∂
∂~n∆x0G(x, x0) = 0.

Tính chất iii) được chứng minh.

Hàm được biểu diễn bằng công thức Poatxông là nghiệm của bài toán Đirichlê
trong hình cầu V R

o .
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Thật vậy, ∀x0 ∈ V R
o ta có :

u(x0) =

∫
SRo

P (x0, s)ϕ(s)ds.

Tác động toán tử Laplace vào hai vế theo biến x0, ta có :

∆xou(x0) = ∆xo
∫
sRo

P (x0, s)ϕ(s)ds =
∫
sRo

∆x0P (x0, s)ϕ(s)ds

Theo tính chất iii) của nhân Poatxông ta có :

∆x0u(x0) = 0

.

Bây giờ ta cần chứng minh rằng ∀x′ ∈ SRo ta có :

lim
xo→x′

u(x0) = ϕ(x
′
).

Thật vậy,theo tính chất ii) của nhân Poatxông ta có :

ϕ(x
′
) =

∫
SRo

P (x0, s)ϕ(x
′
)ds

Vậy:

u(x0)− ϕ(x
′
) =

∫
SRo

P (x0, s)
[
ϕ(s)− ϕ(x

′
)
]
ds

Cho ε > 0 nhỏ tùy ý, vì hàm ϕ(s) liên tục nên ∃δ > 0 sao cho
| s−x′ |< δ ⇒| ϕ(s)−ϕ(x

′
) |< ε

2 . Vì vậy ta tách tích phân trên thành hai tích

phân :
| u(x0)− ϕ(x

′
) | ≤

∫
SRo \V δ

x
′

P (x0, s) | ϕ(s)− ϕ(x
′
) | ds+

+
∫

SRo ∩V δ
x
′

P (x0, s) | ϕ(s)− ϕ(x
′
) | ds.

Tích phân thứ 2 ở vế phải của bất đẳng thức được đánh giá như sau:∫
SRo ∩V δ

x
′

P (x0, s) | ϕ(s)− ϕ(x
′
) | ds < ε

2
(2.61)
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Còn tích phân thứ nhất được đánh giá :∫
SRo \V δ

x
′

P (x0, s) | ϕ(s)− ϕ(x
′
) | ds ≤

≤ Rn−2

| SRo |
.
R2 − ρ2

δn
.

∫
SRo

| ϕ(s)− ϕ(x
′
) | ds < 2MRn−2

δn
(R2 − ρ2)

Vì ϕ(s) liên tục nên bị chặn, giả sử :

| ϕ(s) | < M.

Khi x0 → x
′
ta có R2 − ρ2 → 0, tức là : ∃δ1 > 0 sao cho

| x0 − x′ |< δ1 ta có :

| R2 − ρ2 |< ε.δn

2MRn−2

Từ đó ta có : ∫
SRo \V δ

x
′

P (x0, s) | ϕ(s)− ϕ(x
′
) | ds <

ε

2
(2.62)

Từ (2.61) và (2.62) suy ra

| u(x0)− ϕ(x
′
) |< ε chỉ cần | x0 − x′ |< δ.

Vậy lim
xo−x′

u(x0) = ϕ(x
′
).

Hệ quả
Hàm u(x) điều hòa trong hình cầu thì giá trị tại tâm hình cầu bằng

giá trị trung bình của nó trên mặt cầu, tức là :

u(x0) =
1

| SRo |

∫
SRo

u(s∗)ds∗

Với | SRx0 | là diện tích mặt cầu SRx0.

Chứng minh được suy ra từ công thức Poatxông.
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2.2.4 Các tính chất của hàm điều hòa

Nguyên lí cực trị

Định lí 2.2.6. Cho Ω là miền bị chặn trong Rn. Nếu hàm điều hòa trong miền
Ω, liên tục trong miền Ω, đạt giá trị lớn nhất hay nhỏ nhất tại một điểm trong
của miền Ω, thì hàm đó phải là hằng số.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh cho trường hợp đạt giá trị lớn nhất, trường hợp
đạt giá trị nhỏ nhất sẽ được làm tương tự.

Giả sử x0 ∈ Ω sao cho u(x0) = max
x∈Ω

.

Vì x0 ∈ Ω nên tồn tại r > 0 để V r
xo ⊂ Ω.

a) Ta sẽ chứng minh ∀x ∈ Srxo : u(x) = u(x0).

Thật vậy, giả sử u(x) 6≡ u(x0) khi đó ∃x1 ∈ Srx0 để u(x1) < u(x0).

Vì u(x) liên tục trên Ω nên tồn tại lân cận σ(x1) của x1 để

∀x ∈ σ(x1) ta có u(x) < u(x0).Ta kí hiệu σ = σ(x1) ∩ Srxo.

Theo hệ quả của công thức Poatxông ta có :

u(x0) = 1
|Srxo |

∫
Srxo

u(s)ds = 1
|Srxo |

[ ∫
Srxo\σ

u(s)ds+
∫
σ

u(s)ds

]
<

< 1
|Srxo |

[ ∫
Srxo\σ̄

u(x0)ds+
∫
σ

u(x0)ds

]
= u(x0).

Điều đó vô lí. Vậy u(x) = u(x0),∀x ∈ Srxo. Với mọi r′ ∈ (0, r), lặp lại lí luận

trên ta có u(x) = u(x0),∀x ∈ Sr
′

xo. Vậy suy ra u(x) = u(x0),∀x ∈ V r
xo.

b) Bây giờ ta sẽ chứng minh ∀x ∈ Ω thì u(x) = u(x0).

Thật vậy, ∀x∗ ∈ Ω , ta nối x0 và x∗ bởi đường gấp khúc l nằm trọn trong
Ω.Ta gọi δ = dist(l, ∂Ω)(∗). Các hình cầu tâm nằm trên l, bán kính r1 = δ

2 sẽ

nằm trọn trong Ω.

Theo chứng minh phần a) ta có :

u(x) = u(x0),∀x ∈ V r1
xo .

Gọi x1 = Sr1xo ∩ lxox∗, ta có u(x1) = u(x0) = max
x∈Ω

u(x).
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Theo a) ta có u(x) = u(x1),∀x ∈ V r1
x1 .

Gọi x2 = Sr1x1 ∩ lx1x∗, ta có u(x2) = u(x1) = u(x0) = max
x∈Ω

u(x).

Theo a) ta có u(x) = u(x2),∀x ∈ V̄ r1
x1

Bằng quy nạp, sau n bước ta sẽ có x∗ ∈ V r1
xn và ∀x ∈ V r1

xn :
u(x) = u(xn) = u(xn−) = ... = u(x0).

Vậy u(x∗) = u(x0), vì x∗ bất kì thuộc Ω, nên ta có u(x) = u(x0), ∀x ∈ Ω.

Nhận xét 2.2.7. . Đối với hàm liên tục trên Ω và thỏa mãn : giá trị tại tâm
hình cầu bằng giá trị trung bình của hàm đó trên mặt cầu, thì nguyên lí cực trị
còn đúng.

Hệ quả a) Hàm điều hòa trong miền bị chặn Ω, liên tục trên Ω, nếu khác
hằng số thì sẽ nhận giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên biên ∂Ω. Khi đó ta
có : min

x∈∂Ω
u(x) ≤ u(x) ≤ max

x∈∂Ω
u(x).

Hệ quả này dễ dàng suy ra từ nguyên lí cực trị.

b) Nghiệm của bài toán Đirichlê sau đây là duy nhất :{
∆u = 0, x ∈ Ω
u |∂Ω= ϕ(x

′
), x

′ ∈ ∂Ω

Thật vậy, giả sử có 2 hàm u1, u2 là nghiệm của bài toán. Khi đó, hàm
v = u1 − u2 sẽ là hàm điều hòa và nhận giá trị biên đồng nhất bằng không,
theo nguyên lí cực trị thì v = 0 hay u1 = u2.

c) Nghiệm của bài toán Đirichlê phụ thuộc liên tục vào giá trị biên.

Thật vậy, giả sử rằng u1 và u2 là nghiệm của bài toán Đirichlê trong miền
Ω nào đó với các giá trị biên ϕ1 và ϕ2 tương ứng sao cho khắp nơi trên biên
∂Ω, | ϕ1 − ϕ2 |< ε. Khi đó giá trị biên củ hàm điều hòa u1 − u2 hiển nhiên là
ϕ1 − ϕ2 thỏa mãn điều kiện :

−ε < ϕ1 − ϕ2 < ε.
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Từ nguyên lí cực trị suy ra khắp nơi trong Ω

−ε < u1 − u2 < ε.�

Định lí 2.2.8. (Về dãy hội tụ đều các hàm điều hòa) Nếu dãy hàm uk(x), k =
1, 2, ... điều hòa trong miền Ω và liên tục trên Ω, hội tụ đều trên biên ∂Ω, thì
nó hội tụ đều trong miền Ω. Khi đó hàm giới hạn sẽ điều hòa trong Ω.

Chứng minh. Đầu tiên ta chứng minh dãy uk(x) hội tụ đều trong Ω tới hàm
u(x) nào đó. Sau đó ta sẽ chứng minh u(x) điều hòa trong Ω.

Giả sử dãy uk(x), k = 1, 2, ... nhận dãy các giá trị biên tương ứng ϕk(x
′), x

′ ∈
∂Ω. Theo giả thiết dãy ϕk hội tụ đều trên biên ∂Ω. Theo tiêu chuẩn Côsi đối
với mỗi ε > 0, tồn tại số N > 0, sao cho với mọi n, m > N , khắp nơi trên ∂Ω
ta có : | ϕn − ϕm |< ε. Nhưng theo nguyên lí cực trị trên biên của hàm điều
hòa, ta suy ra | un − um |< ε khắp nơi trong Ω. Trên cơ sở tiêu chuẩn Côsi ta
kết luận rằng dãy {uk} hội tụ đều trong Ω tới một hàm u(x) nào đó.

Bây giờ ta còn phải chứng minh u(x) điều hòa trong Ω. Theo định lí về biểu
diễn hàm điều hòa (bài 1 ch.II), đối với mỗi k và với mọi x0 ∈ Ω, ta có :

uk(x
0) = −

∫
∂Ω

∂G

∂~n
(x0, x

′
)ϕk(x

′)dx
′
.

Do ∂G
∂~n (x0, x

′
) liên tục trên ∂Ω,khi chuyển qua giới hạn với k →∞, ta có :

u(x0) = −
∫
∂Ω

∂G(x0, x
′
)

∂~n
ϕk(x

′)dx
′
.

Từ đây dễ dàng suy ra u(x) điều hòa trong Ω.

Định lí 2.2.9. Nếu hàm u(x) điều hòa trong miền bị chặn Ω, khả vi liên tục
trên Ω thì

∫
∂Ω

∂u
∂~nds = 0.

Chứng minh. Chọn v ≡ 1 và sử dụng công thức Green đối với hai hàm u, v
trong Ω : ∫∫

Ω

[u∆v − v∆u]dx =

∫
∂Ω

(
u
∂v

∂~n
− v∂u

∂~n

)
ds,
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vì ∆u ≡ 0,∆v ≡ 0 nên vế phải bằng không, còn vế trái thì do ∂v
∂~n = 0, nên ta

có :
∫
∂Ω

∂v
∂~nds = 0.

Định lí 2.2.10. Nếu hàm điều hòa u(x) không đổi dấu dương (hoặc âm)
trong toàn không gian sẽ là hằng số.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh cho trường hợp u(x) > 0 còn trường hợp
u(x) < 0 thì ta chỉ cần đặt v = −u(x) và áp dụng trường hợp trên.

Giả sử x0, x ∈ Rn.Khi đó tồn tại R > 0 sao cho hình cầu tâm x0, bán kính
R, kí hiệu là V R

xo chưa điểm x.

Ta đặt ρ = dist(x0, x) (dist là khoảng cách từ x0 đến x),
r = dist(x, x

′
), x

′ ∈ SRxo.

Trong tam giác x0xx
′
, ta có :

0 < R− ρ ≤ r ≤ R + ρ.

Từ đó ta suy ra :

1

R + ρ
≤ 1

r
≤ 1

R− ρ
hay:

Rn−2(R2 − ρ2)

| S |
.

u(x
′

(R + ρ)n
≤ Rn−2(R2 − ρ2)

| S |
.
u(x

′
)

rn
≤ Rn−2(R2 − ρ2)

| S |
.
u(x

′
)

(R− ρ)n

ở đây | S | là diện tích mặt cầu SRxo. Từ đó sau khi rút gọn và lấy tích phân
trên SRxo, ta có :(

R

R + ρ

)n−2

.
(R− ρ)

| S | (R + ρ)

∫
SRxo

u(x
′
)dx

′ ≤ Rn−2(R2 − ρ2)

| S |

∫
SRxo

u(x
′
)

rn
dx
′

≤
(

R

R− ρ

)n−2

.
R + ρ

R− ρ
.

1

| S |

∫
SRxo

u(x
′
)dx

′
.

Theo hệ quả của công thức Poatxông ở 2.16, ta có bất đẳng thức sau:(
R

R + ρ

)n−2

.
R− ρ
R + ρ

.u(x0) ≤ u(x) ≤
(

R

R− ρ

)n−2

.
R + ρ

R− ρ
.u(x0) (2.63)
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Chuyển qua giới hạn bất đẳng thức trên, khi cho R→∞, ta có : u(x) = u(x0).

Vì x là bất kì nên định lí được chứng minh.

Sau đây ta sẽ giới thiệu một số định lí mà không chứng minh.

Định lí 2.2.11. (Về dãy đơn điệu các hàm điều hòa) Nếu dãy các hàm điều
hòa trong miền Ω, un(x) hội tụ tại một điểm trong x0 của Ω và với n bất kì :

un+1(x) ≥ un(x),∀x ∈ Ω

thì dãy un(x) khắp nơi trong miền Ω hội tụ tới hàm điều hòa u(x) nào đó. Khi
đó trong miền con đóng bị chặn bất kì của Ω, sự hội tụ sẽ là đều.

Định lí 2.2.12. Nếu hàm u(x) điều hòa trong miền Ω thì giải tích trong miền
đó.

Định lí 2.2.13. (Về đánh giá đạo hàm của các hàm điều hòa) Giả sử cho một
họ các hàm điều hòa bị chặn đều trong miền Ω. Khi đó trong bất khì miền con
Ω
′ ⊂ Ω các đạo hàm của tất cả các hàm của họ bị chặn đều.

Định lí 2.2.14. Về tính compắc của họ các hàm điều hòa bị chặn đều) Từ một
họ vô hạn các hàm điều hòa bị chặn đều trong miền Ω, có thể trích ra một dãy
con vô hạn hội tụ đều trong miền con bị chặn bất kì Ω

′ ⊂ Ω.
Sự khẳng định này suy ra từ định lí Acxenla, vì theo định lí 2.2.13 họ các

hàm này liên tục đồng bậc trong Ω
′
.

Định lí 2.2.15. (định lí Liuvin) Hàm u(x, y) điều hòa trong toàn bộ mặt phẳng
không thể có cận trên hay cận dưới nếu nó khác hằng số.

Từ các định lí 2.2.11 đến 2.2.15 độc giả có thể tham khảo trong cuốn sách
của Pêtrốpxki (Petrovski).

Bài tập

Bài 1. Ký hiệu

Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1},
∂Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}, Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 1}.

Tìm hàm u ∈ C(Ω) thỏa mãn
a) {

∆u = 0, (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= x
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b) {
∆u = 0, (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= 3x3 + 2x2y + 5y3

c) {
∆u = 0, (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= 3− 4y2 − 4xy2

d) {
∆u = x, (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= 0

e) {
∆u = 2x, (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= x− x3 + 2xy2

f) {
∆u = 12(x2 + y2), (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= xy

Bài 2. Ký hiệu

Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 4},
∂Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4}, Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 6 4}.

Tìm hàm u ∈ C(Ω) thỏa mãn
a) {

∆u = 0, (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= 3− 4y2 − 4xy2

b) {
∆u = 0, (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= 3x3 + 2x2y + 5y3

Bài 3. Ký hiệu

Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 + 2x < 0},
∂Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 + 2x = 0}, Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 + 2x 6 0}.
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Tìm hàm u ∈ C(Ω) thỏa mãn{
∆u = 0, (x, y) ∈ Ω

u
∣∣∣
∂Ω

= 4x3 + 6x− 1

2.3 Phương trình hypecbôlic

2.3.1 Bài toán hỗn hợp

Xét phương trình dao động nhỏ, ngang của sợi dây

utt = a2uxx + f(x, t), 0 ≤ x ≤ l (2.64)

với điều kiện biên
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 (2.65)

và điều kiện ban đầu
u(x, t0) = ϕ(x) (2.66)

ut(x, 0) = ψ(x) (2.67)

trong đó ϕ và ψ là hai hàm cho trước. Các điều kiện (2.66) và (2.67) phải phù
hợp với điều kiện (2.65) trong đoạn [0, l] .

Nếu một đầu của sợi dây chuyển động theo một quy luật thì điều kiện biên
có dạng

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t) (2.68)

trong đó µ1(t), µ2(t) được cho trước.
Điều kiện biên cũng có thể có hình thức khác.Chẳng hạn một đầu sợi dây cố
định, cho x = 0 và đầu kia tự do thì

u(0, t) = 0 (2.69)

và đầu tự do căng thẳng đàn hồi:

T (l, t) = k
∂u

∂x
|x=l = 0

hay
ux(l, t) = 0. (2.70)

Nếu tại x = 0 sợi dây dao động với một quy luật nhất định µ(t), trong khi tại
x = l tác động một lực v(t) thì:

u(0, t) = µ(t), ux(l, t) = ν(t) , ν(t) =
ν

k
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Một dạng khác của điều kiện biên là

ux(l, t) = −h[u(l, t)− θ(t)] (2.71)

Do đó, chúng ta có các loại điều kiện biên sau
+ Điều kiện biên loại I: u(0, t) = µ(t)
+ Điều kiện biên loại II: ux(0, t) = ν(t)
+ Điều kiện biên loại III: ux(0, t) = h[u(0, t)− θ(t)].
Nếu khoảng thời gian nhỏ thì điều kiện biên không ảnh hưởng nhiều đến sự dao
động của dây. Vì vậy, chúng ta có thể xem bài toán như trường hợp giới hạn
cho bài toán giá trị ban đầu trong miền không bị chặn.
Tìm nghiệm của phương trình

utt = a2uxx + f(x, t), −∞ < x <∞, t > 0 (2.72)

với tỷ số dãn nở ban đầu

u(x, t) |t=0= ϕ(x) , −∞ < x <∞ (2.73)

và vận tốc ban đầu

ut(x, t) |t=0= ψ(x) , −∞ < x <∞. (2.74)

Đây là bài toán Cauchy của phương trình hyperbolic.
Nếu chúng ta muốn nghiên cứu dáng điệu gần một đầu của một sợi dây với một
giả định, ảnh hường của điều kiện biên là nhỏ thì ta có

u(0, t) = µ(t), t ≥ 0 (2.75)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ ∞ (2.76)

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ ∞. (2.77)

Đối với một quá trình chuyển động cụ thể, chúng ta phải tìm điều kiện biên
thích hợp với nó.

Định lí 2.3.1. (Tính duy nhất nghiệm của bài toán hỗn hợp) Phương trình vi
phân đạo hàm riêng

ρ(x)
∂2u

∂t
=

∂

∂x
(k(x)

∂u

∂x
) + f(x, t), 0 < x < l, t > 0 (2.78)

có không quá một nghiệm thỏa mãn điều kiện giá trị biên và các điều kiện ban
đầu

u(x, 0) = ϕ(x),

ut(x, 0) = ψ(x), (2.79)
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u(0, t) = µ1(t),

u(l, t) = µ2(t).

Ở đây chúng ta giả sử rằng hàm u(x, t) và đạo hàm cấp một, cấp hai của nó
liên tục trong khoảng 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0 và ρ(x) > 0, k(x) > 0 là liên tục, cho
trước.

Chứng minh. Giả sử tồn tại u1(x, t) , u2(x, t) là hai nghiệm của phương trình
trên. Khi đó:

v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t)

thỏa mãn phương trình đồng nhất

ρ
∂2v

∂t2
=

∂

∂x
(k
∂v

∂x
) (2.80)

và điều kiện thuần nhất 
v(x, 0) = 0,
vt(x, 0) = 0,
v(0, t) = 0,
v(l, t) = 0.

(2.81)

Chúng ta sẽ chứng minh rằng với điều kiện (2.81) thì v(x, t) đồng nhất bằng 0.
Thật vậy, xét hàm

E(t) :=
1

2

∫ l

0

(
k(vx)

2 + ρ(vt)
2
)
dx. (2.82)

Hàm E(t) có ý nghĩa vật lý, nó là tổng năng lượng của sợi dây tại thời điểm t.
Vì v(x, t) là hàm khả vi liên tục hai lần nên ta có thể lấy vi phân hàm E(t) và
thu được

dE(t)

dt
=

∫ l

0
(kvxvxt + ρvtvtt)dx. (2.83)

Từ v(0, t) = 0, v(l, t) = 0 suy ra vt(0, t) = 0 và vt(l, t) = 0. Do đó, ta có∫ l

0
kvxvxtdx = kvxvt |l0 −

∫ l

0
vt(kvx)xdx = −

∫ l

0
vt(kvx)xdx. (2.84)

Từ đó suy ra

dE(t)

dt
=

∫ l

0
[ρvtvtt − vt(kvx)x]dx =

∫ l

0
[ρvtt − (kvx)x]vtdx = 0.
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Nghĩa là, E(t) = const. Hơn nữa, từ v(x, 0) = 0 , vt(x, 0) = 0 ta có

E(t) = const = E(0) =
1

2

∫ l

0
[k(vx)

2 + ρ(vt)
2] |t=0 dx = 0 (2.85)

Mặt khác, hàm ρ(x) và k(x) dương. Từ (2.83) và (2.85), ta có

vx(x, t) ≡ 0, vt(x, t) ≡ 0.

Do đó v(x, t) = const = v(x, 0) ≡ 0.
Kết quả này vẫn đúng đối với điều kiện biên loại II, trong đó:

ux(0, t) = µ1(t), ux(l, t) = µ2(t)

bởi vì vx(0, t) = vx(l, t) = 0.
Chứng minh cho trường hợp bài toán giá trị biên loại III

ux(0, t)− h1u(0, t) = µ1(0, t), h1 ≥ 0,

ux(l, t) + h2u(0, t) = µ2(0, t), h2 ≥ 0

có sự khác biệt. Trong trường hợp này

vx(0, t)− h1v(0, t) = 0,

vx(l, t)− h2v(0, t) = 0,

và kết hợp (2.84) ta có

kvxvt |l0= −
k

2

∂

∂t
[h2v

2(l, t) + h1v
2(0, t)].

Lấy tích phân dE
dt từ 0 đến t ta được

E(t)− E(0) =

∫ t

0

∫ l

0
vt[ρvtt − (kvx)x]dxdt

− k

2

(
h2[v

2(l, t)− v2(l, 0)] + h1[v
2(0, t)− v2(0, 0)]

)
.

Mặt khác, ta có

E(0) =
1

2

∫ l

0

(
kv2

x + ρv2
t

)
|t=0 dx = 0

và v(0, l) = v(0, 0) = 0. Do đó E(t) = −k
2

(
h2v

2(l, t) + h1v
2(0, t)

)
≤ 0.

Mặt khác E(t) ≥ 0 suy ra E(t) ≡ 0. Từ đó suy ra v(x, t) ≡ 0.
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Tiếp theo, chúng ta sẽ giải bài toán thuần nhất

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, (2.86)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0, (2.87)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l. (2.88)

Chúng ta tìm nghiệm của bài toán (2.89)-(2.88) thông qua tổng hợp những
nghiệm đặc biệt với hệ số thích hợp. Với mục đích này chúng ta xét bài toán bổ
trợ: Tìm một nghiệm không tầm thường của bài toán:

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, (2.89)

thỏa mãn điều kiện biên thuần nhất:

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 (2.90)

và có dạng
u(x, t) = X(x)T (t), (2.91)

trong đó X chỉ phụ thuộc vào x và T chỉ phụ thuộc vào t.
Thế (2.91) vào (2.89) ta được

X
′′
T =

1

a2
T
′′
X (2.92)

Chia hai vế của phương trình (2.92) cho XT ta được:

X
′′
(x)

X(x)
=

1

a2

T
′′
(t)

T (t)
(2.93)

Hàm u(x, t) được xác định bởi (2.91) là một nghiệm của bài toán (2.89) nếu
(2.92) hoặc (2.93) được thỏa mãn.
Vế phải của (2.93) chỉ phụ thuộc vào t, trong khi đó vế phải chỉ phụ thuộc vào
x nên phương trình (2.93) phải bằng hằng số, giả sử bằng −λ

X
′′
(x)

X(x)
=

1

a2

T
′′
(t)

T (t)
= −λ, (2.94)

ở đây, chúng ta đặt dấu trừ trước λ để thuận tiện cho việc tính toán.
Từ (2.94) chúng ta có được hai phương trình khác biệt đối với X và T .

X
′′
(x) + λX(x) = 0, (2.95)

T
′′
(t) + a2λT (t) = 0. (2.96)
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Từ điều kiện giá trị biên (2.90), ta có

u(0, t) = X(0)T (t) = 0, (2.97)

u(l, t) = X(l)T (t) = 0. (2.98)

Suy ra
X(0) = X(l) = 0 (2.99)

vì nếu (2.99) không được thỏa mãn thì T (t) ≡ 0 và u(x, t) ≡ 0 là nghiệm tầm
thường của bài toán. Do đó, ta có được bài toán giá trị riêng: Tìm λ sao cho
tồn tại nghiệm không tầm thường của bài toán{

X
′′

+ λX = 0
X(0) = X(l) = 0

(2.100)

và tìm những nghiệm tương ứng với những giá trị λ, λ (nghiệm không tầm
thường) được gọi là giá trị riêng và tương ứng những nghiệm của λ được gọi là
vectơ riêng. Sau đây, chúng ta có ba trường hợp:
1. Nếu λ < 0 bài toán có nghiệm tầm thường. Nghiệm tổng quát của (2.100) có
dạng

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx. (2.101)

Nghiệm này phải thỏa mãn điều kiện biên

X(0) = C1 + C2 = 0, (2.102)

X(l) = C1e
l
√
−λ + C2e

−l
√
−λ = 0. (2.103)

Do đó C1 = −C2 và C1

(
el
√
−λ − e−l

√
−λ
)

= 0. Vì λ < 0 nên
√
−λ là dương,

suy ra el
√
−λ − e−l

√
−λ 6= 0. Do đó C1 = 0, C2 = 0 và X(x) ≡ 0.

2. Nếu λ = 0 thì nghiệm tổng quát có dạng

X(x) = ax+ b. (2.104)

Từ điều kiện biên ta có

X(0) = [ax+ b] |x=0= b = 0 (2.105)

X(l) = al = 0. (2.106)

Do đó a = 0, b = 0 và X(x) ≡ 0.
3. Nếu λ > 0, nghiệm tổng quát có dạng:

X(x) = D1 cos
√
λx+D2 sin

√
λx. (2.107)
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Từ điều kiện biên ta có

X(0) = D1 = 0, (2.108)

X(l) = D2 sin
√
λl = 0. (2.109)

Vì X(x) là nghiệm không tầm thường nên D2 6= 0. Do đó:

sin
√
λl = 0 (2.110)

hay
√
λ = πn

l , n ∈ N.
Vì vậy, nghiệm không tầm thường là

λn =
(πn
l

)2
, n ∈ N. (2.111)

Tương ứng với những giá trị riêng ta có hàm riêng

Xn(x) = Dn sin
πn

l
x. (2.112)

Vì thế, với những giá trị λ mà

λn =
(πn
l

)2
, n ∈ N∗ (2.113)

tồn tại nghiệm không tầm thường

Xn(x) = sin
πn

l
x. (2.114)

Nghiệm của phương trình (2.96) tương ứng là

Tn(t) = An cos
πn

l
at+Bn sin

πn

l
at (2.115)

trong đó An và Bn được xác định. Rõ ràng, hàm

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) =
(
An cos

πn

l
at+Bn sin

πn

l
at
)

sin
πn

l
x (2.116)

là nghiệm đặc biệt của (2.89) thỏa mãn điều kiện biên (2.90). Vì (2.89) là tuyến
tính, thuần nhất nên ta xét hàm u(x, t) có dạng

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

πn

l
at+Bn sin

πn

l
at
)

sin
πn

l
x. (2.117)
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Từ điều kiện ban đầu có

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
n=1

un(x, 0) =
∞∑
n=1

An sin
πn

l
x (2.118)

ut(x, 0) = ψ(x) =
∞∑
n=1

∂un
∂t

(x, 0) =
∞∑
n=1

πn

l
aBn sin

πn

l
x. (2.119)

Nếu ϕ và ψ là hai hàm khả vi liên tục thì

ϕ(x) =
∞∑
n=1

ϕn sin
πn

l
x, ϕn =

2

l

∫ l

0
ϕ(ξ) sin

πn

l
ξdξ (2.120)

ψ(x) =
∞∑
n=1

ψn sin
πn

l
x, ψn =

2

l

∫ l

0
ψ(ξ) sin

πn

l
ξdξ. (2.121)

Từ (2.118), (2.119), (2.120), (2.121) ta có

An = ϕn, Bn =
l

πna
ψn. (2.122)

Do đó, u(x, t) được xác định bởi (2.117) là hoàn toàn xác định.
Trước tiên, ta chứng minh tính liên tục của hàm

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

πn

l
at+Bn sin

πn

l
at
)

sin
πn

l
x (2.123)

khi | un(x, t) |≤| An | + | Bn | .
Nếu chuỗi ∞∑

n=1

(| An | + | Bn |) (2.124)

hội tụ thì chuỗi (2.123) hội tụ đều và u(x, t) liên tục. Tương tự để chứng minh
tính liên tục của ut(x, t) ta chứng minh chuỗi

ut(x, t) ∼
∞∑
n=1

∂un
∂t

=
∞∑
n=1

a
πn

l

(
−An sin

πn

l
at+Bn cos

πn

l
at
)

sin
πn

l
x

(2.125)
hội tụ đều hoặc chuỗi sau hội tụ

aπ

l

∞∑
n=1

n(| An | + | Bn |).
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Chúng ta sẽ chứng minh các chuỗi sau hội tụ đều

uxx ∼
∞∑
n=1

∂2un
∂x2

= −
(π
l

)2
∞∑
n=1

n2
(
An cos

πn

l
at+Bn sin

πn

l
at
)

sin
πn

l
x

utt ∼
∞∑
n=1

∂2un
∂t2

= −
(πa
l

)2
∞∑
n=1

n2
(
An cos

πn

l
at+Bn sin

πn

l
at
)

sin
πn

l
x.

Tương ứng các chuỗi sau hội tụ

∞∑
n=1

n2(| An | + | Bn |) (2.126)

khi An = ϕn, Bn = l
πnaψn trong đó

ϕn =
2

l

∫ l

0
ϕ(x) sin

πn

l
xdx, ψn =

2

l

∫ l

0
ψ(x) sin

πn

l
xdx.

Ta sẽ hoàn thành chứng minh nếu ta chứng minh được các chuỗi sau hội tụ

∞∑
n=1

nk | ϕn | (k = 0, 1, 2) ,
∞∑
n=1

nk | ψn | (k = −1, 0, 1) (2.127)

Kết quả sau từ lý thuyết chuỗi Fourier.
Cho F là hàm tuần hoàn chu kỳ 2l, mở rộng F để F là chuỗi Fourier

F (x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

πn

l
x+ bn sin

πn

l
x
)

an =
1

l

∫ l

−l
F (ξ) cos

πn

l
ξdξ, bn =

1

l

∫ l

−l
F (ξ) sin

πn

l
ξdξ.

Nếu F(x) là hàm lẻ thì an = 0 và

F (x) =
∞∑
n=1

bn sin
πn

l
x

với

bn =
1

l

∫ l

−l
F (ξ) sin

πn

l
ξdξ =

2

l

∫ l

0
F (ξ) sin

πn

l
ξdξ.
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Nếu F (x) chỉ xác định trong (0, l) thì ta mở rộng để F (x) xác định trong (-l,l).
Ta biết rằng, nếu F ∈ Ck và F (k) liên tục thì chuỗi

∞∑
n=1

nk(| an | + | bn |)

hội tụ.
Từ những kết quả trên chúng ta rút ra kết luận:

1. Chuỗi
∞∑
n=1

nk | ϕn | (k = 0, 1, 2) hội tụ khi ϕ ∈ C2, ϕ(3) liên tục từng khúc

và
ϕ(0) = ϕ(l), ϕ

′′
(0) = ϕ

′′
(l) = 0. (2.128)

2. Chuỗi
∞∑
n=1

nk | ψn | (k = −1, 0, 1) hội tụ khi ψ khả vi liên tục, có đạo hàm

cấp hai liên tục từng khúc và

ψ(0) = ψ(l) = 0. (2.129)

Với những điều kiện này, u(x, t) được xác định bởi (2.117) là một nghiệm của
bài toán (2.89)-(2.90) và nghiệm này là duy nhất.

Tiếp theo, ta xét phương trình hyperbolic không thuần nhất

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0, (2.130)

với điều kiện ban đầu

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.131)

và điều kiện giá trị biên thuần nhất

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0. (2.132)

Ta sẽ tìm nghiệm của bài toán (2.130)-(2.132) có dạng

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(t) sin
πn

l
x, (2.133)

trong đó un(t) sẽ được xác định sau. Với mục đích này, ta khai triển f, ϕ, ψ
theo chuổi Fourier

f(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t) sin
πn

l
x, fn(t) =

2

l

∫ l

0
f(ξ, t) sin

πn

l
ξdξ,
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ϕ(x) =
∞∑
n=1

ϕn sin
πn

l
x, ϕn =

2

l

∫ l

0
ϕ(ξ) sin

πn

l
ξdξ, (2.134)

ψ(x) =
∞∑
n=1

ψn sin
πn

l
x, ψn =

2

l

∫ l

0
ψ(ξ) sin

πn

l
ξdξ.

Thế (2.133) vào (2.130), ta được

∞∑
n=1

sin
(πn
l
x
)(
−a2

(πn
l

)2
un(t)−

..
un(t) + fn(t)

)
= 0.

Do đó
..
un(t) +

(πn
l

)2
a2un(t) = fn(t). (2.135)

Mặt khác

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
n=1

un(0) sin
πn

l
x =

∞∑
n=1

ϕn sin
πn

l
x,

ut(x, 0) = ψ(x) =
∞∑
n=1

.
un(0) sin

πn

l
x =

∞∑
n=1

ψn sin
πn

l
x.

Suy ra
un(0) = ϕ(n),

.
un(0) = ψn. (2.136)

Do đó, ta có thể tìm un(t) có dạng

un(t) = u(I)
n (t) + u(II)

n (t),

trong đó

u(I)
n (t) =

l

πna

∫ t

0
sin
(πn
l
a(t− τ)

)
fn(τ)dτ (2.137)

u(II)
n (t) = ϕn cos

(πn
l
at
)

+
l

πna
ψnsin

(πn
l
at
)
. (2.138)

Ta có

u(x, t) =
∞∑
n=1

l

πna

∫ t

0
sin
(πn
l
a(t− τ)

)
sin

πn

l
x.fn(τ)dτ

+
∞∑
n=1

(
ϕn cos

πn

l
at+

l

πna
ψn sin

πn

l
at

)
sin

πn

l
x (2.139)

:= u(I)(x, t) + u(II)(x, t). (2.140)
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Thế (2.134) vào fn(t), chúng ta biểu diễn u(I)(t) dưới dạng

u(I)(x, t) =

∫ t

0

∫ l

0

(
2

l

∞∑
n=1

l

πna
sin

πn

l
a(t− τ) sin

πn

l
x. sin

πn

l
ξ

)
f(ξ, τ)dξdτ

:=

∫ t

0

∫ l

0
G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ, (2.141)

trong đó

G(x, ξ, t− τ) :=
2

πa

∞∑
n=1

1

n
sin

πn

l
a(t− τ) sin

πn

l
x sin

πn

l
ξ. (2.142)

Xét bài toán

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0, (2.4.1)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 < x < l, (2.143)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), t > 0. (2.144)

Để tìm ngiệm của bài toán này chúng ta sẽ tìm một hàm U khả vi sao cho

U(0, t) = µ1(t), U(l, t) = µ2(t) (2.145)

và tìm một phương trình dạng (2.4.1) mà U(x, t) là nghiệm. Dễ thấy

U(x, t) = µ1(t) +
x

l
[µ2(t)− µ1(t)] (2.146)

thỏa mãn (2.145) và phương trình

Utt = a2Uxx +
..
µ1(t) +

x

l
[
..
µ2(t)−

..
µ1(t)]

= a2Uxx + f(x, t). (2.147)

Xét bài toán

vtt = a2vxx + f − f,
v(x, 0) = ϕ(x)− U(x, 0),

vt(x, 0) = ψ(x)− Ut(x, 0) (2.148)

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0.

Rõ ràng, ta có thể tìm v(x, t) có dạng (2.3.10) và

u(x, t) = U(x, t) + v(x, t). (2.149)
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Cho các hàm ϕ(x), k(x), q(x) dương. Xét bài toán

L[u] :=
∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x

]
− q(x)u = ρ(x)

∂2u

∂t2
, (2.150)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t > 0, (2.151)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 < x < l. (2.152)

Ta sử dụng phương pháp Fourier để giải bài toán này. Cụ thể là tìm một nghiệm
không tầm thường của (2.5.1) thỏa mãn điều kiện biên

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0

và có dạng
u(x, t) = X(x)T (t).

Tương tự như bài toán (2.1.1) ta có

d

dx

[
k(x)

dX

dx

]
− qX + λρX = 0

và
T
′′

+ λT = 0.

Ta có bài toán giá trị riêng: Bài toán giá trị biên

L[X] + λρX = 0, 0 < x < l, (2.153)

X(0) = 0, X(l) = 0, (2.154)

có một nghiệm không tầm thường, λ được gọi là giá trị riêng và tương ứng với
các giá trị riêng là nghiệm không tầm thường của (2.153)-(2.154) được gọi là
hàm riêng.

Tính chất của bài toán (2.153)-(2.154):
1. Tồn tại đếm được những giá trị riêng λ1 < λ2 < ... < λn < ... và tương
ứng với những giá trị riêng là các nghiệm không tầm thường (hàm riêng)
X1(x), X2(x)..., Xn(x), ...
2. Cho q ≥ 0 thì mọi λn đều dương.
3. Các hàm riêng là phần bù trực giao trong [0, l] với ρ(x) nghĩa là:∫ l

0
Xm(x)Xn(x)ρ(x)dx = 0 , m 6= n (2.155)
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4. Hàm F (x) bất kì xác định trong [0, l], khả vi, liên tục và thỏa mãn điều kiện
biên F (0) = F (l) = 0 có thể khai triển thành chuỗi hội tụ đều và hội tụ tuyệt
đối của Xn(x)

F (x) =
∞∑
n=1

FnXn(x), Fn =
1

Nn

∫ l

0
F (x)Xn(x)ρ(x)dx,

Nn =

∫ l

0
X2
n(x)ρ(x)dx. (2.156)

Ta chỉ chứng minh tính chất 2 và 3 (tính chất 1 và 4 có trong lí thuyết phương
trình vi tích phân). Trước tiên, chúng ta có công thức Green. Cho u và v là các
hàm xác định trong [a, b], u, v ∈ C2(a, b) và u, v ∈ C1[a, b]. Khi đó

uL[v]− vL[u] = u(kv
′
)
′ − v(ku

′
)
′

= [k(uv′ − vu′)]′ .

Lấy tích phân từ a đến b ta được∫ b

a
(uL[v]− vL[u]) = k(uv′ − vu′) |ba .

Chứng minh tính chất 3. Cho Xm(x), Xn(x) là hai vectơ riêng và λm, λn là
hai giá trị riêng tương ứng. Từ điều kiện biên (2.154) ta có:∫ l

0
(XmL[Xn]−XnL[Xm]) dx = 0.

Kết hợp (2.153) ta được

(λn − λm)

∫ l

0
Xm(x)Xn(x)ρ(x)dx = 0.

Vì λn 6= λm nên ∫ l

0
Xm(x)Xn(x)ρ(x)dx = 0. (2.157)

Ta sẽ chứng minh với mỗi giá trị riêng chỉ có một hàm riêng tương ứng. Để
chứng minh điều này, ta sử dụng kết quả nghiệm của phương trình vi phân
tuyến tính thông thường xác định duy nhất.
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Thật vậy: Giả sử X và X là hai hàm riêng tương ứng với giá trị riêng λ.

Vì X(0) = X(0) = 0 nên X ′(0) 6= 0 và X ′(0) 6= 0. Đặt:

X∗(x) :=
X ′(0)

X ′(0)
X(x).

Hàm X∗(x) thỏa mãn phương trình (2.153) và

X∗(0) =
X ′(0)

X ′(0)
X(0) = 0,

X∗
′
(0) =

X ′(0)

X ′(0)
X ′(0) = X ′(0).

Do đó X∗(x) = X(x) và

X∗(x) = X(x) =
X ′(0)

X ′(0)
X(x) = AX(x).

Ta đã biết, nếu Xn(x) là hàm riêng ứng với giá trị riêng λn thì AnXn(x) (An là
hằng số không đổi) cũng là hàm riêng. Vì vậy, những hàm riêng này chỉ khác
nhau bởi một yếu tố là hằng số, giá trị của yếu tố này không quan trọng nên

Nn =

∫ l

0
X2
n(x)ρ(x)dx = 1.

Nếu vectơ riêng X̂n(x)không chuẩn hóa thì chúng ta chuẩn hóa nó bởi:

Xn(x) =
X̂n(x)√∫ l

0 X̂
2
n(x)ρ(x)dx

.

Theo cách này chúng ta sẽ tìm được một hệ trực giao các hàm riêng Xn(x) của
bài toán (2.153)-(2.154)∫ l

0
Xm(x)Xn(x)ρ(x)dx =

{
0 nếu m 6= n,
1 nếu m = n.

Chứng minh tính chất 2: Giả sử Xn(x) là các vectơ riêng chuẩn hóa ứng với
giá trị riêng λn:

L[Xn] = −λnρ(x)Xn(x).
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Nhân hai vế phương trình với Xn(x) và lấy tích phân từ 0 đến l ta được

λn

∫ l

0
X2
n(x)ρ(x)dx = −

∫ l

0
Xn(x)L[Xn]dx.

Vì
∫ l

0 X
2
n(x)ρ(x)dx = 1 nên

λn = −
∫ l

0
Xn

d

dx

[
k(x)

dXn

dx

]
dx+

∫ l

0
q(x)X2

n(x)dx.

Lấy tích phân từng phần ta được

λn = −XnkX
′

n |l0 +

∫ l

0
k(x)[X ′n(x)]2dx+

∫ l

0
q(x)X2

n(x)dx

=

∫ l

0
k(x)[X ′n(x)]2dx+

∫ l

0
q(x)X2

n(x)dx.

Vì k(x) > 0 , q(x) ≥ 0, Xn ∈ C2(0, l), X ′n(x) không đồng nhất bằng 0 nên
λn > 0. Cho hàm F (x) xác định trong (0, l), ta khai triển F (x) như sau

F (x) =
∞∑
n=1

FnXn(x)

Fn =

∫ l
0 ρ(x)F (x)Xn(x)dx∫ l

0 ρ(x)X2
n(x)dx

, n ∈ N∗.

Fn là hệ số Fourier của hàm F trong hệ {X1, X2, ...}. Tương tự như phương
pháp trong (2.1.1) chúng ta chứng minh rằng

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

√
λnt+Bn sin

√
λnt
)
Xn(x)

trong đó

An = ϕn, Bn =
ψn√
λn

ở đây, ϕn và ψn là hệ số Fourier tương ứng của ϕ và ψ. Phương pháp này được
xây dựng bởi Steklov.
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2.3.2 Bài toán Cauchy

Xét bài toán

utt − a2uxx = 0, −∞ < x <∞, t > 0 (2.158)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x <∞. (2.159)

Trước tiên, ta biến đổi phương trình (2.158) về dạng chính tắc.
Phương trình đặc trưng

dx2 − a2dt2 = 0 (2.160)

hay

dx− adt = 0, dx+ adt = 0. (2.161)

Nghiệm của nó có dạng

x− at = C1, x− at = C2. (2.162)

Thực hiện phép đổi biến

ξ = x+ at, η = x− at. (2.163)

Ta có

ux = uξ + uη, uxx = uξξ + 2uξη + uηη (2.164)

ut = a(uξ − uη), utt = (uξξ − 2uξη + uηξ)a
2. (2.165)

Phương trình (2.158) trở thành

uξη = 0. (2.166)

Rõ ràng mỗi nghiệm của phương trình 2.166 có dạng:

uη(ξ, η) = f ∗(η), (2.167)

trong đó f ∗(η) là hàm tùy ý chỉ có biến η.
Lấy tích phân ta được

u(ξ, η) =

∫
f ∗(η)dη + f1(ξ) = f1(ξ) + f2(η), (2.168)

trong đó f1 phụ thuộc ξ , f2 phụ thuộc η.
Ngược lại, nếu f1 và f2 là hai hàm khả vi, tùy ý thì hàm u(ξ, η) xác định bởi
(1.3.4) là một nghiệm của (2.166). Do đó

u(x, t) = f1(x+ at) + f2(x− at) (2.169)
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là một nghiệm tổng quát của (2.166).
Giả sử tồn tại một nghiệm của bài toán Cauchy (2.158), (2.159) thì nghiệm đó
được xác định bởi (2.169). Hàm f1 và f2 được xác định bởi

u(x, 0) = f1(x) + f2(x) = ϕ(x) (2.170)

ut(x, 0) = af
′

1(x)− af ′2(x) = ψ(x). (2.171)

Từ (2.171) ta có

f1(x)− f2(x) =
1

a

∫ x

x0

ψ(α)dα + c, (2.172)

trong đó x0 và c là hằng số. Kết hợp (2.170) ta được{
f1(x) = 1

2ϕ(x) + 1
2a

∫ x
x0
ψ(α)dα + c

2

f2(x) = 1
2ϕ(x)− 1

2a

∫ x
x0
ψ(α)dα− c

2 .
(2.173)

Do đó

u(x, t) =
ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)

2
+

1

2

(∫ x+at

x0

ψ(α)dα−
∫ x−at

x0

ψ(α)dα

)
(2.174)

hay

u(x, t) =
ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(α)dα. (2.175)

Công thức (2.175) được gọi là công thức D’Alembert. Rõ ràng, nếu ϕ ∈ C2 và
ψ ∈ C1 thì u(x, t) được xác định bởi công thức (2.175) là một nghiệm của bài
toán (2.158) - (2.159). Như vậy, phương pháp của D’Alembert không những chỉ
ra tính duy nhất nghiệm mà còn chỉ ra sự tồn tại nghiệm của bài toán.

Bài tập

Bài 1. Sử dụng công thức D’Alembert cho nghiệm u(x, t) của bài toán Cauchy

utt − a2uxx = 0, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x <∞,

để chứng minh:
a) Nếu ϕ(x), ψ(x) là những hàm lẻ thì u(0, t) = 0,
b) Nếu ϕ(x), ψ(x) là những hàm chẵn thì ux(0, t) = 0.

53



Bài 2. Tìm nghiệm của các bài toán Cauchy sau
a) utt = uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = 2x, x ∈ R
ut(x, 0) = 3x, x ∈ R

b) utt = 4uxx, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = x, x ∈ R
ut(x, 0) = 5x, x ∈ R

c) utt = 4uxx + t, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = 0, x ∈ R
ut(x, 0) = x, x ∈ R

d) utt = 9uxx, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = 3x2, x ∈ R
ut(x, 0) = x, x ∈ R

e) utt = 9uxx + x2, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = 3x2, x ∈ R
ut(x, 0) = x, x ∈ R

Bài 3. Tìm nghiệm của các bài toán hỗn hợp sau
utt = 4uxx, 0 < x < π, t > 0
u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0
u(x, 0) = sin x, x ∈ [0, π]
ut(x, 0) = −2 sinx, x ∈ [0, π].

2.4 Phương trình loại parabôn

Các khái niệm cơ bản
Ta xét phương trình parabolic

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
(2.176)
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có dạng đơn giản

ut = a2uxx, (2.177)

a2 =
k

cρ
. (2.178)

Giả sử rằng ta xét quy trình của chúng trên đoạn [0, l]. Ta có các điều kiện
biên như sau
a) Ở hai đầu mút x = 0 hoặc x = l, nhiệt độ được cho bởi u(0, t) = µ(t)
u(l, t) = µl(t), với µ(t), µl(t)) là các hàm được xác định trên [t0, T ].

b) Ở hai đầu mút x = 0 hoặc x = l, lấy đạo hàm của hàm u(x, t) theo biến x
ta được

∂u

∂x
(0, t) = ν(t),

∂u

∂x
(l, t) = µ(t). (2.179)

c) Cuối cùng, ta có mối quan hệ giữa nghiệm và đạo hàm của nó như sau

∂u

∂x
(l, t) = −λ[u(l, t)− θ(t)]. (2.180)

Điều này tương ứng với định luật Newton về sự truyền nhiệt của vật thể với
môi trường bên ngoài,ở đây nhiệt độ θ(t) của nó đã được cho.Tại x = 0, chúng
ta có thêm điều kiện

∂u

∂x
(0, t) = λ[u(0, t)− θ(t)]. (2.181)

d) Nếu đoạn [0, l] rất dài và khoảng thời gian [t0, T ] rất nhỏ thì ta bỏ qua điều
kiện biên bằng cách xét phương trình parabolic trong miền xác định ∞ < x <
∞, t ≥ t0 với điều kiện ban đầu

u(x, t0) = ϕ(x), ∞ < x <∞, (2.182)

ở đây ϕ(x) là một hàm đã cho.
e) Tương tự, nếu nhiệt độ ở một đầu mút của đoạn đã được xác định và đầu kia ở
rất xa thì ta có thể xét phương trình parabolic trong miền xác định 0 ≤ x <∞,
t ≥ t0 thoả mãn những điều kiện

u(x, t) = ϕ(x), 0 < x <∞, (2.183)

u(x, 0) = µ(t), t ≥ t0, (2.184)
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ở đây, ϕ và µ là những hàm được cho.
f) Chúng ta cũng có những điều kiện biên phi tuyến. Chẳng hạn như

k
∂u

∂x
(0, t) = σ[u4(0, t)− θ4(0, t)]. (2.185)

Điều kiện này được gọi là định luật Stefan- Boltzmann.

Định nghĩa 2.4.1. Một hàm u(x, t) được gọi là nghiệm của bài toán giá trị
biên thứ nhất cho phương trình parabolic, nếu
i) Nó được xác định và liên tục trong hình chữ nhật đóng 0 ≤ x ≤ l, t0 ≤ t ≤ T.
ii) Nó thoả mãn phương trình parabolic trong miền 0 < x < l, t0 < t < T.
iii) Nó thoả mãn điều kiện ban đầu và điều kiện biên

u(x, t0) = ϕ(x), (2.186)

u(0, t) = µ1(t), (2.187)

u(l, t) = µ2(t), (2.188)

Với ϕ(x), µ1(t), µ2(t) là các hàm liên tục và ϕ(0) = µ1(t0)[= u(0, t0)], ϕ(l) =
µ2(t0)[= u(l, t0)].

Định nghĩa 2.4.2. Nếu điều kiện iii) trong Định nghĩa 2.4.1 được thay thế
bằng

u(x, t0) = ϕ(x), (2.189)

∂u

∂x
(0, t) = µ1(t), (2.190)

∂u

∂x
(l, t) = µ2(t), (2.191)

thì chúng ta có bài toán giá trị biên thứ hai.

Định nghĩa 2.4.3. Nếu điều kiện iii) trong Định nghĩa 2.4.1 được thay thế
bằng

u(x, t0) = ϕ(x), (2.192)

∂u

∂x
(0, t) = λ[u(0, t)− θ1(t)], (2.193)

∂u

∂x
(l, t) = −λ[u(0, t)− θ2(t)], (2.194)

thì chúng ta có bài toán giá trị biên thứ ba.
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Nguyên lí cực đại
Trong phần này, ta sẽ xét phương trình với hệ số không đổi

υt = a2υxx + βυx + γυ (2.195)

Nếu ta thực hiện phép biến đổi υ = eµx±λtu, µ = − β
2a2 , λ = γ − β2

4α2 thì ta có

phương trình
ut = a2uxx (2.196)

Vì vậy, ta chỉ cần xét phương trình 2.196.

Định lí 2.4.4. (Nguyên lí cực đại) Cho hàm u(x, t) xác định và liên tục trong
hình chữ nhật đóng 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ l và thoả mãn phương trình (2.196)
trong miền mở 0 < t < T, 0 < x < l. Khi đó, hàm u(x, t) đạt giá trị cực đại
(cực tiểu) tại t = 0, hoặc tại x = 0 hoặc tại x = l.

Chứng minh. Gọi M là giá trị cực đại của u(x, t) khi t = 0 hoặc x = 0 hoặc
x = l. Giả sử rằng hàm u(x, t) đạt cực đại của nó tại điểm (x0, t0) nào đó với
0 < x0 < l; 0 < t0 ≤ T

u(x0, t0) = M + ε, ε > 0. (2.197)

Vì 0 < x0 < l và u(x, t) đạt cực đại tại (x0, t0) nên ta có

∂u

∂x
(x0, t0) = 0,

∂2u

∂x2
(x0, t0) ≤ 0. (2.198)

Hơn nữa, vì hàm u(x0, t) đạt được cực đại của nó tại t0 ∈ (0, T ] nên

∂u

∂t
(x0, t0) ≥ 0 (2.199)

(Thật vậy, ∂u∂t (x0, t0) = 0 nếu t0 ≤ T , ∂u∂t (x0, t0) ≥ 0 nếu t0 = T ). Ta sẽ tìm một

điểm khác (x1, t1) ∈ (0, l)× (0, T ] sao cho

∂2u

∂x2
(x1, t1) ≤ 0,

∂u

∂t
(x1, t1) > 0.

Xét hàm
υ(x, t) = u(x, t) + k(t0 − t), (2.200)

với k là một hằng số. Ta có υ(x0, t0) = u(x0, t0) = M + ε và k(t0 − t) ≤ kT.
Chọn k > 0 sao cho kT < ε

2 hay k < ε
2T . Ta thấy rằng cực đại của hàm υ(x, t)
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tại t = 0 (0 ≤ x ≤ l), hoặc tại x = 0 (0 ≤ t < T ), hoặc tại x = l (0 ≤ t < T )
không vượt quá M + ε

2 . Điều đó có nghĩa là

υ(x, t) ≤M +
ε

2
với t=0 hoặc x=0 hoặc x=l (2.201)

vì số hạng đầu trong vế phải của (2.200) không lớn hơn M và số hạng thứ hai
không lớn hơn ε

2 . Vì hàm υ(x, t) liên tục trong hình chữ nhật đóng [0, l]× [0, T ]

nên tồn tại một điểm (x1, t1) ∈ [0, l]× [0, T ] sao cho υ(x, t) đạt cực đại tại điểm
đó

υ(x1, t1) ≥ υ(x0, t0) = M + ε.

Từ (2.201) ta thấy rằng với 0 < x1 < l và 0 < t1 ≤ T

υxx(x1, t1) = uxx(x1, t1) ≤ 0 và υt(x1, t1) = ut(x1, t1)− k ≥ 0.

Bất đẳng thức này cho ta thấy rằng ut(x1, t1) ≥ k > 0. Vì vậy, hàm u(x, t)
không thỏa mãn phương trình (2.196) trong một lân cận nào đó của điểm
(x1, t1). Điều này mâu thuẫn với giả thiết. Vì vậy, phần đầu của nguyên lí cực
đại đã được chứng minh. Để chứng minh phần thứ hai ta xét hàm u1 = −u
thoả mãn (2.196) và tất cả các điều kiện khác của phần thứ nhất trong nguyên
lí cực đại.

Một số ứng dụng của nguyên lí cực đại

Định lí 2.4.5. (về tính duy nhất nghiệm trong miền bị chặn) Cho u1(x, t) và
u2(x, t) là các hàm liên tục xác định trong 0 ≤ c ≤ l; 0 ≤ t ≤ T thỏa mãn
phương trình

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0 (2.202)

và thỏa mãn các điều kiện ban đầu cùng điều kiện biên

u1(x, 0) = u2(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l,

u1(0, t) = u2(0, t) = µ1(t), 0 ≤ t ≤ T,

u1(l, t) = u2(l, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T.

Khi đó, u1(x, t) ≡ u2(x, t).

Chứng minh. Đặt υ(x, t) := u1(x, t)−u2(x, t). Vì u1 và u2 liên tục trong [0, l]×
[0, T ] nên hàm υ cũng liên tục trong [0, l] × [0, T ]. Ngoài ra, hàm υ thỏa mãn
phương trình υt = a2υxx với 0 < x < l, t > 0. Vì vậy, υ thỏa mãn những
điều kiện biên của nguyên lí cực đại, điều đó chứng tỏ υ đạt được cực đại tại
t = 0 hoặc x = 0 hoặc x = l. Vì υ(x, 0) = 0, υ(0, t) = 0 và υ(l, t) = 0 nên
υ(x, t) ≡ 0. Do đó, u1(x, t) ≡ u2(x, t).
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Nhận xét 2.4.6. (Sự so sánh các nghiệm) Cho u1(x, t) và u2(x, t) là hai nghiệm
của phương trình truyền nhiệt với u1(x, 0) ≤ u2(x, 0), u1(0, t) ≤ u2(0, t),
u1(l, t) ≤ u2(l, t). Khi đó u1(x, t) ≤ u2(x, t) với (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ].

Thật vậy, hàm υ = u2−u1 thỏa mãn phương trình truyền nhiệt và υ(x, 0) ≥
0, υ(0, t) ≥ 0, υ(l, t) ≥ 0. Từ nguyên lí cực đại ta có υ(x, t) ≥ 0 với 0 < x <
l, 0 < t ≤ T .

Cho u1(x, t) và u2(x, t) là hai nghiệm của phương trình truyền nhiệt thỏa
mãn bất đẳng thức |u1(x, t) − u2(x, t)| ≤ ε với t = 0, x = 0, hoặc x = l. Khi
đó |u1(x, t)− u2(x, t)| ≤ ε ∀(x, t) ∈ [0, l]× [0, T ].

Định lí 2.4.7. (về tính duy nhất nghiệm trong miền không bị chặn) Giả
sử u1(x, t) và u2(x, t) là hai nghiệm liên tục và bị chặn bởi M (|u1(x, t)| <
M, |u2(x, t)| < M, ∀(x, t) ∈ R× [0,+∞)) của phương trình

ut = a2uxx, −∞ < x <∞, t > 0. (2.203)

thỏa mãn u1(x, 0) = u2(x, 0) , −∞ < x <∞ thì

u1(x, t) ≡ u2(x, t),−∞ < x <∞, t ≥ 0.

Chứng minh. Đặt υ(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t). Hàm υ(x, t) liên tục trên R ×
[0,+∞), thỏa mãn phương trình truyền nhiệt và bị chặn bởi 2M

|υ(x, t)| ≤ |u1(x, t)|+ |u2(x, t)| < 2M,−∞ < x <∞, t ≥ 0.

Hơn nữa, υ(x, 0) = 0,−∞ < x < ∞. Chúng ta sẽ ứng dụng nguyên lí cực đại
để chứng minh rằng υ(x, t) = 0, −∞ < x <∞, t ≥ 0. Thật vậy, lấy L là một
số dương bất kỳ. Đặt

V (x, t) =
4M

L2

(
x2

2
+ a2t

)
. (2.204)

Khi đó, hàm V (x, t) liên tục trên R × [0,+∞),thỏa mãn phương trình truyền
nhiệt (2.203). Hơn nữa, V (x, 0) ≥ |υ(x, 0)| = 0, V (±L, t) ≥ 2M ≥ υ(±L, t).
Ứng dụng nguyên lí cực đại trong miền |x| ≤ L, ta có

−4M

L2
(
x2

2
+ a2t) ≤ υ(x, t) ≤ 4M

L2
(
x2

2
+ a2t).

Giữ (x, t) cố định và cho L tiến tới +∞, ta được υ(x, t) = 0 với mọi (x, t) ∈
R× [0,+∞). Vì vậy, u1(x, t) ≡ u2(x, t),−∞ < x <∞, t ≥ 0.
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2.4.1 Bài toán hỗn hợp

Trong phần này ta sẽ ứng dụng phương pháp Fourier vào các phương trình sau

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ≤ T, (2.205)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.206)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T. (2.207)

Tìm nghiệm của bài toán

ut = a2uxx, 0 < x < l, 0 < t ≤ T (2.208)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l (2.209)

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (2.210)

Để làm được điều này chúng ta sẽ đi tìm nghiệm không tầm thường của phương
trình

ut = a2uxx

thỏa mãn các điều kiện biên

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. (2.211)

Hơn nữa nghiệm này còn có thể viết dưới dạng

u(x, t) = X(x)T (t), (2.212)

với X(x) là hàm chỉ phụ thuộc vào x và T (t) chỉ phụ thuộc vào t. Thay (2.212)
vào (2.229) và sau đó chia hai vế cho a2XT ta được

1

a2

T ′

T
=
X ′′

X
= −λ (2.213)

với λ là hằng số (vì T
′

T chỉ phụ thuộc vào t và X ′′

X chỉ phụ thuộc vào x).

Do đó, ta xét các phương trình sau

X ′′ + λX = 0 (2.214)

T ′ + a2λT = 0 (2.215)

Theo (2.211) ta có
X(0) = X(l) = 0 (2.216)

Vì vậy ta thu được bài toán giá trị riêng cho X(x) như sau

X ′′ + λX = 0, X(0) = X(l) = 0 (2.217)

60



Các giá trị riêng của phương trình này là

λn =
(πn
l

)2
, n = 1, 2, 3... (2.218)

Và hàm riêng tương ứng là

Xn(x) = sin
πn

l
x. (2.219)

Với những giá trị λn nghiệm của (2.215) có dạng

Tn(t) = cne
−a2λnt, (2.220)

với cn là các hằng số. Ta thấy rằng công thức

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = cne
−a2λntXn(x) (2.221)

là nghiệm của (4.4.4), thỏa mãn các điều kiện biên thuần nhất (2.241).
Xét chuỗi hình thức sau

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−(πnl )2a2t sin

(πn
l
x
)
. (2.222)

Nếu u(x, t) cũng thỏa mãn điều kiện ban đầu thì

ϕ(x) = u(x, 0) =
∞∑
n=1

cn sin
(πn
l
x
)
. (2.223)

Vì vậy, cn là hệ số Fourier của ϕ(x), tức là

cn = ϕn =
2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin
(πn
l
ξ
)
dξ. (2.224)

Chuỗi (2.222) bây giờ được xác định hoàn toàn. Chúng ta sẽ tìm những điều
kiện đảm bảo chuỗi hội tụ và hơn nữa có thể lấy vi phân chuỗi (2.222) từng số
hạng 2 lần theo biến x và một lần theo biến t. Ta sẽ chứng minh rằng các chuỗi

∞∑
n=1

∂un
∂t

và

∞∑
n=1

∂2un
∂x2

với t ≥ t > 0 ( t cố định) hội tụ đều. Với điều này, ta chú ý rằng∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣ =

∣∣∣−cn(π
l
)2a2n2e−(πnl )2a2tsin(

πn

l
x)
∣∣∣ < |cn|(π

l
)2a2n2e−(πnl )2a2t.
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Cho ϕ bị chặn bởi M
|ϕ(x)| < M.

Khi đó

|cn| =
∣∣∣∣2l
∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

l∫
0

ϕ(ξ) sin(
πn

l
ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ < 2M.

Do đó, ∣∣∣∣∂un∂t
∣∣∣∣ < 2M(

π

l
)2a2n2e−(πnl )2a2t, t ≥ t,

và ∣∣∣∣∂2un
∂x2

∣∣∣∣ < 2M(
π

l
)2n2e−(πnl )2a2t, t ≥ t.

Một cách tổng quát, ta có∣∣∣∣ ∂k+1u

∂tk∂xl

∣∣∣∣ < 2M(
π

l
)2k+1n2l+1a2ke−(πnl )2a2t, t ≥ t.

Xét chuỗi hàm trội
∞∑
n=1

αn

với
αn = Anqe−(πnl )2a2t. (2.225)

Chuỗi vừa xét là chuỗi hội tụ bởi vì theo tiêu chuẩn D’Alembert

lim
n→∞

∣∣∣∣αn+1

αn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
n+ 1

n
)q
e−(πl )2a2(n2 + 2n+ 1)t

e−(πl )2a2n2t

= lim
n→∞

(1 +
1

n
)qe−(πl )2a2(2n+1)t = 0.

Vì vậy, chuỗi (2.222) với t ≥ t > 0 là khả vi vô hạn. Vì t > 0 bé tuỳ ý nên
chúng ta có thể nói rằng u(x, t) với t > 0 là khả vi vô hạn, hơn nữa, rõ ràng
với t > 0 nó thỏa mãn phương trình (2.229).
2.1.1 Định lí. Nếu ϕ là hàm khả vi từng khúc và ϕ(0) = ϕ(l) = 0, thì chuỗi

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−(πnl )2a2t sin

(πn
l
x
)

(2.226)

là một hàm liên tục với t > 0.
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Từ (2.226) ta có

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
−(πnl )2a2t sin

(πn
l
x
)

=
∞∑
n=1

2

l

l∫
0

ϕ(ξ) sin(
πn

l
ξ)dξ

 e−(πnl )2a2t sin
(πn
l
x
)

=

l∫
0

(
2

l

∞∑
n=1

e−(πnl )2a2t sin
(πn
l
x
)

sin
(πn
l
ξ
))

ϕ(ξ)dξ.

Ta có thể thay đổi thứ tự của phép lấy tổng và phép lấy tích phân với t > 0, vì
chuỗi ∞∑

n=1

e−(πnl )2a2t sin
(πn
l
x
)

sin
(πn
l
ξ
)

với t > 0 hội tụ đều. Đặt

G(x, ξ, t) =
2

l

∞∑
n=1

e−(πnl )2a2t sin
(πn
l
x
)

sin
(πn
l
ξ
)
. (2.227)

Hàm u(x, t) có thể được viết dưới dạng

u(x, t) =

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ. (2.228)

Hàm G(x, ξ, t) được gọi là hàm Green.
Ta xét bài toán giá trị biên thứ nhất trong lớp các hàm liên tục trong hình

chữ nhật đóng [0, l]× [0, T ].

Định lí 2.4.8. Cho ϕ là một hàm liên tục xác định trên [0, l] và ϕ(0) = ϕ(l) = 0
thì nghiệm liên tục trên [0, l]× [0, t] của phương trình

ut = a2uxx (0 < x < l, t > 0) (2.229)

thỏa mãn điều kiện

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ] (2.230)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l] (2.231)
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là duy nhất và có thể được biểu diễn bởi

u(x, t) =

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ. (2.232)

Chứng minh. Xét chuỗi các hàm liên tục, khả vi từng khúc ϕn(x), (ϕn(0) =
ϕn(l) = 0), hội tụ đều đến ϕ(x). Với mỗi ϕn(x), ta xác định un(x, t) bởi
(4.4.24). Khi đó, do ϕn(x) liên tục và khả vi từng khúc, dãy hàm {un(x, t)} hội
tụ đều đến u(x, t). Thật vậy, với ε > 0 đủ nhỏ, tồn tại n(ε) sao cho

|ϕn1(x)− ϕn2(x)| < ε (0 ≤ x ≤ l)

∀n1, n2 ≥ n(ε) vì ϕn hội tụ đều tới ϕ(x). Theo nguyên lí cực đại thì

|un1(x, t)− un2(x, t)| < ε (0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T )

với n1, n2 ≥ n(ε). Điều này có nghĩa là dãy hàm {un(x, t)} hội tụ đều đến u(x, t).
Vì un(x, t) liên tục nên u(x, t) cũng liên tục. Lấy bất kì (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ] ta
có:

u(x, t) = lim
n→∞

un(x, t) = lim
n→∞

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕn(ξ)dξ =

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ.

Vì vậy, hàm u(x, t) liên tục và thoả mãn điều kiện (2.241). Hơn nữa, hàm u(x, t)
cũng thoả mãn (2.4.4). Cuối cùng tính duy nhất nghiệm được suy ra trực tiếp
từ nguyên lí cực đại.

Định lí 2.4.9. Cho ϕ là hàm liên tục từng khúc. Một hàm u(x, t) xác định bởi
(2.232) là nghiệm của phương trình (2.229), thỏa mãn điều kiện (2.4.4) và liên
tục nếu ϕ liên tục.

Chứng minh. Trước tiên, đặt ϕ xác định bởi

ϕ(x) = cx. (2.233)

Xét dãy

ϕn(x) =

{
cx, 0 ≤ x < l(1− 1

n),
c(n− 1)(l − x), l(1− 1

n) ≤ x ≤ l, n ∈ N∗.

Vì hàm ϕn(x) liên tục và ϕn(0) = ϕn(l) = 0 nên hàm un(x, t) được xác định
bởi (2.232) với ϕ được thay bởi ϕn là các nghiệm của (2.229) mà thoả mãn .
Hơn nữa,

un(x, 0) = ϕn(x).
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Vì ϕn(x) 6 ϕn+1(x) (0 ≤ x ≤ l) nên theo nguyên lí cực đại, ta có

un(x, t) ≤ un+1(x, t).

Hàm U0(x) = cx là nghiệm liên tục của phương trình truyền nhiệt. Nguyên lí
cực đại cho ta

un(x, t) ≤ U0(x),

vì điều này đúng với t = 0, x = 0 và x = l. Dãy {un(x, t)} là ....và bị chặn trên
bởi hàm bị chặn U0(x). Vậy nó hội tụ. Ta có

u(x, t) = lim
n→∞

un(x, t) = lim
n→∞

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕn(ξ)dξ

=

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕn(ξ)dξ

≤ U0(x),

vì ta có thể lấy giới hạn dưới dấu tích phân. Do đó u(0, t) = u(l, t) = 0 và
u(x, t) thoả (2.229) với t > 0. Tiếp theo ta thấy rằng nó còn liên tục với
t = 0, và 0 ≤ x < l. Cho x0 < l. Ta chọn n sao cho x0 < l(1 − 1

n). Trong

trường hợp này ϕn(x0) = U0(x0). Chú ý rằng un(x, t) ≤ u(x, t) ≤ U0(x) và
lim
x→x0
t→0

un(x, t) = lim
x→x0

U0(x) = ϕ(x0). Ta kết luận rằng tồn tại giới hạn

lim
x→x0
t→0

un(x, t) = ϕ(x0).

Điều này, kéo theo u(x, t) liên tục tại (x0, 0). Hàm này bị chặn bởi U0(x). Vì
vậy, định lí được chứng minh với ϕ(x) = cx.
Thay x bởi l−x, ta thấy rằng định lí cũng được chứng minh với ϕ(x) = b(l−x).
Vì vậy, định lí luôn đúng với các hàm có dạng ϕ(x) = B+A(x). Hơn nữa, định lí
cũng đúng với mọi hàm liên tục ϕ(x) không thỏa mãn điều kiện ϕ(0) = ϕ(l) = 0.
Thật vậy, mỗi hàm đều có thể được biểu diễn dưới dạng

ϕ(x) = [ϕ(0) +
x

l
(ϕ(l)− ϕ(0))] + ψ(x),

ở đây ψ(x) là một hàm liên tục và triệt tiêu ở hai đầu mút ψ(0) = ψ(l) = 0.
Từ định lí chồng chất ta thấy rằng định lí được chứng minh.

Cho ϕ là một hàm liên tục theo từng biến, ta sẽ chứng minh rằng hàm u(x, t)
định nghĩa bởi (2.232) là nghiệm của (2.229) và thỏa mãn (2.241).
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Giả sử rằng ϕ liên tục tại điểm x0. Ta sẽ chứng minh rằng với mọi ε dương
tồn tại δ(ε) sao cho nếu |x − x0| < ε, t < δ(ε) thì |u(x, t) − ϕ(x0)| < ε. Vì ϕ
liên tục tại x0 nên tồn tại η(ε) sao cho |ϕ(x)− ϕ(x0)| ≤ ε

2 với |x− x0| < η(ε).

Từ đó suy ra ϕ(x0)− ε
2 ≤ ϕ(x) ≤ ϕ(x0) + ε

2 với

|x− x0| < η(ε). (2.234)

Đặt ϕ(x) và ϕ(x) là các hàm khả vi liên tục sao cho

ϕ(x) = ϕ(x0) +
ε

2
với |x− x0| < η(ε),

ϕ(x) ≥ ϕ(x) với |x− x0| > η(ε), (2.235)

ϕ(x) = ϕ(x0)−
ε

2
với |x− x0| < η(ε),

ϕ(x) ≤ ϕ(x) với |x− x0| > η(ε). (2.236)

Từ (2.234) ta có
ϕ(x) ≤ ϕ(x) ≤ ϕ(x) (2.237)

Xét các hàm

u(x, t) =

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕ(ξ)dξ, u(x, t) =

l∫
0

G(x, ξ, t)ϕ
¯
(ξ)dξ.

Vì ϕ(x) và ϕ(x) liên tục nên u(x, t) và u(x, t) liên tục tại x0. Suy ra tồn tại

δ(ε) sao cho |u(x, t) − ϕ(x)| ≤ ε
2 , và |u(x, t) − ϕ(x)| ≤ ε

2 với |x − x0| < δ(ε),

t < δ(ε). Nghĩa là

u(x, t) ≤ ϕ(x) +
ε

2
= ϕ(x0) + ε và u(x, t) ≥ ϕ(x)− ε

2
= ϕ(x0)− ε

với |x − x0| < δ(ε), t < δ(ε). Vì hàm G(x, ξ, t) không âm nên nên theo bất
đẳng thức (2.237) ta có

u(x, t) ≤ u(x, t) ≤ u(x, t). (2.238)

Do đó ϕ(x0) − ε ≤ u(x, t) ≤ ϕ(x0) + ε với |x − x0| < δ(ε), t < δ(ε) hay
|u(x, t) − ϕ(x0)| < ε với |x − x0| < δ(ε), t < δ(ε). Hơn nữa, từ (2.235) ta suy
ra u(x, t) bị chặn.

Xét phương trình truyền nhiệt không thuần nhất

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ≤ T, (2.239)
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với điều kiện đầu
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l (2.240)

và các điều kiện biên

u(0, t) = u(l, t) = 0, 0 < t ≤ T. (2.241)

Ta sẽ tìm nghiệm của bài toán dưới dạng

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(t) sin
(πn
l
x
)
. (2.242)

Để xác định u(x, t), ta phải tìm un(t). Với mục đích này, ta biểu diễn f(x, t)
dưới hình thức

f(x, t) =
∞∑
n=1

fn(t) sin
(πn
l
x
)
,

với

fn(t) =
2

l

l∫
0

f(ξ, t) sin
(πn
l
ξ
)
dξ. (2.243)

Thế (2.242) và (2.243) vào (2.250) ta được

∞∑
n=1

sin
(πn
l
x
)((πn

l

)2
a2un(t) + u̇n(t)− fn(t)

)
= 0.

Suy ra

u̇n(t) = −a2(
πn

l
)2un(t) + fn(t). (2.244)

Mặt khác

u(x, 0) =
∞∑
n=1

un(0) sin
(πn
l
x
)

= 0

do đó
un(0) = 0. (2.245)

Giải (2.244) với điều kiện đầu (2.245) ta được

un(t) =

t∫
0

e−(πnl )2a2(t−τ)fn(τ)dτ. (2.246)
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Do đó

u(x, t) =
∞∑
n=1

 t∫
0

e−(πnl )2a2(t−τ)fn(τ)dτ

 sin
(πn
l
x
)
. (2.247)

Thay (2.243) vào (2.247) ta có thể viết

u(x, t) =

t∫
0

l∫
0

(
2

l

∞∑
n=1

e−(πnl )2a2(t−τ) sin
(πn
l
x
)

sin
(πn
l
ξ
))

f(ξ, τ)dξdτ

=

t∫
0

l∫
0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ, (2.248)

với

G(x, ξ, t− τ) =
2

l

∞∑
n=1

e−(πnl )2a2(t−τ) sin
(πn
l
x
)

sin
(πn
l
ξ
)

(2.249)

là hàm Green được định nghĩa ở (2.227).
Tìm nghiệm của bài toán

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t ≤ T, (2.250)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ l, (2.251)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), 0 < t ≤ T. (2.252)

Để giải bài toán này, ta biến đổi nó thành bài toán biên thuần nhất. Thật vậy,
xét hàm

U(x, t) = µ1(t) +
x

l
(µ2(t)µ1(t)) . (2.253)

Hàm U thỏa mãn các điều kiện biên U(0, t) = µ1(t), U(l, t) = µ2(t) và phương
trình Ut = a2Uxx + f1(x, t) với f1(x, t) = Ut(x, t) − a2Uxx(x, t). Rõ ràng hàm
υ(x, t) = u(x, t)− U(x, t) là nghiệm của bài toán

υ(t) = aυxx + f,

υ(0, t) = υ(l, t) = 0,

υ(x, 0) = ϕ(x)− U(x, 0).

Nghiệm υ có thể được tìm bằng phương pháp Fourier.
Ta đã biết hàm Green

Gl(x, ξ, t) :=
2

l

∞∑
n=1

e−(πnl )2a2t sin
(πn
l
x
)

sin
(πn
l
ξ
)

(2.254)
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cho bài toán trong miền hữu hạn (0, l). Ở đây, ta sử dụng chỉ số l để ám chỉ
miền (0, l). Ta muốn phát triển lí thuyết khi miền được khuếch đại trên toàn
tập R. Để làm được như vậy, ta viết (2.254) dưới hình thức khác sao cho hai
đầu mút của đoạn là − l

2 và l
2 .

Đặt x′ = x− l
2 , ξ

′
= ξ − l

2 . Khi đó, x′ và ξ′ nằm trong khoảng (− l
2 ,

l
2) và hàm

Green có dạng

Gl(x
′, ξ′, t) =

2

l

∞∑
n=1

e−(πnl )2a2t sin
πn

l

(
x′ +

l

2

)
sin

πn

l

(
ξ′ +

l

2

)
. (2.255)

Ta viết lại (2.255) nhờ lập luận sau
Nếu n là số chẵn thì n = 2m. Khi đó

sin
2πm

l

(
x′ +

l

2

)
sin

2πm

l

(
ξ
′
+
l

2

)
= sin

(
2πm

l
x′
)

sin

(
2πm

l
ξ
′
)
.

Hơn nữa nếu n là số lẻ thì n = 2m+ 1. Khi đó

sin
(2m+ 1)π

l

(
x′ +

l

2

)
sin

(2m+ 1)π

l

(
ξ
′
+
l

2

)
= cos

(2m+ 1)π

l
x′ cos

(2m+ 1)π

l
ξ
′
.

Vì vậy

Gl(x
′, ξ′, t) =

2

l

∞∑′′

n=0

e−(πnl )2a2t sin
(πn
l
x′
)

sin
(πn
l
ξ′
)

+
2

l

∞∑′

n=1

e−(πnl )2a2t cos
(πn
l
x′
)

cos
(πn
l
ξ′
)
. (2.256)

Ký hiệu
∑′′ là tổng với n chẵn và

∑′ là tổng với n lẻ. Chúng ta sẽ xét giới hạn
của Gl(x

′, ξ′, t) khi l→∞. Ta có

2

l

∞∑′′

n=0

e−λ
2
na

2t sin(λnx
′) sin(λnξ

′) =
1

π

∞∑′′

n=0

f1(λn)∆λ (2.257)

với f1(λ) = e−λ
2a2t sin(λx′) sin(λξ′),∆λ = 2π

l , λn = πn
l . Tổng (2.257) là tổng

tích phân của hàm f1(λ) trong khoảng 0 ≤ λ < ∞. Cho l → ∞, ∆λ → 0 ta
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được

lim
∆λ→0

1

π

∞∑′′

n=0

f1(λn)∆λ =
1

π

∞∫
0

f1(λ)dλ

=
1

π

∞∫
0

e−λ
2a2t sin(λx′) sin(λξ′)dλ. (2.258)

Chú ý 2.4.10. Ở đây chúng ta sử dụng kết quả: cho một hàm liên tục trong
[0,∞), nếu tổng tích phân

∞∑
i=1

f(λ∗i )(λi − λi−1) (λi − λi−1 = ∆λ, λi−1 ≤ λ∗i ≤ λi)

hội tụ với bất kì λ∗i thì luôn tồn tại tích phân

∞∫
0

f(λ)dλ.

Tương tự,

2

l

∞∑′

n=1

e−λ
2a2t cos(λnx

′) cos(λnξ
′) =

1

π

∞∑′

n=1

f2(λn)∆λ, (2.259)

với

f2(λ) = e−λ
2a2t cos(λx′) cos(λξ′), ∆λ =

2π

l
, λn =

πn

l
.

Khi ∆λ→ 0, ta có

lim
∆λ→0

1

π

∞∑′

n=1

f2(λn)∆λ =
1

π

∞∫
0

f2(λ)dλ

=
1

π

∞∫
0

e−λ
2a2t cos(λx′) cos(λξ′)dλ. (2.260)
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Cuối cùng, ta có

G(x, ξ, t) = lim
l→∞

Gl(x, ξ, t)

=
1

π

∞∫
0

e−λ
2a2t sin(λx) sin(λξ)dξ +

1

π

∞∫
0

e−λ
2a2t cos(λx) cos(λξ)dξ

=
1

π

∞∫
0

e−λ
2a2t cosλ(x− ξ)dξ.

Hàm Green trong miền không bị chặn (−∞,∞) có dạng

G(x, ξ, t) =
1

π

∞∫
0

e−λ
2a2t cosλ(x− ξ)dλ. (2.261)

Bây giờ ta tính tích phân

I =

∞∫
0

e−λ
2α cos(λβ)dλ (α > 0). (2.262)

với α và β là các tham số. Để tính tích phân này ta cố định α và xem I là hàm
của β. Rõ ràng rằng

dI

dβ
= −

∞∫
0

e−λ
2αλ sin(λβ)dλ

= sin(λβ)
1

2α
e−λ

2α
∣∣∣∞
0
− β

2α

∞∫
0

e−λ
2α cos(λβ)dλ

= − β

2α
I(β).

Vì vậy I ′(β)
I(β) = − β

2α . Do đó I(β) = Ce−
β
4α . Mặt khác,

I(0) =

∞∫
0

e−λ
2αdλ =

1√
α

∞∫
0

e−z
2

dz =
1√
α

√
π

2
.

Vì vậy

I(β) =

∞∫
0

e−λ
2α cos(λβ)dλ =

1

2

√
π√
α
e−

β2

4α . (2.263)
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Áp dụng công thức (2.263) vào (2.261), ta có

G(x, ξ, t) =
1

2
√
πa2t

e−
(x−ξ)2

4a2t . (2.264)

Hàm G(x, ξ, t) xác định bởi công thức (2.264) được gọi là hàm Green trong miền
không bị chặn (−∞; +∞). Nó cũng được gọi là nghiệm cơ bản của phương trình
truyền nhiệt.

Những tính chất của nghiệm cơ bản
i) Hàm G(x, ξ, t − t0)như là hàm của x, t là nghiệm của phương trình truyền

nhiệt.Thật vậy, ta có

Gx = − 1

2
√
π

x− ξ
2 (a2(t− t0))

3
2

e
− (x−ξ)2

4a2(t−t0) ,

Gxx =
1

2
√
π

(
−1

2

1

(a2(t− t0))
3
2

+
(x− ξ)2

4 (a2(t− t0))
5
2

)
e
− (x−ξ)2

4a2(t−t0) ,

Gt =
1

2
√
π

(
− a2

2 (a2(t− t0))
3
2

+
a2(x− ξ)2

4 (a2(t− t0))
3
2

)
e
− (x−ξ)2

4a2(t−t0) .

Vì vậy Gt = a2Gxx.

ii)
∞∫
−∞

G(x, ξ, t− t0)dx = 1 với t > t0. Thật vậy

∞∫
−∞

G(x, ξ, t− t0)dx =
1√
π

∞∫
−∞

e
− (x−ξ)2

4a2(t−t0)
dx

2
√
a2(t− t0)

=
1√
π

∞∫
−∞

e−α
2

dα = 1

2.4.2 Bài toán Cauchy

Xét bài toán tìm một hàm bị chặn u(x, t) (−∞ < x < +∞, t ≥ 0) thoả mãn
phương trình truyền nhiệt

ut = a2uxx, −∞ < x < +∞, t > 0 (2.265)

và điều kiện ban đầu

u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x < +∞. (2.266)
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Vì u bị chặn nên nghiệm của bài toán (2.265)-(2.266) là duy nhất. Ta sẽ chứng
minh rằng nếu ϕ bị chặn, nghĩa là |ϕ(x)| < M, ∀x ∈ R thì với t > 0 tích phân
Poison

u(x, t) =
1

2
√
π

∞∫
−∞

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ)dξ (2.267)

là nghiệm của (2.265) và giới hạn

lim
x→x0
t→0

u(x, t) = ϕ(x0)

nếu ϕ là một hàm liên tục tại x0. Ta lưu ý rằng

|u(x, t)| ≤
∞∫

−∞

G(x, ξ, t)|ϕ(ξ)|dξ < M

∞∫
−∞

G(x, ξ, t)dξ = M.

Vì vậy, hàm u(x, t) bị chặn.Ta sẽ chứng minh rằng với t > 0, u(x, t) thỏa mãn
phương trình truyền nhiệt (2.265). Để làm điều đó, ta chứng minh rằng ta có
thể lấy đạo hàm (2.267) dưới tích phân. Trước hết, ta chứng minh rằng tồn tại
một hàm dương F (ξ) mà không phụ thuộc vào x và t sao cho

|Gx(x, ξ, t)ϕ(ξ)| ≤ F (ξ), (2.268)

và
∞∫
x1

F (ξ)dξ <∞,
x1∫

−∞

F (ξ)dξ <∞ (2.269)

với x1 là một số thực nào đó.
Thật vậy với |x− x0| ≤ x và t1 ≤ t ≤ t2 ta có∣∣∣∣ ∂∂xG(x, ξ, t)

∣∣∣∣ .|ϕ(ξ)| = 1

2
√
π

|ξ − x|
2
√
a2t

3e
− (x−ξ)2

4a2t |ϕ(ξ)|

≤ M

2
√
π

|ξ − x0|+ x

2
√
a2t1

3 e
− (|ξ−x0|−x)

2

4a2t2 := F (ξ). (2.270)

Mặt khác, với số thực x1 thích hợp ta có
∞∫
x1

F (ξ)dξ =

∞∫
x1

M

2
√
π

|ξ − x0|+ x

2
√
a2t1

3 e
− (|ξ−x0|−x)

2

4a2t2 dξ

=

∞∫
x1−x

M

2
√
π

ξ1 + 2x

2
√
a2t1

3e
− ξ21

4a2t2 dξ (ξ1 = |ξ − x0| − x).
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Rõ ràng tích phân này hội tụ. Vì vậy

∂u

∂x
=

∞∫
−∞

∂

∂x
G(xξ, t)ϕ(ξ)dξ. (2.271)

Tương tự, ta có thể chứng minh rằng với t > 0 hàm u(x, t) khả vi 2 lần theo
biến x, 1 lần theo biến t và thoả mãn phương trình truyền nhiệt (2.265). Cho
ϕ(x) là hàm liên tục tại điểm x0. Ta sẽ chứng minh rằng

u(x, t)→ ϕ(x0)

khi t → 0 và x → x0. Với bất kì ε > 0 ta cần chỉ ra rằng tồn tại δ(ε) sao cho
|u(x, t)− ϕ(x0)| < ε nếu |x− x0| < δ(ε) và t < δ(ε). Vì ϕ liên tục tại điểm x0

nên tồn tại η(ε) sao cho |ϕ(x)− ϕ(x0)| < ε
6 với

|x− x0| < η. (2.272)

Ta tách tích phân của u(x, t) thành ba phần như sau

u(x, t) =
1

2
√
π

∞∫
−∞

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ)dξ

=
1

2
√
π

x1∫
−∞

...+
1

2
√
π

x2∫
x1

...+
1

2
√
π

∞∫
x2

:= u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t), (2.273)

với

x1 = x0 − η và x2 = x0 + η. (2.274)

Với tích phân thứ hai ta có

u2(x, t) =
ϕ(x0)

2
√
π

x2∫
x1

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t dξ +
1

2
√
π

x2∫
x1

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t [ϕ(ξ)− ϕ(x0)]dξ

= I1 + I2.

Tích phân I1 có thể tính như sau

I1 =
ϕ(x0)

2
√
π

x2∫
x1

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t dξ =
ϕ(x0

2
√
π

x2−x

2
√
a2t∫

x1−x

2
√
a2t

e−α
2

dα,
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với α = ξ−x
2
√
a2t

, dα = dξ

2
√
a2t

. Khi |x−x0| < η, x1 = x0−η, x2 = x0+η, ta thấy rằng

x1 − x
2
√
a2t
→ −∞ khi t→ 0,

x2 − x
2
√
a2t
→ +∞ khi t→ 0.

Suy ra
lim
x→x0
t→0

I1 = ϕ(x0).

Vì vậy, có một δ1(ε) sao cho

|I1 − ϕ(x0| <
ε

2
với |x− x0| < δ1 và t < δ1. (2.275)

Ta đánh giá I2 như sau

|I2| ≤
1

2
√
π

x2∫
x1

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t |ϕ(ξ)− ϕ(x0)|dξ.

Từ (2.274), với x1 < ξ < x2, ta thấy rằng |ξ − x0| < η. Từ (2.272) và bất đẳng
thức

1√
π

x′′∫
x′

e−α
2

dα <
1√
π

∞∫
−∞

e−α
2

dα = 1,∀x′, x′′ ∈ R

ta có

|I2| <
ε

6
.

1

2
√
π

x2∫
x1

1√
4a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t dξ =
ε

6

1

π

x2−x

2
√
a2t∫

x1−x

2
√
a2t

e−αdα <
ε

6
. (2.276)

Hơn nữa

|u3(x, t)| =
1

2
√
π

∣∣∣∣∣∣
∞∫
x2

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
<

M√
π

∞∫
x2−x

2
√
a2t

e−α
2

dα→ 0 khi t→ 0 và x→ x0, (2.277)
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|u1(x, t)| =
1

2
√
π

∣∣∣∣∣∣
x1∫

−∞

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣
<

M√
π

x1−x

2
√
a2t∫

−∞

e−α
2

dα→ 0 khi t→ 0 và x→ x0 (2.278)

Vì vậy, có một δ2(ε) sao cho

|u3(x, t)| <
ε

3
và |u1(x, t)| <

ε

3
với |x− x0| < δ2 và t < δ2. (2.279)

Kết hợp (2.275), (2.276) và (2.279) cho ta

|u(x, t)− ϕ(x0)| ≤ |u1|+ |I1 − ϕ(x0)|+ |I2|+ |u3| <
ε

3
+
ε

6
+
ε

6
+
ε

3
(2.280)

khi |x− x0| < δ và t < δ, với δ = min(δ1, δ2).
Như vậy, chúng ta chứng minh rằng hàm

u(x, t) =
1

2
√
π

∞∫
−∞

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ)dξ

bị chặn và thoả mãn phương trình truyền nhiệt với điều kiện ban đầu.
Nếu điều kiện ban đầu được cho tại t = t0 thì nghiệm có dạng

u(x, t) =
1

2
√
π

∞∫
−∞

1√
a2(t− t0)

e
− (x−ξ)2

4a2(t−t0ϕ(ξ)dξ.

Bây giờ ta thử tìm nghiệm của bài toán (2.265) và (2.266) trong trường hợp

u(x, 0) = ϕ(x) =

{
T1, x < 0,
T2, x > 0.
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Trong trường hợp này

u(x, t) =
1

2
√
π

∞∫
−∞

1√
a2t

e−
(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ)dξ

=
T2√
π

0∫
−∞

e−
(x−ξ)2

4a2t
dξ

2
√
a2t

+
T1√
π

∞∫
0

e−
(x−ξ)2

4a2t
dξ

2
√
a2t

=
T2√
π

− x

2
√
a2t∫

−∞

e−α
2

dα +
T1√
π

∞∫
− x

2
√
a2t

e−α
2

dα

=
T1 + T2

2
+
T1 − T2√

π

x

2
√
a2t∫

0

e−α
2

dα, (2.281)

vì

1√
π

−z∫
−∞

e−α
2

dα =
1√
π

0∫
−∞

e−α
2

dα +
1√
π

z∫
0

e−α
2

dα =
1

2
+

1√
π

z∫
0

e−α
2

dα

và

1√
π

∞∫
−z

e−α
2

dα =
1

2
+

1√
π

0∫
−z

e−α
2

dα =
1

2
− 1√

π

z∫
0

e−α
2

dα.

Nếu T2 = 0, T1 = 1, thì

u(x, t) =
1

2

1 +
2√
π

x

2
√
a2t∫

0

e−α
2

dα

 .

Hàm Φ(z) = 2√
π

z∫
0

e−α
2

dα được gọi là hàm sai số. Nó có nhiều ứng dụng trong

các lý thuyết xác suất.

Bài tập
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Bài 1 Sử dụng các công thức cơ bản∫ +∞

−∞
e−t

2

dt =
√
π∫ +∞

−∞
e−α

2z2 sin(βz)dz = 0, α, β là các hằng số∫ +∞

−∞
e−α

2z2 cos βzdz =

√
π

α
e−

β2

4α2 , α, β là các hằng số và α > 0

tìm nghiệm của các bài toán Cauchy sau
a) {

ut = uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = e−x
2

, x ∈ R.
b) {

ut = uxx, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = cos x, x ∈ R.

c) {
ut = uxx, x ∈ R, t > 0
u(x, 0) = sin x, x ∈ R.

d) {
ut = 4uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = e−x
2

, x ∈ R.
e) {

ut = 4uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = e−x
2+2x, x ∈ R.

f) {
ut = 9uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = e−x
2

+ cos(5x), x ∈ R.
g) {

ut = uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = xe−x
2

, x ∈ R.

Bài 2 Tìm nghiệm của phương trình

ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0
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thỏa mãn điều kiện biên

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0

và điều kiện ban đầu:

u(x, 0) =

{
x khi 0 6 x < l

2

l − x khi l
2 6 x < l.
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