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LOI CAM ON

Tac gid bay t6 long kinh trong va tri an sau sic téi TS. Nguyén Hitu
Quang - Thay gido huéng dan khoa hoc - da danh nhiéu thoi gian va cong
stic dé lua chon tai lieu tham khéo va dit ra dé tai ciing nhu gitp dé cho
ching t6i hoan thanh nhiém vy nghién ctu ctia luan van.

Téac gid gii 101 cdm on tran trong dén cac nha gido, nha khoa hoc thuoc
Chuyén nganh Dai s6 va Ly thuyét s6, Khoa Toan hoc, Truong Su pham -
Truong Dai hoc Vinh da nhiét tinh gidng day va tao moi dieu kién thuan loi
cho chung t6i hoan thanh chuong trinh hoc tap va nghién cttu.

Xin gt 16i cAm on chan thanh t6i Ban Giam doéc Trung tam GDNN -
GDTX Diic Tho - don vi cong tac clia tac gid, da hd trg nhiéu vé thoi gian
va tinh than cho ching t6i dé hoan thanh nhiém vu hoc tap sau dai hoc.

Du da hét stic c6 ging doc, hiéu, suy nghi va nghién ngdm song viéc trinh
bay mot cach chi tiét nhiing noi dung chuyén sau thuoc vé linh vire dai s6 va
ly thuyét s6 mot cach chit ché sé chic chan khong tranh khoi nhitng thiéu
sot.

Tac gid rat mong nhan duge st goép ¥, chi bdo ciia cac thay co gido va ciia
cac ban hoc vien 16p sau dai hoc nganh toan dé luan van dugce hoan thien
hon.

Nghé An, thding 7 nam 2023

Tac gia

Nguyén Thi Binh



CAC KY HIEU TRONG LUAN VAN

Ky hiéu Y nghia Trang
R,R, Tap cac so thuc, Tap cac s6 thuc khong am

R, Tap cac s6 thyc duong

R" Khong gian Euclide thic n chieu

M «n(R) | Tap céc ma tran he s6 thyuc cap m x n

M,(R) Tap cac ma tran vuong hé sé thuc cap n

Sn Tap cac ma tran doi xing cap n

St Tap cac ma tran ddi xiing ntta xac dinh duong cap n
St Tap cac ma tran doi xiing xac dinh duong cap n

AT Ma tran chuyén vi ctia ma tran A

At Ma tran gid nghich ddo Moore-Penrose ctia A

A=0 A 1a ma tran xac dinh duong

A0 A la ma tran nita xac dinh duong

A= B A — B la ma tran xac dinh duong

A>B A — B la ma tran nita xac dinh duong

Tr(A) Vét clia ma tran vuong A

||| Do dai véc to x

(x,y) Tich vo huéng ctia x va y




MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Tinh chat ctia tap anh cla cidc anh xa da thic thuan nhat 13 mot van dé
tha vi va c6 nhiéu tng dung trong cac bai toan thuc té. Cac két qua dau tien
ve huéng nay thuoc vé Toepliz, Hausdorff (The Toeplitz-Hausdorff theorem)
va Dines (Dines theorem). Céac két qua nay noi vé tinh 10i ctia tap anh clia
dnh xa F(z) = (27 Az, 27 Bz), trong d6 A, B 1a cac ma tran d6i xiing cap
n. Cho dén nay bai todn vé tim diéu kién can va du dé tap F(R"), trong d6
F(x) = (21 Az, 2" Bx, 27 Cx), vAn 1a mot cau hdi mé. Van dé trd nén phiic
tap hon néu ching ta tang cac thanh phan ctia anh xa F(z) lén con s6 16n
hon 3. Trong khuén kho luan van nay ching toi chi tim hiéu tap anh ctia &nh
xa bac hai thuan nhat c¢6 ba thanh phan. Cu thé 14 anh xa c6 dang sau:

F: R" —R?
z v+ F(z) = (21 Az, 27 Bz, 27 Cx)T.

Diéu tha vi 13 hién nay c6 nhiéu cach tiép can cic van dé tréen. Cach thong
dung nhat 1a diing cac kién thitc Dai s6 va Hinh hoc. Dac biét, c6 mot vai két
quéa ding kién thitc kha xa v6i ban chat cac bai toan trén, ching han ding
Iy thuyét min-max dé nghién cttu céc tinh chat ctia tap F(R").

Trong luan vin nay, ching t6i tim hiéu céc cach chiing minh da c6 vé tap
anh clia anh xa trén va cac két qua vé bai toan xac dinh diéu kién dé he c6
nghiém va c¢6 gang lam cho 10i giai don gian, dé tiép can hon.

2. N6i dung nghién cidu

- He thong lai cac tinh chat ctia ham thuan nhat bac hai nhiéu bién.



- Tim hiéu vé cAc ma tran doi xiing nita xac dinh duong va cac tinh chat
lién quan.

- Tim hiéu mot s6 két qua vé anh ctia anh xa F' dé cap & phan 1.

- Trinh bay chi tiét cac chitng minh cho cac két qua da biét va cd gaing md
rong chiung.

3. Phuong phap nghién ciu

Stt dung phuong phap nghién ctu 1y thuyét va dira vao cac tai lisu dé gidi

quyét van dé dit ra.
4. Cau trac luan vin

Luan van dudc trinh bay gom 2 chuong:

- Chuong 1 trinh bay cac kién thitc chuan bi lam co s6 cho Chuong 2.

- Chuong 2 trinh bay cac két qua veé tinh chat clia tap 4nh ciia 4nh xa da
thic thuan nhat bac hai, cac ting dung ctia ching vao tim dieu kién dé cho

mot so6 hé c6 nghiem.



CHUONG 1

KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay ching toi trinh bay lai cac kién thic co ban, can thiét

cho nhitng trinh bay vé sau.

1.1 Gia tri riéng va véc to riéng ciia ma tran

Dinh nghia 1.1.1. Néu A 13 mot ma tran vuong thi vecto z khac khong

ducc goi 1a vecto riéng cia A néu ton tai mot s6 vo huéng A sao cho:
Ax = A\x.

Khi d6, s6 thuc A dude goi 1 gid tri riéng cia A va x duge goi 1a vecto riéng

ing véi .

No6i chung, hinh anh ctia mot vects x duéi phép nhan véi ma tran vuong
A khéac v6i & vé ca do 16n va phuong. Tuy nhién, trong truong hop dac biét
khi z 1a mot vecto rieng ctia A, phép nhan véi A khong thay doi phuong.
Vi du, trong R? hodac R?, khi nhan anh xa A v6i mdi vecto rieng x ciia A
(néu co6) véi goc ciia vecto  1a goc toa do. Tuy thudce vao dau va do 16n cia
gia tri rieng \ tuong tng véi x ma Az = Az thu ngan ho#c kéo dai x theo hé

s6 A, hodc lam ddo nguge huéng trong truong hop A am.



Ax / X
O 0

(@) 0sA =<1 by A<l (¢) -1=A<0 (d) A<-1

AX AX

Vidu 1.1.2. Cho z = la mot vecto riéng cua
2
3 0
A=
8§ —1

ting vG6i gia tri rieng A = 3, khi dé6

3 0 1 3
Axr = = = 3.
8 —1 2 6

Dinh 1i 1.1.3. Néu A la ma tran vudng cap n thi \ la gid tri riéng cia A

khi va chi khi no thoa man phuong trinh:
det(Al — A) = 0. (1.1)

Phuong trinh (1.1)) dugc goi la phuong trinh ddc trung cia ma tran vuong A
va da thicc p(A) = det(N — A) duogc goi la da thic dac trung cia ma tran A.

Dé thay, da thic dac trung clia ma tran vuong cap n c6 dang
pA) = A"+ N+,

trong dé6 hé s6 ctia A" 1a 1. Do da thiic bac n c6 téi da n nghiém thuc nén
phuong trinh
N+ Ny 4+¢,=0
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c6 t6i da m nghiém thiic va ma tran vuong cap n c6 téi da n gia tri rieng. Vi
phuong trinh dic trung c6 thé c6 nghiém phitc nén gia tri rieng ciia ma tran

c6 thé 1 s6 phiic, ké ca trudng hop cac hé s6 clia ma tran déu 1a hé s thue.

Meénh dé 1.1.4. Néu A la ma tran tam gidc cap n X n (ma tran tam gidc
trén, ma tran tam gidc dudi hodc ma tran duong chéo) thi gid tri riéng cia

A la cdc hé so trén duong chéo chinh.

Dinh 1i 1.1.5. Cho A la ma tran vudng cap n, cdc ménh dé sau tuong duong:
(a) X\ la gid tri rieng cua A.
(b) Heé phuong trinh (Al — A)x = 0 ¢6 nghiém khong tam thuong.
(c) Ton tai vecto x khac khong sao cho Az = .
(d) X la nghiém cia phuong trinh dac trung det(A — A) = 0.

1.2 Ma tran nita xac dinh duong va cac tinh chat lién
quan

Cho trude ma tran A cd m x n, AT 1a ky hiéu ctia ma tran chuyén vi ciia
A. Tap tat cdc ma tran doi xing cap n dugce ky hieu bdi S™.

- Ma tran déi xing A € S™ dudc goi 1a zdc dinh duong néu:
v Ar > 0,Vz € R", 2 # 0. (1.2)
- Ma tran doi xing A € S™ dugce goi 1a nia zdc dinh duong néu:
v’ Az > 0,Vx € R™. (1.3)

- Ma tran xac dinh duong A dugce ki hieu A > 0.
- Ma tran nita xac dinh duong A duge ki hieu A > 0.

Tinh chat 1.2.1. a. Cho A la mot ma tran doi zing, khi dé cac ménh dé

sau tuong duong:
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(1) A la ma tran nia zdc dinh duong (rdc dinh duong).

(ii) Cdc gid tri rieng cia A khong am (déu duong).

(i4i) Ton tai ma tran B sao cho A = BT B (Ton tai ma tran vuong khong
suy bién B sao cho A = BT B).

b. Cho A > 0 khi do

A

=0 C—-BTA'B>0. (1.4)
BT C

1.3 Ham béac hai thuan nhat

Dinh nghia 1.3.1. Ham bac hai thuan nhat n bién 1a ham c6 dang:
f(z) = Zazsz’l‘j, (1.5)
i,]

trong d6 a;; = aj; va ¢6 it nhat mot trong cac he s6 a;;, 4,7 = 1,2,...,n
khac 0. Dat:
A = (ai)

nxn’

ham bac hai dugce viét dang:
f(x) = 2" Az,

Ham bac hai thuan nhat f (z) = 27 Az dugc goi 1a zdc dinh duong (nita zdc

dinh duong) néu ma tran ctia no6 1a xac dinh duong (nita xac dinh duong).
1.4 Tap 16i, ham 16i va Dinh 1y tach cac tap 16i, nén

Dinh nghia 1.4.1. Gia stt C 1a mot tap trong R™. Tap C dude goi 1a [6i néu
v6i moi x va y thuoe C va véi moi ¢ trong khoang [0,1], diém (1 — t)z + ty

cung thuoc C.
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Tap khang 16i

No6i cach khac, moi diém trén doan thang noéi x va y déu thuoc C. Diéu

nay ciing dan dén két luan: tap 16i trong khong gian vecto topo thi lien thong.

Ménh dé 1.4.2. Gid st S la mot tap 16i trong R, uy, us, . . ., u, la cdc diém
thuoc S, va A1, e, ..., A\ la cdc s0 khong am bat ky sao cho > .y A = 1.
Khi dé diem Y ._, \uy ciing thuoc S.

Néu A, B la cdc tap loi, r € R thi A+ B,rA cing loi.

Giao ciia mot ho tuy ¥ cac tap 16i cling 1a mot tap 10i, dieu nay ciling c6
nghia la bat k¥ mot tap con A ndo ctia khong gian vecto ciing c6 thé duge
chiia trong mot tap 16i nhé nhat (goi 1a bao 161 clia A, ky hiéu conv(A)), ma

tap 101 nay ciing chinh 1a giao clia tat ci cac tap 1oi chia A.

Meénh dé 1.4.3. Cho A la tap bat ky trong R", khi do:
conv(A) = {Z Aug| wp € A, N >0 va Z)\k = 1} .
k=1 k=1

Vi du 1.4.4. Bao 1di clia doan thang [A, B] va diém C khong nam trén dudng
thang chita doan d6 1a hinh tam giac AABC.

B6 dé 1.4.5. Néu K la tap loi déng, khdc rong trong R™, a & K, thi ton tai

duy nhat xo € K dé doan néi a va xg c6 do dai nhé nhdt trong tat cd cdc

doan noi a voi diem x € K.

12



Dinh Ii 1.4.6. Gid st A va B la hai tap 107 khong c6 diém chung trong R™.

Khi do, ton tai mot vecto khdc khong v va so thuc ¢ sao cho:
(x,v) > ¢ va (y,v) <c

vdi moi x € A,y € B; nghia la, siéu phang {x € R"|(z,v) = ¢}, nhan v lam

vectd phdp tuyén, tach tip A va B.

Dinh nghia 1.4.7 (Ham 16i). + Ham s6 f xac dinh trén tap 161 D dugce goi

1a ham 16i trén D néu:

fAr+ (1 =Ny <Af(x)+(1=X)f(y),Ve,ye D, A€[0,1]. (1.6)
+ Ham f dugc goi 1a ham 16i chit néu:

fOx+ 1 =Ny)<Af(x)+(1=Nf(y),Ve,y e D, A€ (0,1). (1.7)
+ Ham f 13 ham 16m khi —f 13 ham 1oi.

13



Vi du 1.4.8. + Ham s6 y = az + b 1a ham 1oi.

+ Ham s6 f(z) = a’a + b vita 161, vita 16m.

+ Ham s6 f(x) = ax® + bxr + ¢ 1a ham 16i néu a > 0 va ham 16m néu
a < 0.

+ Ham s6 f(x) = 2T Az +bTx + C, v6i A la ma tran déi xing c6 s6 hang
bang s6 phan ti clia z, T = [, 29, ..., )7, b 1a ma tran bat ki ciing chiéu
v6i , ¢ 1a hiang s6 bat ky. Khi do:

Néu A 1a ma tran (nia) xac dinh duong thi f(z) 1a ham 1oi.

Néu A la ma tran (nta) xac dinh am thi f(z) 13 ham 16m.

Dinh nghia 1.4.9. Tap hop K C R" dugc goi 1a nén néu véi moi A € RT
va moi x € K, \x cting thuoc tap K.

Nhan xét 1.4.10. Cho trudc tap K bat ky, ta dat cone(K) = (J5( 1K, dé
thay cone(K) 1a cai nén bé nhat chita K va cone(K) = |JtK. Trong trudng
hop K 1a tap mot diém {u}, ta ky hieu coneK = Ryu va Ru = {tu : t € R}.

Dinh nghia 1.4.11. Né6n déi cyc ctia K, ky hieu K*, 1a tap duge xac dinh
nhu sau

K={£e€R": ({,a) >0 Vae K}.

Tap 16i K dugc goi 1a nhon néu PN (—P) = {0}.

14



CHUONG 2

ANH CUA ANH XA DA THUC THUAN NHAT BAC HAI VA
UNG DUNG

Trong chuwong nay chiing toi trinh bay bai toan ciing nhu giéi thiéu mot
sO két qua quan trong vé anh ctia anh xa da thitc thuan nhat bac hai va ting

dung.
2.1 Heé tuyén tinh cac dang bac hai
Ta xét anh xa da thic thuan nhat bac hai dang
F:R"— RF

duge xac dinh bdi he k da thitc thuan nhat bac hai fi(z),..., fr(z) nhan gia
tri thuec.

Chung ta bat dau bai toan bing mot vai chi § nhé sau day:

1. Tap gom k da thiic thuan nhat bac hai dude goi 1a doc lap tuyén tinh néu
anh ctia R" qua anh xa ma ta da xac dinh nhu trén khong nam trong
mot khong gian vectd con thuc su ctia R¥, vi thé dé thuan tién, néu gia
thiét khong c6 them diéu kién gi thi k& da thic bac hai 1a doc lap tuyén
tinh.

2. Néu F : R" — RF I3 anh xa duge xac dinh bdi k da thic bac hai
Ug = folz) (r € R a0 = 1,2, ..., k), khi d6 anh ctua tap R™ qua dnh xa
F, F(R") C R*, luon la mot hinh nén, diéu dé chi ra ring tap tat ca
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cac diém (Céc vectd) trong R* dong kin véi tich vo huéng duong. Tap
nay nam trong mot nita khong gian déng, dude xéc dinh bang mot bat
phuong trinh tuyén tinh thuan nhat: 2221 Calla > 0, (c1, ..., ) # 0,
khi va chi khi dang béac hai

k
fc:ZCafa (2.1)
a=1

la ntta xac dinh duong.

3. Néu véi cac s6 thie (cy, ..., ¢ ), dang bac hai (2.1]) x4c dinh duong van <
oo thi anh xa F': R” — RF duge xac dinh béi uq = folz) (1 < a < k)

14 anh xa rieng dén nita khong gian

k
zcaua > 0}.

a=1

{0} U {u = (uq) € R¥

Sau day 1a két qua chinh ctia muc nay véi k = 3:

Dinh 1i 2.1.1. Néu dnh za F : R" — R3 dugc zdc dinh bdi u, = fa(x)
(x € R", a = 1,2, 3) thod man cdc gid thiét:

(a) n >k =3,

(b) Ton tai cac s6 ci,...,c sao cho dang bac hai f. = ZZ:1 Cofo xdc dinh
tren R"™ la xdc dinh duong.

Khi dé non anh K = F(R") trong R3 la mot non loi.

Chiing minh. T cha ¥ tht 2 va 3 & trén, ta thay rang hinh nén anh K =
F(R™) thod man it nhat mot trong nhiing tinh chat:

(a) K nam trong nita khong gian déng H,. dugc xac dinh bdi bat déng thiic
tuyén tinh 2221 Colly, > 0.

(b) Néu n < 0o, khi d6 F' la anh xa riéng.

That vay, vi ZZ:l Cofo(x) 18 x4c dinh duong nén cac gia tri riéng cltia ma
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tran ctia ham nay 1a duong, 1y € bang véi gia tri rieng bé nhat clia ma tran

k

N | Calla > €|x]?, do d6 hinh nén K nam trong

nay, ta ¢6 véi moi x € R", >
mot hinh nén 16i déng trong khong gian R¥ 1a khong suy bién, tic 1a né khong
chita hoan toan dusng thang nao.

Bay gio ta gid st rang n < oo va gia st rang két luan 1 sai. Vi dnh hinh nén
K = F(R") la déng va khong 16i, do d6 luon ton tai tia A = {An},-,1 =
(11, M2, m3) ndm ngoai K nhung c6 diem trong clia né thuoc bao déng ciia K.
Vi vay véi mdi mit phang 7 chia A luoén c6 nhitng diém thuoc K nim trén
TT.

Ta lay hai mit phang dudgc xac dinh bang 23: Aol = 0 VA > baug = 0

oa=1 a=1
trong do6 gia st rang [a] = (a1, a9, a3) va [b] = (b1, be, b3) 1a cac nghiem doc

3
lap tuyén tinh ciia phuong trinh, bién s6 uq, us, us,

3
> Matiq = 0. (2.2)
a=1

Khi do6 [a] va [b] chinh la co s6 clia tap nghiém ctia phuong trinh (2.2), do dé
v6i bat ki cap s thuce (A, 1) # (0;0) thi dang bac hai

3

g(z) = Z()‘aa + p1ba) fo () (2.3)

a=1
bang 0 véi cac diem x € R™ sao cho F(x) = (fi(z), f2(z), f3(x))) ndm trén

mat phang

{(u) = (u1,u2,u3) € R? Z()\aa + pbo)ug = 0} (2.4)

a=1
chita nita duong thang A sinh béi (11,72, 73).
Mzt khac, v6i mdi cap (X, i) thi mit phang nhan cac diém ctia K nim
trén moi mat ctiia n6, do d6 dang bac hai g(x) trong bang 0 véi cap
(A, ).
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Mat khac, duong thang sinh béi A luén giao véi hinh nén K chi tai diém gbc,
vi ANK = {0} va K\ {0} ndm trong ntta khong gian md, trong khi d6 —A
nam trong ntta khong gian con lai. Do d6 hai dang bac hai 2331 Ao fo(T) VA
=

23: bofo(x) khong c6 diem lam bang 0 chung ngoai trit z = 0. Diéu nay mau
:ﬂlllén v6i Dinh 1y chinh ctia [4], thay rang [7] ciing dé cap dén tinh chat nay,
rang néu hai dang bac hai trong R", v6i n # 2,n < oo chi ¢6 duy nhat 0 1
khong vector, khi d6 ton tai to hop tuyén tinh clia ching sao cho xac dinh
duong. Vi vay, khi n < oo chiing ta ching minh dude rang hinh nén anh 13
10i.

Trong truong hop khong gian tuyén tinh vo han chiéu R*, véi bat ki cau tric
Topo nao, két luan trén déu dung, vi hinh nén anh qua anh xa F' cia bat ki

khong gian vector vo han chiéu ndo ciing 16i. Dinh 1y dugc chiing minh. [

Hai vi du sau day sé chi ra rang tinh chat 10i ctia tap anh clia anh xa da
thitc thuan nhat bac hai c6 thé sé khong con ding cho trudng hop tdng quat,
titc voi gia thiét yéu hon gia thiét ciia Dinh 1y trén hogc véi k > 3, F(R"™)

chua chic da 1oi.

Vi du 2.1.2. Trong khong gian R"(3 < n < 00), xét ba dang bac hai

f1(2) = (22)?, falx) = 2122, fo(x) = (22)° —z (2;)?

thay rang fi(z) nita xac dinh duong, nhung hinh nén dnh qua 4nh xa F =
(f1, fo, f3) : R" — R 1a tap:

F(R?) = {(w)|u1 > 0,uqus < (u2)*} U {(u)|ur = ug = 0}

khong 16i vi (1,1,1) € F(R"),(0,0,4) € F(R") nhung trung diém ctia chiing
(3,3, 2) khong thuoe F(R").
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Vi du 2.1.3. Trong khong gian R"(3 < n < c0), xét bon dang bac hai

i) = (@)? + Y

n
j=3

(25)%, fo(x) = (21)* = (22)?, f3(x) = 23129, fu(z) =

(22)* = 30 (5)%,

j=3
ta thay rang 2f; + fi xac dinh duong, nhung hinh nén anh qua anh xa
F = (f1, f2, f3, f14) 1a tap nita dai s6 ba chieéu:

ut +ug =/ (u2)” + (us)?
F(RS) — (U) = (u17u27u37u4) S R4 U1 2 |U2 + U4|

U > U + |y
khong 16i vi (5, —3,4,0) € F(R"), (5,3,4,0) € F(R") nhung trung diém ctia
ching (5,0,4,0) khong thuoc F(R").
2.2 Bai toan su c6 nghiém ctia hé bat phuong trinh

Dinh 1i 2.2.1 (B6 dé S cho 3 ham). Gid sitn > 3 va ton tai p € R? 2° € R”

sao cho

Ay + o Ag = 0, (2.5)
fi(2%) <aq, fo(2") < o (2.6)

Kha dé, hé {fo(x) > Oéo,fl(l’) > Oél,fg(.%') > CEQ} V0 nghzém khi va chi khi

ton tai 11 > 0,7 > 0 sao cho

Ay 2 A1 + nAs, (2.7)

Qo Z T + ToQuo. (28)
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Ching minh. Xét anh xa da thic sau

n T
F={f(z):zeR"}, flz)=(flz), [i(z), fo(z))" .
Céc gia thiét ctia Dinh 1y duge théa man, do d6 F(R™) la mot tap 106i.
Ta xét mot tap khac trong R? nhu sau:
S={feR’: fo>ayfi <o, fo<a},

tap nay cing 16i. Do d6 hé da cho vo nghiém khi va chi khi F(R") NS 1a mot
tap réng. Ap dung Dinh 1y tach cac tap 161, suy ra ton tai mot siéu phéng

tach chung. Tic la
de#0:{c,f) >0,Vf e F(R"), va(c, f) <0,VfelS.
Tu bat phuong trinh thit 2 6 trén suy ra rang

CO§07 01207 62207

cog + craq + coan < 0.
Trong khi d6 bat phuong trinh thi nhat cho ta
cofo(z) + cifi(z) + cofo(x) >0, Vo e R™

Thay thé = 2° vao bat phuong trinh trén va két hop véi diéu kien (2.6)), ta

suy ra rang ¢y # 0. Chia cac bat phuong trinh trén cho ¢y va ky hiéu

T, = —ci/cy, i=1,2

ta c6 cac két luan (2.7)), (2.8).
Chiéu nguge lai kha hién nhien vi: néu fi(z) < ay,i = 1,2 va (2.7), (2.8)
la ding, thi véi 7; > 0,7 = 1,2, ta c6

fo(z) < fi(z) + fo(x) < Tiar + man < ag

do do , suy ra hé da cho vo nghiém. ]
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B6 dé sau day néi vé mot ré rong don gidn ctia Dinh 1y [2.1.1]
Bo dé 2.2.2. Gid s F(x) = (fo(x), fi(2),. .., ful(x)),
fi(x) = 2T Az, i=0,1,..,m

la cdc ham bac hai thuan nhat trong R™ vdi n > 3, trong dé A; € S™ va
{A;:i=0,...,m} la to hop tuyén tinh cia {By, By, By}, va:

woBy + w1 By +wyBy =0
vdi cde vo hudng wy, wy,ws cho trude. Khi dé F(R™) la mot tap loi.
Ching minh. Dat
Qy = {(xTBla:, z! By, xTng) cx € R”} :
Q= {(2" Aoz, 2" Az, - 2" A1) 2 €R"} = F(R").

Vi {A;:i=0,---,m} 1a td hop tuyén tinh ctia {Bi, By, B3}, nén ton tai
rij(i =0,---,m,j=1,2,3) sao cho

Ai=raBi+rieBy+1i3B3,0=0,--- ,m.
Dat Q = (ry;) € RMTX3 Thi ta c6
Q=0Q". (2.9)

Theo Dinh 1y thi € 1& mot noén 16i. Do d6 anh clia n6 qua mot anh xa
tuyén tinh, (2.9), ciing 16i, tiic Q = F(R") la 10i. O

Dinh Ii 2.2.3 (Md rong Bo dé S cho nhiéu ham). Gid su:
filz) = 2T Az, i=0,1,...,m

la cdc ham bac hai thuan nhat trong R™ vdi n > 3, trong dé A; € S™ va
{A;:i=0,...,m} la to hop tuyén tinh cia {By, By, By}, va:

woBy + w1 Bl +wyBy = 0
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vdi cdc v hudng wy,wr,ws cho trude. Vi cic ham 107 qo(z), ..., qm(2) dugc
zdc dinh trong tap loi Q C R™. Gid si ton tei T € R", Z € relint(Q), phan

trong tuong doi cia 2, sao cho:
fi(@)+qi(2) <0,i=1,..,m.
Khi dé hai ménh dé dudi day la tuong duong:

(i) Hé phuong trinh fo(x) 4+ qo(2) <0, fi(z) + qi(z) <0,i=1,..,m,z €

v0 nghiém.

(ii) Ton tai p; > 0,4 =1,2,...,m sao cho:
fol) + ) pifi(x) + qo(2) + > pigi(z) > 0,Vx € R", 2 € Q.
i=1 i=1

Ching minh. Ta chi ra ring (i) suy ra (ii) vi diéu ngugc lai 1a hién nhien.

Theo B6 dé [2.2.2, khi d6 tap:
My =A{(fo(z), fi(z),..., fm(z))z € R"} CR™!
14 mot tap 16i. Ta dinh nghia

vy + qo(2) <0
My = < (v, V1,02, ..., Up) 0+ () i=1,..,m,zeQy CR™

v +qi(2) <0

Vi Q 1a tap 16i va ¢;(2) (1 = 0,1,...,m) la cac ham 16i, do d6 tap Ms 16i.
Gid st rang meénh dé (i) ding, khi d6 tap M7 va M, khong c6 diém chung.
Theo Dinh Iy tach cac tap 10i, ton tai:

Y= (’)/07 --'7f>/m) # 0

sao cho

Z%‘Uz' < Zylfl(x) V(U()avlv "'7UM) S M27V'I" e R". (2]‘0)
i=0 i=0
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Dau tién ching ta c6 y; > 0 v6i moi i = 0, ..., m. Ngudc lai, gia st ton tai gia

tri ¢ sao cho ; < 0, khi d6 ta lay v; — —oo ta thu duge diéu vo ly.

Tiép theo, ta sé chi ra riing 7y > 0. Gia sit 79 = 0. Khi d6 (2.10) tré thanh

Z%"Ui < Z%‘fz‘(x) V(vo, V1, .oy V) € Mo, Vo € R™.
i—1 —0

Khi d6 (2.10)) tré thanh:
Z% fil@) + @i(2)) = 0. (2.11)

Vi fi(%) + ¢i(2) < 0vay; > 0nen v (fi(T) +¢i(2)) <0i=1,..,m, do d6
ta thu duoc

Z% Ji(®) + 4(2) < 0. (2.12)

Dé dang thay rang va xay ra khi va chi khiy; =0,2=1,...,m
diéu ndy mau thuan (vi vy = 0). Vay ta c6 vy > 0.

Dat vg = —qo(2) — € v6i moi € > 0,v; = —¢;(2)(i = 1, ...,m), z € Q. Chia ca
hai vé clia cho 7y, ta thu dugc:

2)+ Y pifi(@) + qo(z) + > pigi(z) + € > 0,Vr € R", 2 € Q.
trong d6 p; = Ji Lay gi6i han € — 0, khi do
0

93)+mei( + qo(2 +quz ) >0,Vr € R", 2z € Q.

Dinh 1y hoan toan dugc ching minh. [l
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2.3 Cac bai toan md

Sau day chiung toi trinh bay hai vin dé dang 1a bai toan mdé duge nhiéu
nha toan hoc quan tam.
Bai toan 1. Néu ton tai t,s,w sao cho tA + sB + wC > 0 va rank(tA +
sB +wC) > 3 thi tap sau la 18i trong R3;

{(2" Az, 2" Bx,2TCx) : x € R"}.

Bai toan 2. Néu n > 4 va ton tai mot tap mé U sao cho sao cho tA + sB +

wC + 2D = 0 véi moi (t,s,w, z) € U thi tap sau 13 156i trong R*:

{(z" Az, 2" Bz, 2" Cx, 2" Dx) : v € R"}.
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KET LUAN

Trong luan van nay ching t6i da lam duge nhiing viéc sau:

- Trinh bay mot cach day di va ngan ngon vé mot so6 khai niém va tinh
chat co ban vé ma tran, ham bac hai thuan nhat, ham 16i. Cac tinh chat nay
lam co s6 cho viéc trinh bay cac khai niém va cac tinh chat ¢ Chuong 2.

- Ching toi da trinh bay lai va giai thich chi tiét cac ching minh cho Dinh
Iy 2.1.1] Dinh 1y va Dinh Iy [2.2.3]

- Giéi thieu mot vai van dé md, cac bai toan nay phit hop cho cac hoc vién

cao hoc va nghién citu sinh chuyén nganh dai s6 va 1y thuyét so.
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