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Lêi c¶m ¬n

§Ó hoµn thµnh ch­¬ng tr×nh Cao häc vµ viÕt luËn v¨n, t«i ®· nhËn ®­îc sù d¹y dç

vµ h­íng dÉn nhiÖt t×nh cña quý ThÇy - C« trong Chuyªn ngµnh §¹i sè vµ Lý thuyÕt

sè thuéc Khoa To¸n cña Tr­êng S­ ph¹m, Tr­êng §¹i häc Vinh, sù ®éng viªn vµ

gióp ®ì tõ gia ®Þnh vµ b¹n bÌ.

Tr­íc hÕt t¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n ch©n thµnh tíi ng­êi h­íng dÉn khoa

häc TS. NguyÔn Quèc Th¬, ng­êi ®· ®Æt vÊn ®Ò nghiªn cøu, dµnh nhiÒu thêi gian

h­íng dÉn vµ gi¶i ®¾p nh÷ng th¾c m¾c cña t¸c gi¶ trong suèt qu¸ tr×nh lµm luËn v¨n.

Nhê sù h­íng dÉn chØ b¶o tËn t×nh cña thÇy mµ luËn v¨n ®· ®­îc hoµn thµnh mét

c¸ch khoa häc vµ ®óng tiÕn ®é.

T¸c gi¶ xin ®­îc c¶m ¬n quý ThÇy - C« trong Tæ §¹i sè - H×nh häc thuéc Khoa

To¸n cña Tr­êng S­ ph¹m, Tr­êng §¹i häc Vinh nh÷ng ng­êi ®· trùc tiÕp gi¶ng d¹y,

truyÒn thô kiÕn thøc cho t¸c gi¶ trong suèt qu¸ tr×nh häc cao häc.

T¸c gi¶ xin ®­îc c¶m ¬n quý ThÇy - C«, ®ång nghiÖp, b¹n bÌ n¬i t¸c gi¶ ®ang

gi¶ng d¹y vµ c«ng t¸c ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi, cæ vò, ®éng viªn vµ gióp ®ì t¸c gi¶

trong suèt thêi gian t¸c gi¶ ®i häc.

C¶m ¬n sù hy sinh cña gia ®×nh - lµ niÒm tin - lµ chç dùa v÷ng ch¾c vÒ tinh thÇn

vµ vËt chÊt ®Ó t¸c gi¶ v­ît qua mäi khã kh¨n, hoµn thµnh nhiÖm vô häc tËp cña m×nh.

NghÖ An, ngµy 20 th¸ng 5 n¨m 2022
T¸c gi¶

NguyÔn ThÞ Thanh Mai
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Lêi nãi ®Çu

1. Lý do chän ®Ò tµi

Trong To¸n häc, ®¹i sè Lie ®­îc ®Æt tªn theo nhµ to¸n häc ng­êi Na Uy lµ Marius

Sophus Lie (1842 - 1899), lµ mét kh«ng gian vect¬ g mµ trªn ®ã ®­îc trang bÞ mét

phÐp nh©n

[., .] : g× g −→ g, (x, y) 7−→ [x, y]

(®­îc gäi lµ tÝch Lie hay mãc Lie) lµ to¸n tö song tuyÕn tÝnh, ph¶n xøng vµ tháa m·n

®¼ng thøc Jac«bi. MÆt kh¸c, mét trong nh÷ng ý t­ëng cña lý thuyÕt nhãm Lie lµ thay

thÕ cÊu tróc nhãm toµn côc bëi phiªn b¶n mang tÝnh ®Þa ph­¬ng cña nã hay cßn gäi

lµ phiªn b¶n ®· ®­îc lµm tuyÕn tÝnh hãa mµ Marius Sophus Lie gäi ®ã lµ nhãm Lie

v« cïng bÐ, sau nµy ng­êi ta còng gäi ®ã lµ ®¹i sè Lie.

Bµi to¸n nghiªn cøu vÒ c¸c ®¹i sè Lie tæng qu¸t nãi chung vµ líp c¸c ®¹i sè Lie

cô thÓ nãi riªng lµ mét lÜnh vùc nghiªn cøu réng cña To¸n häc, ®· vµ ®ang ®­îc nhiÒu

nhµ to¸n häc trong vµ ngoµi n­íc quan t©m nghiªn cøu vµ cho thÊy nã cã nhiÒu øng

dông trong c¸c ngµnh khoa häc kh¸c. VÝ dô nh­ sù ph©n lo¹i c¸c ®¼ng cÊu cña c¸c

®¹i sè Lie víi sè chiÒu thÊp lµ nÒn t¶ng vµ c¬ së ban ®Çu ®Ó h×nh thµnh mét ph­¬ng

ph¸p tÝnh c¸c bÊt biÕn cña ®¹i sè Lie b»ng c¸ch thay ®æi hÖ täa ®é.

Ph©n lo¹i, m« t¶ biÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp cña nhãm Lie, ®¹i sè Lie gi¶i

®­îc lµ mét trong nh÷ng bµi to¸n nghiªn cøu vÒ lý thuyÕt Lie. Trong mét c«ng tr×nh

cña m×nh, E. E. Levi vµ I. A. Malcev ®· chøng minh ®­îc: Mçi ®¹i sè Lie h÷u h¹n

chiÒu trªn tr­êng cã ®Æc sè 0 ®Òu ph©n tÝch ®­îc thµnh tæng n÷a trùc tiÕp cña mét

®¹i sè nöa ®¬n víi i®ªan gi¶i ®­îc tèi ®¹i cña nã. Do ®ã, viÖc ph©n lo¹i ®¹i sè Lie

®­îc quy vÒ ph©n lo¹i c¸c ®¹i sè n÷a ®¬n vµ c¸c ®¹i sè gi¶i ®­îc.
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Nhê vµo ba tÝnh chÊt ®èi xøng, bÊt biÕn vµ kh«ng suy biÕn mµ d¹ng Killing trë

thµnh mét c«ng cô ®­îc sù dông kh¸ nhiÒu khi nghiªn cøu vÒ ®¹i sè Lie nöa ®¬n.

Ch¼ng h¹n tiªu chuÈn Cartan trong bµi to¸n ph©n lo¹i ®¹i sè Lie ®· chØ ra r»ng: §¹i

sè Lie g lµ ®¹i sè Lie nöa ®¬n khi vµ chØ khi d¹ng Killing kh«ng suy biÕn trªn g× g.

TÝnh ®Õn nay, bµi to¸n ph©n lo¹i c¸c ®¹i sè Lie n÷a ®¬n ®· ®­îc gi¶i quyÕt triÖt ®Ó

bëi E. Cartan trªn tr­êng sè phøc C vµ R. E. Gantmacher trªn tr­êng sè thùc R.

Bªn c¹nh ®ã c¸c ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc cã cÊu tróc kh«ng qu¸ phøc t¹p. Tuy nhiªn

viÖc ph©n lo¹i, m« t¶ biÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp cña nã th× t­¬ng ®èi phøc

t¹p vµ theo chóng t«i ®­îc biÕt ®Õn nay th× bµi to¸n nµy vÉn ch­a ®­îc gi¶i quyÕt

triÖt ®Ó. C¸c kÕt qña gÇn ®©y cho thÊy, bµi to¸n ph©n lo¹i ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc hÇu

nh­ thùc hiÖn trªn c¸c ®¹i sè cã sè chiÒu thÊp. VÝ dô nh­, ®èi víi ®¹i Lie lòy linh ®·

®­îc ph©n lo¹i cho c¸c ®¹i sè cã sè chiÒu b»ng 8 bëi G. Tsagas (xem [5]), cßn ®¹i sè

Lie gi¶i ®­îc ®· ®­îc ph©n lo¹i cho c¸c ®¹i sè chiÒu b»ng 6 bëi G. Mubarakzyanov

(xem [3]) vµ R.Turkowski (xem [6]).

§¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc nÕu d·y dÉn xuÊt

D(g) : g0 := g ⊇ g1 := [g, g] ⊇ · · · ⊇ gk := [gk−1, gk−1] ⊇ · · ·

cña nã dõng sau h÷u h¹n b­íc, tøc lµ tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó gn = {0}. Sè n
khi ®ã ®­îc gäi lµ bËc gi¶i ®­îc cña ®¹i sè Lie g. C¨n lòy linh cña mét ®¹i sè

Lie gi¶i ®­îc g (®­îc ký hiÖu lµ NR(g)) lµ i®ªan lòy linh lín nhÊt cña g. Theo

G. Mubarakzyanov (xem [3]) th× mäi ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc g ®Òu cã duy nhÊt mét c¨n

lòy linh vµ sè chiÒu cña c¨n lòy linh (ký hiÖu lµ dim(NR(g))) kh«ng nhá h¬n mét

nöa sè chiÒu cña ®¹i sè Lie g. Do ®ã, nÕu sè chiÒu cña ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc g b»ng 7

(ký hiÖu lµ dim(g) = 7) th× dim(NR(g)) ≥ 4, tøc lµ dim(NR(g)) ∈ {4, 5, 6, 7}.
Trong c¸c tr­êng hîp dim(NR(g)) ∈ {4, 6, 7} ®· ®­îc ph©n lo¹i bëi c¸c t¸c gi¶

R. A. Parry (xem [4]); F. Hindeleh vµ G. Thompson (xem [2]). §èi víi tr­êng hîp

cßn l¹i dim(NR(g)) = 5 th× bµi to¸n ph©n lo¹i vµ m« t¶ biÓu diÔn phï hîp, ®èi phï

hîp cña ®¹i sè Lie t­¬ng øng vÉn cßn lµ bµi to¸n më.
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Trong luËn v¨n nµy chóng t«i tiÕp cËn ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc, b»ng c¸ch x©y dùng

c¸c ®¹i sè Lie thùc gi¶i ®­îc bÊt kh¶ ph©n, cã sè chiÒu b»ng 7 tõ viÖc chän tr­íc

cho nã c¨n lòy linh 5− chiÒu. Gi¶ sö cho tr­íc mét ®¹i sè Lie lòy linh 5− chiÒu

k, víi c¬ së E = {e1, e2, . . . , e5} vµ tÝch Lie [ei, ej] hoµn toµn x¸c ®Þnh víi mäi

1 ≤ i, j ≤ 5. Khi ®ã ta më réng k b»ng c¸ch bæ sung thªm hai phÇn tö {u, v} ®éc
lËp tuyÕn tÝnh lòy linh ®Ó cã ®­îc ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc bÊt kh¶ ph©n 7− chiÒu g, víi

tÝch Lie ®­îc x¸c ®Þnh bëi

[u, v] =
5∑

j=1

σjej

[u, ei] =
5∑

j=1

aijej ∀i = 1, 2, . . . , 5.

[v, ei] =
5∑

j=1

bijej

C¸c σi, (∀i = 1, 5) x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc trªn ®­îc gäi lµ h»ng sè cÊu tróc. §Æt

c¸c ma trËn A = [aij] vµ B = [bij], khi ®ã A,B gäi lµ ma trËn cÊu tróc. Víi c¸ch

®Æt nh­ trªn th× bµi to¸n ph©n lo¹i, m« t¶ biÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp cña ®¹i

sè Lie g lóc nµy ®­îc quy vÒ ph©n lo¹i vµ m« t¶ cÆp ma trËn cÊu tróc A,B vµ h»ng

sè cÊu tróc σi.

Bµi to¸n ph©n lo¹i, m« t¶ biÓu diÔn cña ®¹i sè Lie ®ang ®­îc nhiÒu ng­êi quan

t©m nghiªn cøu. Víi mong muèn t×m hiÓu vÒ bµi to¸n m« t¶ biÓu diÔn cña ®¹i sè Lie

gi¶i ®­îc vµ ®­îc sù gîi ý cña ng­êi h­íng dÉn, chóng t«i chän ®Ò tµi: BiÓu diÔn

phô hîp vµ ®èi phô hîp cña mét líp ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc 7− chiÒu cã c¨n lòy

linh 5− chiÒu lµm ®Ò tµi nghiªn cøu cña m×nh.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ dùa vµo c¸c kÕt qu¶ trong bµi b¸o "Classification

of 7 dimensional solable Lie algebras having 5 dimensional nilradicals," arXiv:

2107.03990v1 [math.RA] 8 Jul 2021, cña c¸c t¸c gi¶ Vu A. Le, Tuan a. Nguyen, Tu

T. C. Nguyen, Tuyen T. M. Nguyen, Thieu N. Vo vµ c¸c tµi liÖu liªn quan ®Ó ®äc

hiÓu, tr×nh bµy mét sè líp ph©n lo¹i vµ m« t¶ biÓu diÔn phô hîp, ®èi phô hîp cña ®¹i

sè Lie gi¶i ®­îc 7− chiÒu cã c¨n lòy linh 5− chiÒu.
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2. Néi dung nghiªn cøu cña luËn v¨n

2.1. Tr×nh bµy mét c¸ch cã hÖ thèng c¸c kh¸i niÖm vÒ ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc, ®Æc

biÖt líp c¸c ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc h÷u h¹n chiÒu víi c¨n lòy linh cña nã còng cã chiÒu

h÷u h¹n. Chøng minh chi tiÕt mét sè kÕt qu¶ vÒ ®¹i sè Lie nµy.

2.2. Chøng minh chi tiÕt mét sè kÕt qu¶ vÒ ®¹i sè gi¶i ®­îc 7− chiÒu cã c¨n lòy

linh 5− chiÒu. Sö dông c¸c kÕt qu¶ trªn cho viÖc ph©n lo¹i mét líp ®¹i sè t­¬ng øng

vµ m« t¶ chi tiÕt biÓu diÔn phô hîp, ®èi phô hîp cña nã.

3. Tæng quan vµ cÊu tróc cña luËn v¨n

Ngoµi phÇn Lêi nãi ®Çu, KÕt luËn vµ Tµi liÖu tham kh¶o th× néi dung cña luËn

v¨n ®­îc tr×nh bµy trong hai ch­¬ng.

Ch­¬ng 1: KiÕn thøc c¬ së. Néi dung chÝnh trong ch­¬ng nµy, chóng t«i tr×nh

bµy kh¸i niÖm vµ mét sè tÝnh chÊt cña ®¹i sè Lie, ®¹i sè Lie ®¬n, ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc,

®¹i sè Lie lòy linh vµ c¨n lòy linh cña mét ®¹i sè. C¸c néi dung nãi ë trªn ®­îc tr×nh

bµy trong c¸c môc sau:

1.1. §¹i sè Lie gi¶i ®­îc.

1.2. §¹i sè Lie lòy linh.

Ch­¬ng 2: BiÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp cña mét líp ®¹i sè Lie gi¶i

®­îc 7− chiÒu cã c¨n lòy linh 5− chiÒu. Néi dung chÝnh cña ch­¬ng nµy chóng

t«i tr×nh bµy kh¸i niÖm vÒ bµi to¸n ph©n lo¹i mét ®¹i sè Lie; bµi to¸n m« t¶ biÓu diÔn

phô hîp vµ ®èi phô hîp cña mét ®¹i sè Lie. Sö dông c¸c kÕt qu¶ ®ã ®Ó ph©n lo¹i mét

líp ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc 7− chiÒu cã c¨n lòy linh 5− chiÒu vµ tÝnh biÓu diÔn phô hîp

vµ ®èi phô hîp cña nã. C¸c néi dung nãi ë trªn ®­îc tr×nh bµy trong c¸c môc sau:

2.1. Ph©n lo¹i mét líp ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc.

2.2. BiÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp cña mét líp ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc.

MÆc dï cã rÊt nhiÒu cè g¾ng trong viÖc hoµn thµnh luËn v¨n nh­ng do h¹n hÑp

trong kiÕn thøc, n¨ng lùc cã h¹n nªn ch¾c ch¾n luËn v¨n vÉn cßn cã nh÷ng sai sãt

kh«ng mong muèn. RÊt mong nhËn ®­îc sù ®¸nh gi¸, nhËn xÐt vµ ph¶n håi cña c¸c

nhµ khoa häc, quý ThÇy - C« vµ ®éc gi¶ ®Ó t¸c gi¶ hoµn thiÖn luËn v¨n cña m×nh mét

c¸ch tèt h¬n.



Ch­¬ng 1

KiÕn thøc c¬ së

Néi dung chÝnh trong ch­¬ng nµy, chóng t«i tr×nh bµy ®Þnh nghÜa vµ mét sè tÝnh

chÊt cña ®¹i sè Lie, ®¹i sè nöa ®¬n, ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc, ®¹i sè Lie lòy linh vµ c¨n

lòy linh cña nã.

1.1 §¹i sè Lie gi¶i ®­îc

1.1.1. §Þnh nghÜa. Cho V lµ mét kh«ng gian vect¬ trªn tr­êng K. Mét ¸nh x¹

ϕ : V × V −→ K ®­îc gäi lµ d¹ng song tuyÕn tÝnh trªn V nÕu nã tháa m·n c¸c

®iÒu kiÖn sau:

i) ϕ(λ1v1 + λ2v2, w) = λ1ϕ(v1, w) + λ2ϕ(v2, w),

ii) ϕ(v, β1w1 + β2w2) = β1ϕ(v, w1) + β2ϕ(v, w2)

víi ∀vi, wi ∈ V ;λi, βi ∈ K; i = 1, 2.

• D¹ng song tuyÕn tÝnh ϕ : V × V −→ K ®­îc gäi lµ:

+) §èi xøng, nÕu

ϕ(v, w) = ϕ(w, v),∀v, w ∈ V.
+) Ph¶n ®èi xøng, nÕu

ϕ(v, w) = −ϕ(w, v),∀v, w ∈ V.
+) Kh«ng suy biÕn nÕu V ⊥ = {v ∈ V |ϕ(u, v) = 0,∀u ∈ V } = {0}.

• Vect¬ v ∈ V ®­îc gäi lµ ®¼ng h­íng ®èi víi d¹ng song tuyÕn tÝnh ϕ trªn kh«ng

gian vect¬ V, nÕu ϕ(v, v) = 0.

8
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1.1.2. §Þnh lý. Cho ϕ lµ mét song tuyÕn tÝnh trªn kh«ng gian vect¬ V.

i) NÕu ϕ kh«ng suy biÕn vµ U lµ mét kh«ng gian con cña V th×

dim(U) + dim(U⊥) = dim(V ).

§Æc biÖt, nÕu U ∩ U⊥ = {0} th× V = U ⊕ U⊥ vµ thu hÑp cña ϕ trªn U vµ trªn

U⊥ lµ kh«ng suy biÕn.

ii) NÕu ϕ ph¶n ®èi xøng vµ char(K) 6= 0, th× ∀x ∈ V ®Òu ®¼ng h­íng.

iii) NÕu ϕ ®èi xøng th× θV ∈ V (vect¬ kh«ng) lu«n ®¼ng h­íng ®èi víi ϕ.

iv) NÕu ϕ kh«ng suy biÕn vµ x ∈ V lµ vect¬ ®¼ng h­íng ®èi víi ϕ th× ∃y ∈ V
sao cho ϕ(x, y) 6= 0.

v) NÕu ϕ ®èi xøng, kh«ng suy biÕn. Khi ®ã tån t¹i E = {e1, e2, · · · , en} lµ mét

c¬ së cña V sao cho ϕ(ei, ej) =

{
0 nÕu i 6= j
6= 0 nÕu i = j

1.1.3. §Þnh nghÜa. Kh«ng gian vect¬ g trªn tr­êng K ®­îc gäi lµ mét ®¹i sè Lie trªn

K (hay K− ®¹i sè Lie) nÕu trªn g ®­îc trang bÞ mét phÐp nh©n gäi lµ tÝch Lie (hay

mãc Lie)
[., .] :g× g −→ g

(x, y) 7−→ [x, y]

tháa m·n m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

i) Lµ to¸n tö song tuyÕn tÝnh, tøc lµ ∀x, y, z ∈ g,∀λ, µ ∈ K, th×:

[λx+ µy, z] = λ[x, z] + µ[y, z],

[x, λy + µz] = λ[x, y] + µ[x, z].

ii) Ph¶n xøng, tøc lµ: [x, y] = −[y, x], [x, x] = 0, ∀x, y ∈ g.

iii) §¼ng thøc Jac«bi, tøc lµ:

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0, ∀x, y, z ∈ g.

+) Sè chiÒu cña ®¹i sè Lie g lµ sè chiÒu cña kh«ng gian vect¬ g.

+) NÕu [x, y] = 0,∀x, y ∈ g th× ta nãi tÝch Lie cña ®¹i sè Lie lµ tÇm th­êng vµ

®¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ giao ho¸n.



Ch­¬ng 1. KiÕn thøc c¬ së 10

+) Cho E = {e1, e2, · · · , en} lµ mét c¬ së gåm cã n− vect¬ cña K− kh«ng

gian vect¬ g. Khi ®ã cÊu tróc ®¹i sè Lie trªn g cã thÓ cho bëi tÝch Lie ®­îc x¸c ®Þnh

nh­ sau:

[ei, ej] :=
n∑

k=1

akijek, 1 ≤ i < j ≤ n, aij ∈ K.

C¸c hÖ sè akij ®­îc gäi lµ h»ng sè cÊu tróc ®¹i sè Lie g trong c¬ së ®· chän.

+) Mçi K− ®¹i sè Lie lµ mét K− ®¹i sè. C©u hái ®Æt ra mét K− ®¹i sè cã ph¶i

lµ mét K− ®¹i sè Lie kh«ng? C©u tr¶ lêi nãi chung lµ kh«ng. Nh­ng nÕu ta chän

tÝch Lie lµ ho¸n tö th× mçi ®¹i sè trë thµnh ®¹i sè Lie. §Þnh lý sau ®©y cho phÐp ta

x©y dùng mét K− ®¹i sè Lie tõ mét K− ®¹i sè.

1.1.4. §Þnh lý. Cho g lµ mét K− ®¹i sè. Trªn g ®Þnh nghÜa phÐp nh©n nh­ sau:

[., .] : g× g −→ g

(x, y) 7−→ [x, y] = xy − yx, ∀x, y ∈ g.

Khi ®ã g cïng víi phÐp nh©n ®Þnh nghÜa ë trªn trë thµnh mét K− ®¹i sè Lie.

§¹i sè Lie g x©y dùng nh­ trªn ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie c¶m sinh tõ ®¹i sè g.

1.1.5. §Þnh nghÜa.i. Kh«ng gian vect¬ con h cña ®¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie

con cña g, nÕu h ®ãng víi tÝch Lie, tøc lµ:

∀x, y ∈ h th× [x, y] ∈ h.

ii. Kh«ng gian vect¬ con p cña ®¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ ideal cña g, nÕu:

∀x ∈ g, a ∈ p th× [x, a] ∈ p.

iii. Cho g lµ ®¹i sè Lie vµ p lµ mét ideal cña g. XÐt kh«ng gian vect¬ th­¬ng

g/p = {x+ p | x ∈ g}. Khi ®ã g/p lµ mét ®¹i sè Lie, víi tÝch Lie:

[x+ p, y + p] = [x, y] + p ∀x+ p, y + p ∈ g/p.

§¹i sè Lie g/p x©y dùng nh­ trªn ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie th­¬ng cña ®¹i sè Lie g theo

ideal p.
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VÝ dô 1. Cho p, q lµ hai ideal cña ®¹i sè Lie g. Khi ®ã:

p + q = {x+ y | x ∈ p, y ∈ q}
vµ

[p, q] =
{∑

xiyj | xi ∈ p, yj ∈ q
}

lµ c¸c ideal cña g.

VÝ dô 2. Cho g = Mat(n,C) lµ ®¹i sè c¸c ma tr©n vu«ng cÊp n phÇn tö trªn C.

Dùa vµo phÐp céng vµ nh©n hai ma trËn, ta ®Þnh nghÜa tÝch Lie trªn g nh­ sau:

[A,B] = A.B −B.A, ∀A,B ∈Mat(n,C).

Khi ®ã g lµ mét ®¹i sè Lie víi tÝch Lie x¸c ®Þnh nh­ trªn. §¹i sè Mat(n,C) ®­îc

ký hiÖu lµ gl(n,C) hoÆc lµ gl(n).

VÝ dô 3. Cho g lµ ®¹i sè trªn tr­êng C vµ EndC(g) lµ ®¹i sè c¸c to¸n tö tuyÕn tÝnh

trªn g. PhÇn tö ϕ ∈ EndC(g) ®­îc gäi lµ to¸n tö vi ph©n trªn g nÕu:

ϕ(x.y) = ϕ(x).y − x.ϕ(y), ∀x, y ∈ g.

Ký hiÖu Der(g) lµ tËp hîp c¸c to¸n tö vi ph©n trªn g. Khi ®ã Der(g) lµ ®¹i sè Lie

con cña EndC(g).

ThËt vËy, ∀ϕ, ϕ′ ∈ Der(g) vµ ∀x, y ∈ g, ta cã:

[ϕ, ϕ
′
](x.y) = (ϕϕ

′ − ϕ′ϕ)(x.y)

= ϕ(ϕ
′
(x).y − x.ϕ′(y))− ϕ′(ϕ(x).y − x.ϕ(y))

= (ϕϕ
′ − ϕ′ϕ)(x).y − x.(ϕϕ′ − ϕ′ϕ)(y)

= [ϕ, ϕ
′
](x).y − x.[ϕ, ϕ′](y).

Do ®ã [ϕ, ϕ
′
] ∈ Der(g). VËy Der(g) lµ ®¹i sè Lie con cña EndC(g).

VÝ dô 4. Cho g lµ ®¹i sè Lie. §Æt Z(g) = {z ∈ g | zx = xz,∀x ∈ g} gäi lµ t©m

cña g. Khi ®ã Z(g) lµ ideal cña g.

VÝ dô 5. Cho a lµ ®¹i sè con cña ®¹i sè Lie g. TËp hîpNg(a) = {x ∈ g | [x, a] ⊂ a}
®­îc gäi lµ chuÈn t¾c hãa cña a. Khi ®ã Ng(a) lµ ®¹i sè con cña g vµ h¬n thÕ n÷a

nã lµ ®¹i sè con lín nhÊt cña g mµ chøa a nh­ lµ mét ideal.
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1.1.6. §Þnh nghÜa. Cho g1, g2 lµ hai K− ®¹i sè Lie. Khi ®ã, ¸nh x¹ f : g1 −→ g2

®­îc gäi lµ ®ång cÊu ®¹i sè Lie nÕu:

(i) f lµ ¸nh x¹ K− tuyÕn tÝnh,

(ii) f b¶o tån tÝch Lie, tøc lµ:

f([x, y]) = [f(x), f(y)] ∀x, y ∈ g1.

NÕu ¸nh x¹ f : g1 −→ g2 lµ ®¬n ¸nh (toµn toµn, song ¸nh) th× ®ång cÊu ®¹i sè

Lie φ t­¬ng øng ®­îc gäi lµ ®¬n cÊu (toµn cÊu, ®¼ng cÊu) ®¹i sè Lie vµ Kerf lµ

ideal cña g1 cßn Imf lµ ®¹i sè con cña g2.

1.1.7. §Þnh nghÜa. Cho V lµ K− kh«ng gian vect¬ vµ g lµ ®¹i sè Lie. Mét biÓu diÔn

cña ®¹i sè Lie g trªn V lµ ®ång cÊu ϕ : g −→ gl(V ) vµ ®­îc ký hiÖu lµ ký hiÖu lµ

(ϕ, V ). NÕu ϕ lµ mét ®¬n ¸nh th× biÓu diÔn ϕ ®­îc gäi lµ khíp.

1.1.8. §Þnh nghÜa. Cho g lµ ®¹i sè Lie vµ x ∈ g. Khi ®ã ¸nh tuyÕn tÝnh

adx : g −→ g

y 7−→ adx(y) = [x, y]

®­îc gäi lµ to¸n tö vi ph©n trong.

Ký hiÖu Der(g) lµ tËp hîp c¸c to¸n tö vi ph©n trªn g. Ta xÐt ¸nh x¹

ad: g −→ Der(g) ⊂ gl(g)

x 7−→ adx.

Khi ®ã, víi ∀x, y, z ∈ g ta cã:

[adx, ady](z) = adx ◦ ady(z)− ady ◦ adx(z)

= adx([y, z])− ady([x, z])

= [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

= [x, [y, z]] + [[x, z], y]

= [[x, y], z]

= ad[x,y](z).

Do ®ã ad lµ mét ®ång cÊu cña ®¹i sè Lie vµ h¬n thÕ n÷a ad lµ mét biÓu diÔn.
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1.1.9. §Þnh nghÜa. BiÓu diÔn ad x©y dùng nh­ trªn gäi lµ biÓu diÔn chÝnh quy cña

®¹i sè Lie g.

1.1.10. §Þnh nghÜa. Cho G lµ nhãm Lie vµ g = Lie(G) lµ ®¹i sè Lie cña G.

• Víi mçi g ∈ G ta xÐt phÐp tÞnh tiÕn tr¸i Lg : G −→ G, x 7→ gx vµ phÐp tÞnh tiÕn

ph¶i Rg : G −→ G, x 7→ xg.

§Æt A(g) = Lg ◦ Rg−1 : G −→ G, x 7−→ A(g)(x) := g.x.g−1. Khi ®ã ¸nh x¹

A(g) ®­îc gäi lµ tù ®¼ng cÊu trong cña G øng víi g ∈ G. Tù ®¼ng cÊu A(g) c¶m sinh

¸nh x¹
A(g)∗ : g −→ g

x 7−→ A(g)∗(x) :=
d

dt
[g.exp(tx)g−1]|t=0

vµ ®­îc gäi lµ ¸nh x¹ tiÕp xóc t¹i A(g).

T¸c ®éng
ad : G −→ Aut(g)

g 7−→ ad(g) := A(g)∗

x¸c ®Þnh mét biÓu diÔn cña nhãm Lie G trong g vµ ®­îc gäi lµ biÓu diÔn phô hîp

cña nhãm Lie G trong g.

• Ký hiÖu

g∗ := Hom(g,C) = {f : g −→ C|f lµ d¹ng tuyÕn tÝnh }

lµ kh«ng gian ®èi ngÉu cña ®¹i sè Lie g. Víi g ∈ G, xÐt ¸nh x¹:

K(g) : g∗ −→ g∗

f 7−→ K(g)(f)

trong ®ã

< K(g)f, x >:=< f,Ad(g−1)x >,∀x ∈ g víi Ad(g−1) : g −→ g.

Khi ®ã t¸c ®éng
ad∗ : G −→ Aut(g∗)

g 7−→ ad∗(g) = K(g)

x¸c ®Þnh mét biÓu diÔn cña nhãm Lie G trong g∗ vµ ®­îc gäi lµ biÓu diÔn ®èi phô

hîp cña nhãm Lie G trong g∗.
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1.1.11. MÖnh ®Ò. (xem [3]) Cho g lµ mét ®¹i sè Lie, V lµ mét kh«ng gian vect¬ vµ

ϕ : g × g −→ V lµ ¸nh x¹ song tuyÕn tÝnh. Trªn kh«ng gian vect¬ g = g ⊕ V ta

®Þnh nghÜa phÐp to¸n

[X + u, Y + v] = [X, Y ] + ϕ(X, Y ),∀X, Y ∈ g vµ u, v ∈ V.

Khi ®ã kh«ng gian vect¬ g cïng víi phÐp to¸n ®Þnh nhÜa ë trªn lµ mét ®¹i sè Lie khi

vµ chØ khi ϕ lµ ¸nh x¹ ph¶n xøng vµ tháa m·n ®iÒu kiÖn

ϕ([X, Y ], Z) + ϕ([Y, Z], X) + ϕ([Z,X], Y ) = 0, ∀X, Y, Z ∈ g.

§¹i sè Lie g x¸c ®Þnh ë trªn ®­îc gäi lµ më réng t©m cña g trªn V theo ¸nh x¹ ϕ.

1.1.12. MÖnh ®Ò. (xem [5]) Cho g lµ mét ®¹i sè Lie, V lµ mét kh«ng gian vect¬ vµ

π : g −→ End(V ) lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh. Trªn kh«ng gian vect¬ g = g⊕ V ta ®Þnh

nghÜa phÐp to¸n

[X + u, Y + v] = [X, Y ] + π(X)v − π(Y )u,∀X, Y ∈ g vµ u, v ∈ V.

Khi ®ã kh«ng gian vect¬ g cïng víi phÐp to¸n ®Þnh nghÜa ë trªn lµ ®¹i sè Lie khi vµ

chØ khi π tháa m·n ®iÒu kiÖn

π([X, Y ]) = [π(X), π(Y )],∀X, Y ∈ g.

§¹i sè Lie g x¸c ®Þnh ë trªn ®­îc gäi lµ tÝch nöa trùc tiÕp cña g trªn V bëi biÓu diÔn

π.

VÝ dô 6. XÐt ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc 3− chiÒu g3,2 = span{x, y, x}, víi tÝch Lie x¸c

®Þnh nh­ sau:[x, y] = y, [x, z] = y + z. Khi ®ã:

+) BiÓu diÔn ®èi phô hîp ad∗ : g −→ End(g∗) ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau:

ad∗(x)(x∗) = 0, ad∗(y)(x∗) = 0, ad∗(z)(x∗) = 0,

ad∗(x)(y∗) = −y∗ − z∗, ad∗(y)(y∗) = x∗, ad∗(z)(y∗) = x∗,

ad∗(x)(z∗) = −z∗, ad∗(y)(z∗) = 0, ad∗(z)(z∗) = x∗.

+) TÝch nöa trùc tiÕp g = g⊕ g∗ cña g víi g∗ bëi biÓu diÔn ®èi phô hîp ad∗ lµ

G3,2 = span{x, y, z, x∗, y∗, z∗} cã tÝch Lie ®­îc x¸c ®Þnh bëi:

[x, y] = y, [x, z] = y + z, [x, y∗] = −y∗ − z∗,

[x, z∗] = −z∗, [y, y∗] = [z, y∗] = [z, z∗] = x∗.
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1.1.13. §Þnh nghÜa. Cho g lµ ®¹i sè Lie. Khi ®ã chuçi dÉn xuÊt ®¹o gi¶m {Dn(g)},
víi Dn(g) / G, trong ®ã:

D0(g) = g,

D1(g) = [g, g],

· · · · · · · · ·

Dn(g) = [Dn−1(g), Dn−1(g)], (n > 1).

Khi ®ã d·y

g = D0(g) ⊇ D1(g) ⊇ D2(g) · · · ⊇ Dn(g) ⊇ · · ·

®­îc gäi lµ d·y ®¹o gi¶m cña ®¹i sè Lie g. §¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ gi¶i ®­îc

nÕu d·y ®¹o gi¶m cña nã dõng sau h÷u h¹n b­íc, tøc lµ tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó

Dn−1(g) 6= {0} nh­ng Dn(g) = {0}. Sè n khi ®ã ®­îc gäi lµ bËc gi¶i ®­îc cña

®¹i sè Lie g.

VÝ dô 7. §¹i sè Lie g =

{[
a 0 b
0 a c
0 0 0

] ∣∣∣a, b, c ∈ R

}
lµ gi¶i ®­îc.

• Víi mäi X =

[
a1 0 b1

0 a1 c1

0 0 0

]
vµ Y =

[
a2 0 b2

0 a2 c2

0 0 0

]
∈ g ta cã:

[X, Y ] = XY − Y X =

[
0 0 a1b2 − a2b1

0 0 a1c2 − a2c1

0 0 0

]
.

Khi ®ã g1 = [g, g] =< [X, Y ] | X, Y ∈ g >=

{[
0 0 x
0 0 y
0 0 0

] ∣∣∣x, y ∈ R

}
.

•Víi mäi P =

[
0 0 x1

0 0 y1

0 0 0

]
vµQ =

[
0 0 x2

0 0 y2

0 0 0

]
∈ G1 ⇒ [P,Q] = PQ−QP = 0.

Khi ®ã g2 = [g1, g1] =< [P,Q] | P,Q ∈ g1 >= 0.

VËy g lµ ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc.

1.1.14. MÖnh ®Ò. (xem [8]) Cho g lµ ®¹i sè Lie. Ta cã:

i) NÕu g lµ gi¶i ®­îc vµ a lµ ®¹i sè con cña g th× a gi¶i ®­îc.

ii) Gi¶ sö q lµ ideal cña g. NÕu q vµ g/q lµ gi¶i ®­îc th× g gi¶i ®­îc.

iii) Gi¶ sö p vµ q lµ hai ideal cña g. NÕu p vµ q lµ gi¶i ®­îc th× p + q gi¶i ®­îc.
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iv) Gi¶ sö p lµ ideal cña g. Khi ®ã g/p giao ho¸n khi vµ chØ khi p chøa

g∗ = [g, g].

v) NÕu g lµ gi¶i ®­îc vµ ϕ : g −→ g1 lµ mét ®ång cÊu. Khi ®ã Im(g) lµ mét

®¹i sè Lie gi¶i ®­îc.

vi) NÕu g h÷u h¹n chiÒu. Khi ®ã, tån t¹i duy nhÊt ideal gi¶i ®­îc cña g chøa mäi

ideal gi¶i ®­îc cña g. Ideal nµy gäi lµ c¨n gi¶i ®­îc cña g. Ký hiÖu lµ Rad(g).

1.1.15. MÖnh ®Ò. NÕu g lµ mét ®¹i sè Lie víi c¸c ideal

g = i0 ⊇ i1 ⊇ i2 ⊇ · · · in−1 ⊇ in ⊇= {0}

sao cho ik−1/ik giao ho¸n víi mäi 1 ≤ k ≤ n th× g gi¶i ®­îc.

Chøng minh. Theo gi¶ thiÕt ik−1/ik giao ho¸n víi mäi 1 ≤ k ≤ n⇒ g/i1 giao ho¸n,

khi ®ã theo MÖnh ®Ò 1.1.14(iv) ta cã g1 ⊆ i1. T­¬ng tù ta còng chøng minh ®­îc

g2 ⊆ i2. Gi¶ sö gk−1 ⊆ ik−1 víi k ≥ 2. B©y giê ta chøng minh gk ⊆ ik. ThËt vËy,

v× ik−1/ik giao ho¸n, do ®ã lËp luËn t­¬ng tù ë trªn, ta cã: [ik−1, ik−1] ⊆ ik.MÆt kh¸c

theo gi¶ thiÕt quy n¹p gk−1 ⊆ ik−1 nªn [gk−1, gk−1] ⊆ [ik−1, ik−1] suy ra gk ⊆ ik.

VËy, khi k = n ta cã gn ⊆ in = {0} ⇒ gn = {0}. VËy g gi¶i ®­îc.

1.1.16. Tiªu chuÈn gi¶i ®­îc. (xem [8]) §¹i sè Lie g lµ gi¶i ®­îc khi vµ chØ khi mét

trong c¸c ®iÒu kiÖn t­¬ng ®­¬ng sau ®­îc tháa m·n.

i) Tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó sao cho Dn+1(g) = {0}.
ii) Tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó víi mäi 2n+1 phÇn tö X1, X2, · · · , X2n+1 ∈ g, ta cã

[· · · [[X1, X2], [X2, X3]], [[X5, X6], [X7, X8]], · · · ] = 0.

iii) Tån t¹i mét d·y h÷u h¹n c¸c ideal gi¶m

g = i0 ⊃ i1 ⊃ · · · in ⊃ in+1 = {0}

sao cho ii/ii+1 lµ giao ho¸n, tøc lµ [ii, ii] ⊂ ii+1.
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1.1.17 . §Þnh nghÜa. D¹ng Killing cña ®¹i sè Lie g lµ ¸nh x¹ song tuyÕn tÝnh, ®èi

xøng Γ x¸c ®Þnh bëi

Γ : g× g −→ R

(x, y) 7−→ Γ(x, y) = Tr[adx ◦ ady].

+) D¹ng Kiling Γ cña ®¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ kh«ng suy biÕn nÕu i®ªan

radΓ := {x ∈ g | Γ(x, y) = 0,∀y ∈ g} = {0}.
+) D¹ng Kiling Γ cña ®¹i sè Lie g bÊt biÕn qua mäi tù ®¼ng cÊu cña g. Tøc lµ

Γ(ϕ(x), ϕ(y)) = Γ(x, y),∀x, y ∈ g

vµ ∀ϕ lµ mét tù ®¼ng cÊu cña g.

1.1.18. Tiªu chuÈn Cartan vÒ gi¶i ®­îc. (xem [8]) §¹i sè Lie g lµ gi¶i ®­îc khi vµ

chØ khi d¹ng Killing Γ : g × g −→ R, (X, Y ) 7→ tr(adX ◦ adY ) lµ triÖt tiªu trªn

g× [g, g], tøc lµ Γ(X, Y ) = 0,∀X ∈ g,∀Y ∈ [g, g].

VÝ dô 8. Cho ®¹i sè Lie g =

{[
a 0 b
0 a c
0 0 0

] ∣∣∣a, b, c ∈ R

}
. Khi ®ã g gi¶i ®­îc.

Chøng minh. ThËt vËy, xÐt c¬ së cña ®¹i sè Lie g lµ:

E =

{
E1 =

[
1 0 0
0 1
0 0 0

]
, E2 =

[
0 0 1
0 0 0
0 0 0

]
, E3 =

[
0 0 0
0 0 1
0 0 0

]}
.

Víi bÊt kú X, Y, Z ∈ g th× xi, yi, zi ∈ R sao cho


X = x1E1 + x2E2 + x3E3

Y = y1E1 + y2E2 + y3E3

Z = z1E1 + z2E2 + z3E3.
Khi ®ã b»ng c¸ch tÝnh trùc tiÕp, ta cã:

MX =

[
0 0 0
−x2 x1 0
−x3 0 x1

]
vµM[Y,Z] =

[
0 0 0

y2z1 − y1z2 0 0
y3z1 − y1z3 0 0

]
t­¬ng øng lµ ma tr©n cña to¸n tö adX vµ ad[Y, Z] ®èi víi c¬ së E ®· chän ë trªn.

Suy raMXM[Y,Z] =

 0 0 0
x1(y2z1 − y1z2) 0 0
x1(y3z1 − y1z3) 0 0

 lµ ma trËn cña to¸n tö adX◦ad[Y, Z]

®èi víi c¬ së E.

Tõ ®©y, ta cã Γ(X, [Y, Z]) = Tr(adX ◦ ad[Y, Z]) = 0,∀X, Y, Z ∈ g.

Suy ra Γ(g, g1) = 0. Do ®ã theo tiªu chuÈn Cartan th× g lµ gi¶i ®­îc.
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1.2 §¹i sè Lie lòy linh

1.2.1. §Þnh nghÜa. Cho g lµ ®¹i sè Lie. §Æt:

C0(g) := g,

C1(g) := [g, g] = g1,

· · · · · · · · ·

Cn(g) := [g, Cn−1(g)] = [g, [g, · · · [g, g] · · · ] = gn.

Khi ®ã d·y

C0(g) = g ⊇ g1 ⊇ · · · ⊇ gn ⊇ · · ·

®­îc gäi lµ d·y t©m gi¶m cña ®¹i sè Lie g. §¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ lòy linh nÕu d·y

t©m gi¶m cña nã dõng sau h÷u h¹n b­íc, tøc lµ tån t¹i sè tù nhiªn n ®ÓCn(g) = {0}.
Sè n khi ®ã ®­îc gäi lµ bËc lòy linh cña ®¹i sè Lie g.

VÝ dô 1. XÐt ®¹i sè Lie c¸c ma trËn tam gi¸c trªn, phÇn tö phøc

g = G(n,C) =
{
A = [aij]n ∈ gl(n,C) | aij = 0, 1 ≤ j < i ≤ n

}
.

Khi ®ã g lµ ®¹i sè lòy linh.

Chøng minh. §Æt am = {X = [xij]n ∈ gl(n,C)|xij = 0,∀j− i < m}. Khi ®ã víi

∀X = [xij]n, Y = [yij]n ∈ am, ta cã:

[X, Y ] = XY − Y X =
∑

j−i>m,l−j>m

[xijyjleil]n −
∑

j−i>m,i−k>m

[xijykiekj]n ∈ am.

VËy gm ⊂ am. §Æc biÖt, khi m = n th× gn = 0 hay g lµ ®¹i sè Lie lòy linh.

VÝ dô 2. §¹i sè Heisenberg

h2n+1 =

{0 X t −Y t z
0 0 0 Y
0 0 0 X
0 0 0 0

 ∣∣∣∣∣X =


x1

x2
...
xn

 , Y =


y1

y2
...
yn


}

lµ ®¹i sè Lie lòy linh.



Ch­¬ng 1. KiÕn thøc c¬ së 19

1.2.2. MÖnh ®Ò. (xem [8]) Cho g lµ ®¹i sè Lie. Khi ®ã ta cã:

i) NÕu g lµ lòy linh th× ®¹i sè con vµ ¶nh ®ång cÊu cña g còng lµ ®¹i sè Lie lòy

linh.

ii) Ký hiÖu

Z(g) = {a ∈ g|[a, b] = 0,∀b ∈ g}

lµ t©m cña g. NÕu g/Z(g) lµ lòy linh th× Z(g) lòy linh.

iii) Gi¶ sö g lòy linh vµ kh¸c kh«ng th× Z(g) 6= {0}.
iv) NÕu g lòy linh th× g gi¶i ®­îc.

v) NÕu g gi¶i ®­îc th× ®¹i sè con g1 = [g, g] lòy linh.

1.2.3. §Þnh nghÜa. Cho g lµ ®¹i sè Lie, x ∈ g vµ

adx : g −→ g

y 7−→ adx(y) = [x, y].

lµ to¸n tö vi ph©n trong. PhÇn tö x ®­îc gäi lµ ad− lòy linh nÕu adx lµ tù ®ång cÊu

lòy linh, tøc lµ tån t¹i sè tù nhiªn n sao cho (adx)
n = 0.

1.2.4. MÖnh ®Ò. NÕu ®¹i sè Lie g lµ lòy linh th× mäi phÇn tö cña g lµ ad− lòy linh.

Chøng minh. Theo gi¶ thiÕt g⇒ gn = 0. Khi ®ã ∀x0, x1, x2, . . . , xn ∈ g, ta cã:

[xn, [. . . [x2, [x1, x0]] . . .]] = (adxn)(adxn−1) . . . (adx1)(x0) = 0.

§Æc biÖt, khi x1 = x2 = . . . = xn = x ∈ g th× (adx)
n(x0) = 0,∀x0 ∈ g nªn

(adx)
n = 0 hay x lµ ad− lòy linh.

C©u hái ng­îc l¹i cña MÖnh ®Ò 1.2.4 cã ®óng hay kh«ng? Cã nghÜa lµ: NÕu mäi

phÇn tö cña g lµ ad− lòy linh th× g cã ph¶i lµ lòy linh kh«ng? C©u tr¶ lêi chÝnh lµ

§Þnh lý Engel ®­îc ph¸t biÓu sau ®©y.

1.2.5. §Þnh lý Engel. Cho g lµ ®¹i sè Lie h÷u h¹n chiÒu. NÕu mäi phÇn tö cña g lµ

ad− lòy linh th× g lòy linh.
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1.2.6. Tiªu chuÈn lòy linh. (xem [8]) §¹i sè Lie g lµ lòy linh khi vµ chØ khi mét

trong c¸c ®iÒu kiÖn t­¬ng ®­¬ng sau ®­îc tháa m·n.

i) Tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó sao cho Cn(g) = {0}.
ii) Tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó víi mäi phÇn tö X1, X2, · · · , Xn+1 ∈ g, ta cã

[· · · [X1, [X2, · · · , [Xn, Xn+1], · · · ] = 0.

iii) Tån t¹i mét d·y h÷u h¹n c¸c ideal gi¶m

g = i0 ⊃ i1 ⊃ · · · in ⊃ in+1 = {0}

sao cho ii/ii+1 chøa trong t©m C(g/ii+1), tøc lµ [g, ii] ⊂ ii+1.

1.2.7. MÖnh ®Ò. (xem [8]) Nhãm Lie G lµ lòy linh khi vµ chØ khi ®¹i sè Lie g cña

nã lµ lòy linh.

1.2.8. Tiªu chuÈn Cartan. (xem [8]) §¹i sè Lie g lµ lòy linh khi vµ chØ khi d¹ng

Killing lµ triÖt tiªu hoµn toµn, tøc lµ Tr(adx ◦ ady) = 0,∀x, y ∈ g.

1.2.9. §Þnh nghÜa.i. §¹i sè Lie g ®­îc gäi ®¬n nÕu g kh«ng giao ho¸n vµ ngoµi ideal

tÇm th­êng {0} vµ chÝnh nã th× g kh«ng chøa mét ideal tÇm th­êng thùc sù nµo kh¸c.

ii. §¹i sè Lie g ®­îc gäi nöa ®¬n nÕu ngoµi ideal tÇm th­êng {θ} th× g kh«ng chøa

mét ideal thùc sù kh¸c kh«ng nµo.

VËy tõ ®Þnh nghÜa, ta thÊy ®¹i sè Lie g nöa ®¬n khi vµ chØ khi g kh«ng cã ideal gi¶i

®­îc nµo kh¸c kh«ng, cã nghÜa lµ c¨n cña g lµ Rad(g) = 0.

1.2.10. Tiªu chuÈn Cartan. (xem [8]) §¹i sè Lie g lµ nöa ®¬n khi vµ chØ khi d¹ng

Killing Γ : g× g −→ R, (x, y) 7→ Γ(x, y) = Tr(adx ◦ ady) lµ kh«ng suy biÕn.

Chøng minh. (⇒) Gi¶ sö p lµ mét ideal trong g, khi ®ã

Tr(adx ◦ ady) = Tr([x, [y, .]]) = Tr([x, [y, .]])
∣∣
p
.

XÐt p = Ker(Γ). Khi ®ã (Γ(., .)
∣∣
p
= 0. Theo tiªu chuÈn Cartan cho ®¹i sè Lie lòy

linh th× p lµ lòy linh. Nh­ng theo gi¶ thiÕt g lµ nöa ®¬n, cho nªn p = 0.

VËy Γ kh«ng suy biÕn.
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(⇐) Gi¶ sö d¹ng Killing Γ kh«ng suy biÕn. NÕu g kh«ng nöa ®¬n, khi ®ã tån t¹i

ideal giao ho¸n p 6= 0 vµ víi mäi x, y ∈ g ta cã:

Γp(x, y) = Tr(adx ◦ ady) = Tr([x, [y, .]]) = 0.

Do ®ã Γ suy biÕn, ®iÒu nµy m©u thuËn víi gi¶ thiÕt ë trªn, do ®ã g nöa ®¬n.

VÝ dô 3. §¹i sè Lie g =

{[
0 a b
−a 0 c
−b −c 0

] ∣∣∣a, b, c ∈ R

}
lµ nöa ®¬n.

Chøng minh. Gi¶ sö Γ lµ d¹ng Killing cña g. XÐt c¬ së

E =

{
E1 =

[
0 1 0
−1 0 0
0 0 0

]
, E2 =

[
0 0 1
0 0 0
−1 0 0

]
, E3 =

[
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

]}

cña g. Khi ®ã, ∀X, Y ∈ g,∃xi, yi ∈ R sao cho

{
X = x1E1 + x2E2 + x3E3

Y = y1E1 + y2E2 + y3E3.
⇒
{
adX = x1adE1

+ x2adE2
+ x3adE3

adY = y1adE1
+ y2adE2

+ y3adE3
.

Thay c¸c ma trËn Ei(i = 1, 3) vµo vµ c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp ta thu ®­îc:

+)

MX =

[
0 x3 −x2

−x3 0 x1

x2 −x1 0

]
vµMY =

[
0 y3 −y2

−y3 0 y1

y2 −y1 0

]
t­¬ng øng lµ ma trËn biÓu diÔn cña adX vµ adY .

+)

MXMY =

[−x3y3 − x2y2 x2y1 x3y1

x1y2 −x3y3 − x1y1 x3y2

x1y3 −x2y3 −x2y2 − x1y1

]
lµ ma trËn biÓu diÔn cña adX ◦ adY .
VËy

Γ(X, Y ) = Tr(adX ◦ adY ) = −2(x1y1 + x2y2 + x3y3)

Do ®ã ma trËn cña Γ lµMΓ =

[−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

]
⇒ det(MΓ) = −8 6= 0.

VËy theo tiªu chuÈn Cartan suy ra g lµ nöa ®¬n.
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1.2.11. §Þnh lý. (xem [8]) Cho g lµ ®¹i sè Lie nöa ®¬n, q lµ ideal cña g vµ q⊥ lµ

phÇn bï trùc giao øng víi d¹ng Killing Γ cña g. Khi ®ã q⊥ lµ mét ideal cña g vµ

g = q + q⊥ lµ tæng trùc tiÕp, trùc giao.

Chøng minh. Theo ®Þnh nghÜa phÇn bï trùc giao, ta cã:

q⊥ = {y ∈ g|Γ(x, y) = 0,∀x ∈ q}.

Theo gi¶ thiÕt q / g⇒ ∀z ∈ g,∀x ∈ q th× [x, z] ∈ q

⇒ Γ([x, z], Y ) = 0,∀Y ∈ q⊥.

MÆt kh¸c Γ([x, z], y) + Γ(x, [y, z]) = 0,∀z ∈ g,∀x ∈ q,∀y ∈ q⊥

⇒ Γ(x, [y, z]) = 0,∀x ∈ q⇒ [y, z] = 0,∀z ∈ g,∀y ∈ q⊥.

Do vËy, q⊥ lµ mét ideal cña g.

Mét mÆt theo tiªu chuÈn Cartan th× q∩q⊥ lµ gi¶i ®­îc, suy ra q∩q⊥ = {0} vµ theo
®Þnh nghÜa phÇn bï trùc giao ta cã g = q ∩ q⊥.

VËy g = q + q⊥ lµ tæng trùc tiÕp, trùc giao.

1.2.12. HÖ qu¶ .(xem [8]) Cho ®¹i sè Lie g. Khi ®ã:

+) g nöa ®¬n khi vµ chØ khi [g, g] = g.

+) NÕu g lµ nöa ®¬n vµ gi lµ c¸c ®¹i sè Lie ®¬n th× g =
n

Π
i=1

gi.

1.2.13. §Þnh lý H. Weyl. (xem [8]) NÕu ®¹i sè Lie g lµ nöa ®¬n th× mäi g− module

V lµ kh¶ quy hoµn toµn.

§Þnh lý sau ®©y cho ta ph©n tÝch mét ®¹i sè Lie bÊt kú thµnh tÝch nöa trùc tiÕp

cña ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc vµ nöa ®¬n.

1.2.14. §Þnh lý Cartan - Levi - Malsev. (xem [8]) Gi¶ sö ϕ : g −→ s lµ mét toµn

cÊu tõ ®¹i sè Lie g bÊt kú lªn ®¹i sè Lie nöa ®¬n s. Khi ®ã tån t¹i duy nhÊt (chÝnh

x¸c ®Õn mét tù ®¼ng cÊu cña ®¹i sè Lie g) ψ lµ nghÞch ®¶o ph¶i cña ϕ (tøc lµ tån

t¹i mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie ψ : s −→ g sao cho ϕ ◦ ψ = ids) sao cho g ∼= s⊕ a,

trong ®ã a = Ker(ϕ).
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BiÓu diÔn phô hîp vµ ®èi
phô hîp cña mét líp ®¹i sè
Lie gi¶i ®­îc 7− chiÒu cã c¨n
lòy linh 5− chiÒu

Néi dung chÝnh cña ch­¬ng nµy chóng t«i tr×nh bµy kh¸i niÖm vÒ bµi to¸n ph©n

lo¹i mét ®¹i sè Lie; bµi to¸n m« t¶ biÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp cña mét ®¹i

sè Lie. Sö dông c¸c kÕt qu¶ ®ã ®Ó ph©n lo¹i mét líp ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc 7− chiÒu

cã c¨n lòy linh 5− chiÒu, tõ viÖc ph©n lo¹i ®ã m« t¶ biÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô

hîp cña nã.

2.1 Ph©n lo¹i mét líp ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc.

2.1.1. §Þnh nghÜa. Cho g lµ ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc. C¨n lòy linh cña g lµ i®ªan lòy

linh lín nhÊt cña g vµ ®­îc ký hiÖu lµ NR(g).

NÕu ta cho tr­íc mét ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc g th× c¨n lòy linh cña g lµ duy nhÊt

vµ sè chiÒu cña c¨n lòy linh kh«ng nhá h¬n mét nöa sè chiÒu cña g, cã nghÜa lµ

dim(NR(g)) ≥
1

2
dim(g).

23
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2.1.2. §Þnh nghÜa. • Cho g lµ ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc vµ a ∈ g. PhÇn tö a ®­îc gäi lµ

lòy linh trong g nÕu

[. . . [[x, a], a] . . . , a] = 0, ∀x ∈ g.

• Hä A = {a1, a2, . . . , an} c¸c phÇn tö cña ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc g ®­îc gäi lµ ®éc

lËp tuyÕn tÝnh lòy linh nÕu kh«ng cã tæ hîp tuyÕn tÝnh kh«ng tÇm th­êng nµo cña A

lµ lòy linh trong g.

• Hä ∆ = {A1, A2, . . . , An} c¸c ma trËn ®­îc gäi lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh lòy linh

nÕu kh«ng cã tæ hîp tuyÕn tÝnh kh«ng tÇm th­êng nµo cña ∆ lµ ma trËn lòy linh.

Gi¶ sö h mét ®¹i sè Lie lòy linh 5− chiÒu, víi c¬ së E = {e1, e2, . . . , e5} vµ
tÝch Lie [ei, ej] hoµn toµn x¸c ®Þnh víi mäi 1 ≤ i, j ≤ 5. Môc ®Ých ®Æt ra lµ, ta sÏ

më réng h ®Ó cã ®­îc mét ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc 7− chiÒu, bÊt kh¶ ph©n g nhËn h lµm

c¨n lòy linh. Cô thÓ ta më réng h b»ng c¸ch bæ sung thªm hai phÇn tö {U, V } ®éc
lËp tuyÕn tÝnh lòy linh ®Ó cã ®­îc ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc bÊt kh¶ ph©n 7− chiÒu g. §Ó

cã ®­îc mét ®¹i sè Lie míi g nh­ vËy, th× chóng ta cÇn x¸c ®Þnh tÝch Lie

[U, V ], [U, ei], [V, ej] víi i = 1, 2, . . . , 5.

V× g gi¶i ®­îc, nªn ®¹i sè dÉn xuÊt [g, g] n»m trong c¨n lòy linh h cña g. Do ®ã cã

thÓ x¸c ®Þnh tÝch Lie trªn g nh­ sau:

[U, V ] =
5∑

j=1

σjej

[U, ei] =
5∑

j=1

aijej ∀i = 1, 2, . . . , 5.

[V, ei] =
5∑

j=1

bijej

Khi ®ã σi, (∀i = 1, 5) x¸c ®Þnh ë trªn gäi lµ c¸c h»ng sè cÊu tróc. NÕu tõ c¸c phÇn

tö aij vµ bij, (∀i, j = 1, 5) ta thiÕt lËp c¸c ma trËn A = [aij]5 vµ B = [bij]5 th× A,B

gäi lµ ma trËn cÊu tróc. Víi c¸ch x©y dùng nh­ trªn th× bµi to¸n ph©n lo¹i c¸c ®¹i sè

Lie g lóc nµy ®­îc quy vÒ ph©n lo¹i vµ m« t¶ cÆp ma trËn cÊu tróc A,B vµ h»ng sè

cÊu tróc σi. Trong qua tr×nh ph©n lo¹i, mét trong nh÷ng kÜ thuËt ®­îc sö dông nhiÒu

®ã lµ kÜ thuËt ®æi c¬ së thÝch hîp nh»m ®¬n gi¶n hãa cÊu tróc cña ®¹i sè Lie ®ang

xÐt.
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Víi ®Þnh nghÜa vµ c¸ch x¸c ®Þnh ma trËn cÊu tróc nh­ ë trªn, ta thÊy cÆp hai phÇn

tö {U, V } ®éc lËp tuyÕn tÝnh lòy linh khi vµ chØ khi cÆp hai ma trËn cÊu tróc {A,B}
t­¬ng øng lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh lòy linh.

Môc ®Ých tr­íc hÕt ë ®©y lµ chóng t«i sÏ tÝnh to¸n cô thÓ cho tr­êng hîp c¨n lòy

linh lµ ®¹i sè Lie lòy linh 5− chiÒu h = g5,3. TiÕp theo sö dông kÕt qu¶ võa tÝnh ë

trªn ®Ó m« t¶ ®¹i sè Lie thùc gi¶i ®­îc 7− chiÒu, bÊt kh¶ ph©n cã c¨n lòy linh lµ ®¹i

sè Lie lòy linh 5− chiÒu h = g5,3.

XÐt ®¹i sè Lòy linh h = g5,3 víi c¬ së E = {e1, e2, . . . , e5} vµ tÝch Lie kh«ng

tÇm th­êng lµ

[e1, e2] = e4, [e1, e4] = [e2, e3] = e5. (1)

Ta sÏ më réng h ®Ó ®­îc mét ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc bÊt kh¶ ph©n 7− chiÒu g nhËn h

lµm c¨n lòy linh, b»ng c¸ch bæ sung thªm hai phÇn tö {U, V } ®éc lËp tuyÕn tÝnh lòy

linh. V× g gi¶i ®­îc, nªn ®¹i sè dÉn xuÊt [g, g] n»m trong c¨n lòy linh h cña g. Khi

®ã ta cã:

[U, ei] =
5∑

j=1

aijej vµ [V, ei] =
5∑

j=1

bijej ∀i = 1, 2, . . . , 5.

Ta ¸p dông ®¼ng thøc Jac«bi cho 10 bé ba vect¬ (U, ei, ej), 1 ≤ i < j ≤ 5, ta

cã

[[U, ei], ej] + [[ei, ej], U ] + [[ej, U ], ei] = 0

⇒ [
5∑

j=1

aijej, ej] + [[ei, ej], U ] + [−
5∑

i=1

ajiei, ei] = 0.

Khi ®ã ta x¸c ®Þnh ®­îc c¸c phÇn tö aij, 1 ≤ i < j ≤ 5. Tõ ®©y ta thu ®­îc ma

trËn cÊu tróc A cã d¹ng:

A =


a11 a12 a13 a14 a15

0 a22 a23 a13 + a45 a25

0 0 2a11 −a12 a35

0 0 0 a11 + a22 a45

0 0 0 0 2a11 + a22


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T­¬ng tù, ta còng ¸p dông ®¼ng thøc Jac«bi cho 10 bé ba vect¬ (V, ei, ej),

1 ≤ i < j ≤ 5, ta thu ®­îc ma trËn cÊu tróc B cã d¹ng:

B =


b11 b12 b13 b14 b15

0 b22 b23 b13 + b45 b25

0 0 2b11 −b12 b35

0 0 0 b11 + b22 b45

0 0 0 0 2b11 + b22


• B©y giê ta thùc hiÖn phÐp ®æi c¬ së lÇn thø nhÊt:{

U := U − a45e1 − a35e2 + a25e3 + a15e4

V := V − b45e1 − b35e2 + b25e3 + b15e4.

Khi ®ã tÝnh to¸n trùc tiÕp, ta thÊy tÝch Lie [P,Q] kh«ng ®æi so víi tÝch Lie ban ®Çu.

Trong khi ®ã cÆp ma trËn cÊu tróc A,B tiÕp tôc ®­îc ®¬n gi¶n thµnh:

A =


a11 a12 a13 a14 + a35 0
0 a22 a23 a13 0
0 0 2a11 −a12 0
0 0 0 a11 + a22 0
0 0 0 0 2a11 + a22



B =


b11 b12 b13 b14 + b35 0
0 b22 b23 b13 0
0 0 2b11 −b12 0
0 0 0 b11 + b22 0
0 0 0 0 2b11 + b22


§Ó ®¬n gi¶n trong qu¸ tr×nh biÕn ®æi, nªn ta ®Æt:{

a = a11, b = a22, c = a12,
d = a13, e = a14 + a35, f = a23.

vµ {
u = b11, v = b22, w = b12,
p = b13, q = b14 + b35, r = b23.

Víi c¸ch ®Æt nh­ trªn, th× ma trËn cÊu tróc A,B ®­îc viÕt ®¬n gi¶n nh­ sau:

A =


a c d e 0
0 b f d 0
0 0 2a −c 0
0 0 0 a+ b 0
0 0 0 0 2a+ b

 B =


u w p q 0
0 v r p 0
0 0 2u w 0
0 0 0 u+ v 0
0 0 0 0 2u+ v


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TiÕp tôc sö dông ®¼ng thøc Jacobi

[[U, V ], ei] + [[ei, V ], U ] + [[ei, U ], V ] = 0

cho 5 bé ba sè (U, V, ei), (1 ≤ i ≤ 5) ta thu ®­îc

σ1 = σ2 = σ3 = σ4 = 0
(a− b)w = (u− v)c
(2a− b)r = (2u− v)f
ap+ wf = cr + du
2cp+ ev = 2dw + bq.

(2)

MÆt kh¸c, ta thÊy ®Ó cÆp {A,B} ®éc lËp tuyÕn tÝnh lòy linh th× mäi tæ hîp tuyÕn

tÝnh kh«ng tÇm th­êng t1A+ t2B kh«ng ph¶i lµ ma trËn lòy linh, trong ®ã

A =


a c d e 0
0 b f d 0
0 0 2a −c 0
0 0 0 a+ b 0
0 0 0 0 2a+ b

 B =


u w p q 0
0 v r p 0
0 0 2u w 0
0 0 0 u+ v 0
0 0 0 0 2u+ v

 .
VËy tÝnh to¸n trùc tiÕp ta t×m ®­îc ®iÒu kiÖn ®Ó cÆp {A,B} ®éc lËp tuyÕn tÝnh lòy

linh lµ rank
([a u
b v

] )
= 2. (3)

• Thùc hiÖn ®æi c¬ së lÇn thø hai

{
U := U + γe5

V := V + δe5.
Khi ®ã tÝch Lie [U, V ] míi sÏ ®­îc thay ®æi so víi tÝch Lie ban ®Çu vµ ®­îc x¸c ®Þnh

nh­ sau:

[U, V ] = [σ5 + δ(2a+ b)− γ(2u+ v), e5],

trong khi ®ã cÆp ma trËn cÊu tróc A,B kh«ng bÞ thay ®æi.

V× rank
([a u
b v

] )
= 2⇒ av 6= bu. Mµ

[U, V ] = [σ5 + δ(2a+ b)− γ(2u+ v), e5] 6= 0

⇒ (2a + b)2 + (2u + v)2 6= 0, cã nghÜa ta lu«n chän ®­îc hai gi¸ trÞ γ vµ δ thÝch

hîp ®Ó lµm triÖt tiªu h»ng sè cÊu tróc σ5.

Tõ sù x¸c ®Þnh cÆp ma trËn cÊu tróc (A,B) nh­ ë trªn, do ®ã ®Ó lµm ®¬n gi¶n

hãa cÆp ma trËn cÊu tróc ®ã ta nghiªn cøu bµi to¸n trªn c¸c tr­êng hîp dùa vµo d¹ng

cña A vµ B. C¸c tr­êng hîp ®ã chÝnh lµ kÕt qu¶ cña c¸c mÖnh ®Ò sau.
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2.1.3. MÖnh ®Ò. NÕu A vµ B cã d¹ng chÐo th× khi ®ã

A =


1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2

 B =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


vµ tÝch Lie [U, V ] = 0.

Chøng minh. V× cÆp ma trËn cÊu tróc A,B cã d¹ng chÐo, cã nghÜa lµ A vµB ®­îc

viÕt d­íi d¹ng chÐo, do ®ã nã cã mét hÖ 5− vect¬ riªng ®éc lËp tuyÕn tÝnh . VËy

nÕu ta ¸p dông ®¼ng thøc Jacobi

[[U, V ], ei] + [[ei, V ], U ] + [[ei, U ], V ] = 0

cho 5 bé ba vect¬ (P,Q, ei), i = 1, 5 ta thu ®­îc ®¼ng thøc



σ1 = σ2 = σ3 = σ4 = 0
(a− b)w = (u− v)c
(2a− b)r = (2u− v)f
ap+ wf = cr + du
2cp+ ev = 2dw + bq.

MÆt kh¸c, v× cÆp ma trËn cÊu tróc A,B ®éc lËp tuyÕn lòy linh, nªn

(2a+ b)2 + (2u+ v)2 6= 0⇒ a2 + u2 6= 0.

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö a 6= 0. Do ®ã, ta thùc hiÖn phÐp ®æi c¬ së X

• Thùc hiÖn ®æi c¬ së lÇn thø nhÊt:


U :=

1

a
U

V := V −
u

a
U

.

Khi ®ã tÝch Lie [U, V ] thu ®­îc kh«ng thay ®æi, nh­ng cÆp ma trËn cÊu tróc (A,B)

thay ®æi vµ ta tÝnh d­îc A,B cã d¹ng:

A =


1 0 0 0 0
0 x 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 1 + x 0
0 0 0 0 2 + x

 B =


0 0 0 0 0
0 y 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 y 0
0 0 0 0 y

 , víi x, y ∈ R, y 6= 0.

• Thùc hiÖn ®æi c¬ së lÇn thø hai:


U := U −

x

y
V

V := V −
1

y
V

.
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Khi ®ã ta thu ®­îc ®¹i sè Lie cã c¸c ma trËn cÊu tróc (A,B)vµ tÝch Lie ®­îc x¸c

®Þnh nh­ sau:

A =


1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2

 B =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


vµ [U, V ] = 0.

2.1.4. MÖnh ®Ò. NÕu A hoÆc B cã d¹ng chÐo th× khi ®ã cÆp ma trËn (A,B) biÕn

®æi thµnh (GAG−1, GBG−1), trong ®ã

G =


1 g1 g2 g3 0
0 1 g4 g2 0
0 0 1 −g1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 (gi ∈ R, i = 1, 4; g1g4 = 0).

Chøng minh. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, ta gi¶ sö A cã d¹ng chÐo vµ B kh«ng cã

d¹ng chÐo. Khi ®ã hÖ ph­¬ng tr×nh (2) trë thµnh


(a− b)w = 0
(2a− b)r = 0
ap = 0
bq = 0

. (4)

Nh»m môc ®Ých ®­a c¸c phÇn tö n»m ngoµi ®­êng chÐo chÝnh cña ma trËn cÊu

tróc B vÒ kh«ng, ta thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi c¬ së mét c¸ch thÝch hîp trong néi bé

c¨n lòy linh g5,3, sao cho c¸c tÝch Lie [e1, e2] = e4, [e1, e4] = [e2, e3] = e5 kh«ng

thay ®æi. Ký hiÖu c¸c phÐp biÕn ®æi c¬ së ®ã lµ (G). Cô thÓ, nÕu ta ®Æt N
′
:= GN,

trong ®ã

N =


e1

e2

e3

e4

e5

 , N
′
=


e
′

1

e
′

2

e
′

3

e
′

4

e
′

5

 , G =


1 g1 g2 g3 0
0 1 g4 g2 0
0 0 1 −g1 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 (gi ∈ R, i = 1, 4; g1g4 = 0)

th× cÆp ma trËn (A,B) biÕn ®æi thµnh (GAG−1, GBG−1). XuÊt ph¸t tõ hÖ ph­¬ng

tr×nh (4), ta xÐt hai tr­êng hîp sau ®©y.
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Tr­êng hîp 1. NÕu w 6= 0.

V× w 6= 0, nªn tõ hÖ ph­¬ng tr×nh (4) suy ra a = b vµ p = q = r = 0. B©y giê

ta thùc hiÖn phÐp ®æi (G) víi g2 = g3 = g4 = 0 th× ma trËn A kh«ng ®æi, cßn ma

trËn B chØ thay ®æi w thµnh w
′
= w − (v − u)g1.

NÕu v 6= u th× ta chän g1 =
− w
v − u

, khi ®ã ma trËn B ®­îc ®­a vÒ d¹ng chÐo. Ng­îc

l¹i, nÕu u = v th× m©u thuËn víi ®iÒu kiÒn rank
([a u
b v

] )
= 2 ®· ®­îc chØ ra ë

trªn.

Tr­êng hîp 2. NÕu w = 0.

Ta thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi (G) víi g1 = 0. Khi ®ã ma trËn A vµ B t­¬ng øng

®­îc ®­a vÒ d¹ng

A =


a ag2 bg3 0 0
0 b (2a− b)g4 ag2 0
0 0 2a 0 0
0 0 0 a+ b 0
0 0 0 0 2a+ b

 vµ B =


u p

′
q
′

0 0
0 v r

′
p
′

0
0 0 2u 0 0
0 0 0 u+ v 0
0 0 0 0 2u+ v



trong ®ã


p
′
= p+ ug2

q
′
= q + vg3

r
′
= r + (2u− v)g4

.

Do ®iÒu kiÖn (3) nªn u2 + v2 6= 0. VËy ta chØ xÐt c¸c kh¶ n¨ng sau ®©y ®èi víi u vµ

v.

Kh¶ n¨ng 1. NÕu u = 0 vµ v 6= 0, khi ®ã ta chän g2 = 0, g3 = −
q

v
vµ g4 =

r

v
. Víi

c¸ch chän nh­ vËy th× ma trËn B cã d¹ng B =


0 0 p 0 0
0 v 0 p 0
0 0 0 0 0
0 0 0 v 0
0 0 0 0 v


MÆt kh¸c v× u = 0 vµ kÕt hîp víi ®iÒu kiÖn (3) suy ra a 6= 0, ®ång thêi kÕt hîp víi

®iÒu kiÖn (4) suy ra p = 0. Khi ®ã B =


0 0 0 0 0
0 v 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 v 0
0 0 0 0 v

 lµ ma trËn ®­êng chÐo.
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Kh¶ n¨ng 2. NÕu u 6= 0 vµ v = 0, khi ®ã ta chän g2 = −
p

u
vµ g4 = −

r

2u
. Víi c¸ch

chän nh­ trªn th× ma trËn B cã d¹ng B =


u 0 0 q 0
0 0 0 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 u 0
0 0 0 0 2u


MÆt kh¸c v× v = 0 vµ kÕt hîp víi ®iÒu kiÖn (3) suy ra b 6= 0, ®ång thêi kÕt hîp

víi ®iÒu kiÖn (4) suy ra q = 0. Khi ®ã B =


u 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 u 0
0 0 0 0 2u

 lµ ma trËn ®­êng

chÐo.

Kh¶ n¨ng 3. NÕu 2u = v 6= 0, khi ®ã ta chän g2 = −
p

u
vµ g3 = −

q

v
vµ g4 = 0.

Víi c¸ch chän nh­ trªn th× ma trËn B cã d¹ng B =


u 0 0 0 0
0 2u r 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 3u 0
0 0 0 0 4u


NÕu r 6= 0, khi ®ã tõ hÖ ph­¬ng tr×nh (4) suy ra 2a = b, ®iÒu nµy m©u thuËn víi

diÒu kiÖn (3). VËy r = 0, cã nghÜa ma trËn B ®­îc ®­a vÒ ma trËn ®­êng chÐo cã

d¹ng B =


u 0 0 0 0
0 2u 0 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 3u 0
0 0 0 0 4u

 .
Kh¶ n¨ng 4. NÕu 2u 6= v 6= 0, th× ta chän g2 = −

p

u
, g3 = −

q

v
vµ g4 = −

r

2u− v
.

Khi ®ã ma trËn B cã d¹ng B =


u 0 0 0 0
0 v 0 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 u+ v 0
0 0 0 0 2u+ v

 .
Do ®ã B ®­a ®­îc vÒ d¹ng chÐo.

V× hÖ ph­¬ng tr×nh (4), nªn phÐp biÕn ®æi c¬ së (G) trong c¶ 4 kh¶ n¨ng võa xÐt ë

trªn kh«ng lµm thay ®æi ma trËn A. Nh­ vËy MÖnh ®Ò 2.1.4 nµy ®­îc quy vÒ MÖnh

®Ò 2.1.3.
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2.1.5. MÖnh ®Ò. NÕu c¶ hai ma trËn A vµ B kh«ng cã d¹ng chÐo th× phÐp biÕn ®æi

c¬ së (G) lu«n ®­a A vµ B vÒ d¹ng chÐo.

Chøng minh. Thùc hiÖn gièng nh­ c¸ch chøng minh MÖnh ®Ò 2.1.4, ta chia thµnh hai

tr­êng hîp.

Tr­êng hîp 1. Theo MÖnh ®Ò 2.1.4 khi w = 0, nÕu ta thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi (G)

víi g1 = 0 th× ma trËn Bcã d¹ng B =


u p

′
q
′

0 0
0 v r

′
p
′

0
0 0 2u 0 0
0 0 0 u+ v 0
0 0 0 0 2u+ v

 ,

trong ®ã


p
′
= p+ ug2

q
′
= q + vg3

r
′
= r + (2u− v)g4

. Do ®ã ta xÐt c¸c kh¶ n¨ng sau.

Kh¶ n¨ng 1. NÕu u = 0 vµ v 6= 0. Khi ®ã theo MÖnh ®Ò 2.1.4 th× ma trËn B cã d¹ng

B =


0 0 p 0 0
0 v 0 p 0
0 0 0 0 0
0 0 0 v 0
0 0 0 0 v

 . MÆt kh¸ch tõ hÖ ph­¬ng tr×nh (2) ta cã ap = 0. Mµ u = 0

vµ kÕt hîp víi ®iÒu kiÖn (3) ta cã a 6= 0⇒ p = 0.

VËy d¹ng ®­êng chÐo cña B lµ B =


0 0 0 0 0
0 v 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 v 0
0 0 0 0 v

 .
Kh¶ n¨ng 2. NÕu u 6= 0 vµ v = 0. Tõ MÖnh ®Ò 2.1.4 th× ma trËn B cã d¹ng

B =


u 0 0 q 0
0 0 0 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 u 0
0 0 0 0 2u

 . Tõ hÖ ph­¬ng tr×nh (2) ta cã bq = 0. Mµ v = 0 vµ kÕt

hîp víi ®iÒu kiÖn (3) ta cã b 6= 0⇒ q = 0.

VËy d¹ng chÐo cña B lµ B =


u 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 u 0
0 0 0 0 2u

 .
Kh¶ n¨ng 3. NÕu 2u = v 6= 0. Tõ MÖnh ®Ò 2.1.4 ta cã d¹ng cña ma trËn B lµ

B =


u 0 0 0 0
0 2u r 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 3u 0
0 0 0 0 4u

 .
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Tõ hÖ ph­¬ng tr×nh (2) ta cã (2a − b)r = 0. Mµ 2u = v vµ kÕt hîp víi ®iÒu kiÖn

(3) ta cã 2a− b 6= 0⇒ q = 0.

VËy B ®­îc ®­a vÒ d¹ng chÐo lµ B =


u 0 0 0 0
0 2u 0 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 3u 0
0 0 0 0 4u

 .
Kh¶ n¨ng 4. NÕu 2u 6= v 6= 0. Chøng minh t­¬ng tù nh­ MÖnh ®Ò 2.1.4, ta chän

g2 = −
p

u
, g3 = −

q

v
vµ g4 = −

r

2u− v
.

Khi ®ã B ®­a vÒ ma trËn chÐo cã d¹ng B =


u 0 0 0 0
0 v 0 0 0
0 0 2u 0 0
0 0 0 u+ v 0
0 0 0 0 2u+ v

 .
Tr­êng hîp 2. NÕu w 6= 0. Tr­íc hÕt ta nhËn thÊy, nÕu c = 0 th× lµm t­¬ng tù nh­

®èi víi ma trËn B, ta lu«n ®­a ma trËn A vÒ d¹ng chÐo. Do ®ã, ta chØ xÐt tr­êng

hîp cw 6= 0. Lóc nµy, nÕu u− v = 0 th× tõ hÖ ph­¬ng tr×nh (2) suy ra a− b = 0.

§iÒu nµy m©u thuËn víi ®iÒu kiÖn (3). VËy u− v 6= 0. Thùc hiÖn phÐp biÕn ®æi G
víi g2 = g3 = g4 = 0, khi ®ã ta lu«n chän ®­îc g1 ®Ó w = 0 vµ trë l¹i Tr­êng hîp

1.

Tãm l¹i: MÖnh ®Ò 2.1.5 nµy ®­îc quy vÒ MÖnh ®Ò 2.1.4. Do ®ã qua kÕt qu¶ cña

ba mÖnh ®Ò trªn, ta thÊy chØ cßn l¹i ®¹i sè Lie thùc gi¶i ®­îc bÊt kh¶ ph©n 7− chiÒu

cã c¨n lòy linh 5− chiÒu h5,3 ®­îc x©y dùng trong MÖnh ®Ò 2.1.3. Tøc lµ ®¹i sè Lie

cã c¸c ma trËn cÊu tróc (A,B) lµ

A =


1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2

 , B =


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


vµ tÝch Lie [U, V ] = 0.

Tõ c¸c kÕt qu¶ cña ba mÖnh ®Ò trªn ®· gióp ta m« t¶ ®­îc ®¹i sè Lie thùc gi¶i

®­îc 7− chiÒu, bÊt kh¶ ph©n, cã c¨n lòy linh lµ ®¹i sè Lie lòy linh 5− chiÒu h5,3.

Bµi to¸n m« t¶ nµy ®­îc thÓ hiÖn bëi ®inh lý sau ®©y.
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2.1.6. §Þnh lý. Cho g lµ ®¹i sè Lie thùc gi¶i ®­îc 7− chiÒu, bÊt kh¶ ph©n, cã

c¨n lòy linh lµ ®¹i sè Lie lòy linh 5− chiÒu h5,3. Khi ®ã g ®¼ng cÊu víi ®¹i sè Lie

k = span{u1, u2, . . . , u7} víi c¸c tÝch Lie kh«ng tÇm th­êng x¸c ®Þnh nh­ sau:

[u1, u2] = u4 [u1, u4] = u5 [u2, u3] = u5

[u6, u1] = u1 [u6, u4] = u4 [u6, u3] = 2u3 [u6, u5] = 2u5

[u7, u2] = u2 [u7, u4] = u4 [u7, u5] = u5.

Chøng minh. ViÖc chøng minh ®Þnh lý nµy ®· ®­îc thùc hiÖn tõng b­íc trong viÖc

tÝnh to¸n vµ chøng minh ba mÖnh ®Ò trªn.
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2.2 BiÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp cña mét líp

®¹i sè Lie gi¶i ®­îc 7− chiÒu cã c¨n lòy linh

5− chiÒu.

Nh­ ta ®· biÕt biÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp lµ mét trong nh÷ng biÓu diÔn

kh¸ quan träng trong biÓu diÔn ®¹i sè Lie. PhÇn cßn l¹i cña luËn v¨n chóng t«i tr×nh

bµy c¸ch m« t¶ biÓu diÔn phô hîp vµ ®èi phô hîp cña ®¹i sè Lie k ®· ®­îc x©y dùng

trong §Þnh lý 2.1.6. Cô thÓ tr­íc hÕt chóng t«i m« t¶ biÓu diÔn phô hîp cña k trªn

chÝnh nã vµ biÓu diÔn ®èi phô hîp cña k trªn kh«ng gian ®èi ngÉu k∗ cña k.

Víi ®¹i sè Lie k vµ x ∈ k. Khi ®ã ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh

adx : k −→ k

y 7−→ adx(y) = [x, y]

lµ mét vi ph©n, cã nghÜa lµ:

adx[y, z] = [adx(y), z] + [y, adx(z)].

C¸c vi ph©n cña k cã d¹ng adx ®­îc gäi lµ vi ph©n trong.

Ta xÐt ¸nh x¹
ad: k −→ gl(k)

x 7−→ adx.

Khi ®ã, ¸nh x¹ ad lµ mét ®ång cÊu cña ®¹i sè Lie, v×:

[adx, ady](z) = adx ◦ ady(z)− ady ◦ adx(z)

= adx([y, z])− ady([x, z])

= [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

= [x, [y, z]] + [[x, z], y]

= [[x, y], z]

= ad[x,y](z).

§ång cÊu ®¹i sè Lie ad : k −→ gl(k) x¸c ®Þnh nh­ trªn ®­îc gäi lµ biÓu diÔn phô

hîp cña k.
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B©y giê ta xÐt ®¹i sè Lie k ®­îc x©y d­ng trong §Þnh lý 2.1.6.

2.2.1. §Þnh lý. Cho ®¹i sè Lie k = span{u1, u2, . . . , u7} víi c¸c tÝch Lie kh«ng

tÇm th­êng lµ:

[u1, u2] = u4 [u1, u4] = u5 [u2, u3] = u5

[u6, u1] = u1 [u6, u4] = u4 [u6, u3] = 2u3 [u6, u5] = 2u5

[u7, u2] = u2 [u7, u4] = u4 [u7, u5] = u5.

Gi¶ sö ad lµ biÓu diÔn phô hîp cña ®¹i sè Lie 7− chiÒu k. Khi ®ã ma trËn cña ad

®èi víi c¬ së U = {u1, u2, . . . , u7} lµ

Pad =



x6 0 0 0 0 −t1 0
0 t7 0 0 0 0 −t2
0 0 2t6 0 0 −2t3 0
−t2 t1 0 t6 + t7 0 −t4 −t4
−t4 −t3 t2 t1 2t6 + t7 −2t5 −t5
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0



Chøng minh. Theo trªn, biÓu diÔn phô hîp cña k lµ ®ång cÊu ®¹i sè Lie

ad: k −→ gl(k)

x 7−→ adx,

trong ®ã
adx : k −→ k

y 7−→ adx(y) = [x, y].

Ta cã

Ker(ad) = {x ∈ k | ad(x) = 0}.

VËy x ∈ Ker(ad)⇔ ad(x) = 0⇔ ad(x)(y) = adx(y) = 0,∀y ∈ k

⇔ [x, y] = xy − yx = 0,∀y ∈ k⇒ xy = yx,∀y ∈ k⇒ y ∈ Z(k) (t©m cña k)

⇒ Ker(ad) ⊆ Z(k) vµ hiÔn nhiªn Z(k) ⊆ Ker(ad). Do ®ã Ker(ad) = Z(k).

MÆt kh¸c ta còng dÔ dµng chøng minh ®­îc Ker(ad) = Z(k) = {0}.
VËy biÓu diÔn phô hîp ad cña k lµ biÓu diÔn trung thµnh.
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LÊy g ∈ k vµ v×U = {u1, u2, . . . , u7} lµ c¬ së cña k nªn tån t¹i ti ∈ R(i = 1, 7)

sao cho g =
7∑

i=1

tiui. B©y giê ta kÕt hîp víi tÝch Lie

[u1, u2] = u4 [u1, u4] = u5 [u2, u3] = u5

[u6, u1] = u1 [u6, u4] = u4 [u6, u3] = 2u3 [u6, u5] = 2u5

[u7, u2] = u2 [u7, u4] = u4 [u7, u5] = u5.

®Ó t×m ¶nh cña c¸c vect¬ trong c¬ së U qua biÓu diÔn ad.

adg(u1) = [g, u1] = gu1 − u1g =
7∑

i=1

tiuiu1 − u1

7∑
i=1

tiui

= (t1u1 + t2u2 + · · ·+ t7u7)u1 − u1(t1u1 + t2u2 + . . .+ t7u7)

= t6u1 − t2u4 − t4u5.

TÝnh t­¬ng tù ta cã:

adg(u2) = [g, u2] = gu2 − u2g = t7u2 + t1u4 − t3u5

adg(u3) = [g, u3] = gu3 − u3g = 2t6u3 + t2u5

adg(u4) = [g, u4] = gu4 − u4g = (t6 + t7)u4 + t1u5

adg(u5) = [g, u5] = gu5 − u5g = (2t6 + t7)u5

adg(u6) = [g, u6] = gu6 − u6g = −t1u1 − 2t3u3 − t4u4 − 2t5u5

adg(u7) = [g, u7] = gu7 − u7g = −t2u2 − t4u4 − t5u5.

VËy, tõ sù biÓu thÞ tuyÕn tÝnh trªn, ta cã ma trËn cña biÓu diÔn phô hîp ad cña k ®èi

víi c¬ së U lµ:

Pad =



x6 0 0 0 0 −t1 0
0 t7 0 0 0 0 −t2
0 0 2t6 0 0 −2t3 0
−t2 t1 0 t6 + t7 0 −t4 −t4
−t4 −t3 t2 t1 2t6 + t7 −2t5 −t5
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


.
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Víi ®¹i sè Lie k trªn tr­êng sè thùc R. Ký hiÖu

k∗ = Hom(k,R) = {φ : k −→ R | φ lµ d¹ng tuyÕn tÝnh }

lµ kh«ng gian ®èi ngÉu cña k. Khi ®ã biÓu diÔn ®èi phô hîp ad∗ cña k trªn kh«ng

gian ®èi ngÉu k∗ ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau:

ad∗ : k −→ gl(k∗)

g 7−→ ad∗(g) = ad∗g,

trong ®ã
ad∗g : k∗ −→ k∗

f 7−→ ad∗g(f)

vµ

ad∗g(f) : k −→ R

h 7−→ ad∗g(f)(h) =< ad∗g(f), h >:=< f,−adg(h) >=< f,−[g, h] > .

VËy, ®Ó x¸c ®Þnh biÓu diÔn ®èi phô hîp ad∗ cña ®¹i sè Lie k trªn kh«ng gian ®èi

ngÉu k∗ ta chØ cÇn lÊy ®èi ngÉu vµ ®æi dÊu cña biÓu diÔn phô hîp ad.

Tõ c¸ch x©y dùng biÓu diÔn ®èi phô hîp ad∗ nh­ ë trªn, ta dÔ dµng chøng minh

®­îc Ker(ad) = Z(k) = {0}. VËy còng gièng nh­ biÓu diÔn phô hîp ad th× biÓu

diÔn ®èi phô hîp ad∗ còng lµ biÓu diÔn trung thµnh.

B©y giê ta xÐt ®¹i sè Lie k ®­îc x©y d­ng trong §Þnh lý 2.1.6.

2.2.2. §Þnh lý. Cho ®¹i sè Lie k = span{u1, u2, . . . , u7} víi c¸c tÝch Lie kh«ng

tÇm th­êng lµ:

[u1, u2] = u4 [u1, u4] = u5 [u2, u3] = u5

[u6, u1] = u1 [u6, u4] = u4 [u6, u3] = 2u3 [u6, u5] = 2u5

[u7, u2] = u2 [u7, u4] = u4 [u7, u5] = u5.

Gi¶ sö ad∗ lµ biÓu diÔn ®èi phô hîp cña ®¹i sè Lie k trªn kh«ng gian ®èi ngÉu k
∗.
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Khi ®ã ma trËn cña ad∗ ®èi víi c¬ së ®èi ngÉu U ∗ = {u∗1, u∗2, . . . , u∗7} lµ

Pad∗ =



−t6 0 0 t2 t4 0 0
0 −t7 0 −t1 t3 0 0
0 0 −2t6 0 −t2 0 0
0 0 0 −(t6 + t7) −t1 0 0
0 0 0 0 −(2t6 + t7) 0 0
t1 0 2t3 t4 2t5 0 0
0 t2 0 t4 t5 0 0


.

Chøng minh. LÊy g ∈ k vµ v× U = {u1, u2, . . . , u7} lµ c¬ së cña k nªn tån t¹i

ti ∈ R sao cho g =
7∑

i=1

tiui. Chän c¬ së ®èi ngÉu U ∗ = {u∗1, u∗2, . . . , u∗7} cho k∗.

Gi¶ sö Pad lµ ma trËn cña biÓu diÔn phô hîp ad ®èi víi c¬ së ®èi ngÉu U vµ Pad∗ lµ

ma trËn cña biÓu diÔn ®èi phô hîp ad∗ ®èi víi c¬ së ®èi ngÉu U ∗. Khi ®ã theo ®Þnh

nghÜa biÓu diÔn ®èi phô hîp, ta cã Pad∗ = −(Pad)
T . Do ®ã theo §Þnh lý 2.2.1, ta cã

Pad∗ =



−t6 0 0 t2 t4 0 0
0 −t7 0 −t1 t3 0 0
0 0 −2t6 0 −t2 0 0
0 0 0 −(t6 + t7) −t1 0 0
0 0 0 0 −(2t6 + t7) 0 0
t1 0 2t3 t4 2t5 0 0
0 t2 0 t4 t5 0 0


.



KÕt luËn

LuËn v¨n cã môc ®Ých t×m tßi, nghiªn cøu mét sè tÝnh chÊt vÒ líp c¸c ®¹i sè Lie

gi¶i ®­îc h÷u h¹n chiÒu. Cô thÓ chóng t«i ®· tr×nh bµy ®­îc mét sè vÊn ®Ò sau:

1. Tr×nh bµy mét c¸ch cã hÖ thèng ®Þnh nghÜa vµ c¸c tÝnh chÊt vÒ ®¹i sè Lie, ®¹i

sè Lie gi¶i ®­îc, ®Æc biÖt líp c¸c ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc h÷u h¹n chiÒu víi c¨n lòy linh

cña nã còng cã chiÒu h÷u h¹n.

2. Tr×nh bµy c¸ch x©y dùng më réng mét ®¹i sè lòy linh 5− chiÒu ®Ó ®­îc mét

®¹i sè Lie gi¶i ®­îc bÊt kh¶ 7− chiÒu nhËn nã lµm c¨n lòy linh. Cô thÓ tõ ®¹i sè

lòy linh 5− chiÒu h = g5,3 ®· x©y dùng ®­îc duy nhÊt (sai kh¸c mét ®¼ng cÊu) mét

®¹i sè Lie thùc bÊt kh¶ ph©n 7− chiÒu g nhËn h lµm c¨n lòy linh. KÕt qu¶ nµy ®­îc

tr×nh bµy trong MÖnh ®Ò 2.1.3, MÖnh ®Ò 2.1.4, MÖnh ®Ò 2.1.5 vµ ®Æc biÖt lµ §Þnh lý

2.1.6.

3. M« t¶ ®­îc biÓu diÔn phô hîp cña ®¹i sè Lie k (®· x©y dùng ë trªn) trªn chÝnh

nã, biÓu diÔn ®èi phô hîp cña g trªn kh«ng gian ®èi ngÉu k∗. C¸c kÕt qu¶ nµy ®­îc

thÓ hiÖn trong §Þnh lý 2.2.1 vµ §Þnh lý 2.2.2.
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