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MỞ ĐẦU

Giả sử K là trường đóng đại số, đầy đủ với giá trị tuyệt đối không

Acsimet. Ký hiệu H∗ (K) là tập các hàm phân hình khác hằng xác định

trên trường K và F là tập con khác rỗng của H∗ (K).

Đa thức một biến P trên trường K được gọi là đa thức duy nhất mạnh

cho họ các hàm F nếu với mọi hàm khác hằng f, g ∈ F và hằng số c khác

không thỏa mãn P (f) = cP (g) thì c = 1 và f = g. Đa thức duy nhất mạnh

đã thu hút được sự quan tâm của nhiều nhà toán học. Năm 2003, trong bài

báo [4], các tác giả T. T. H. An, J. T. Y. Wang và P. M. Wong đã chỉ ra

một lớp các đa thức đặc biệt là đa thức duy nhất mạnh cho họ các hàm

phân hình bằng cách xây dựng các 1− dạng chính quy kiểu Wronski. Tiếp

tục hướng nghiên cứu về đa thức duy nhất mạnh cho họ các hàm phân hình,

năm 2005, nhóm tác giả này xem xét những lớp đa thức tổng quát hơn.

Trong luận văn này, chúng tôi tập trung tìm hiểu đa thức duy nhất mạnh

cho họ các hàm phân hình khác hằng. Nội dung chính của luận văn là tìm

hiểu và trình bày một cách chi tiết những kết quả trong bài báo “Unique range

sets and uniqueness polynomials in positive characteristic II” của các tác giả

T. T. H. An, J. T. Y. Wang và P. M. Wong trên tạp chí Acta Arithmetica

[5].

Ngoài phần mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, nội dung của luận

văn được chia thành hai chương:

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này chúng tôi trình bày một số kiến thức cơ bản nhằm mục

đích làm cơ sở cho việc trình bày nội dung của Chương 2. Ngoài ra chúng
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tôi còn trích dẫn một số kết quả đã có nhằm phục vụ cho các chứng minh ở

phần sau.

Chương 2. Đa thức duy nhất mạnh cho họ các hàm phân hình khác hằng

Trong chương này chúng tôi trình bày một cách chi tiết những kết quả

trong bài báo "Unique range sets and uniqueness polynomials in positive

characteristic II" của các tác giả T. T. H. An, J. T. Y. Wang và P. M. Wong.

Cụ thể chúng tôi trình bày các vấn đề sau:

2.1. Thành phần bất khả quy của các đường cong

2.2. Đa thức duy nhất mạnh cho họ các hàm phân hình khác hằng

Để hoàn thành luận văn này, tôi xin chân thành cảm ơn sự hướng dẫn

tận tình, chu đáo của TS. Nguyễn Thị Ngọc Diệp và tất cả Thầy giáo, Cô

giáo thuộc chuyên ngành Đại số - Lý thuyết số – Trường Đại học Vinh đã

nhiệt tình giảng dạy và giúp đỡ tôi trong quá trình học tập. Mặc dù đã có

nhiều cố gắng nhưng luận văn có thể còn có những thiếu sót. Tác giả mong

nhận được sự góp ý của các Thầy Cô và các bạn học viên.

Nghệ An, tháng 06 năm 2022

Tác giả
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CHƯƠNG1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này chúng tôi trình bày những kiến thức cơ bản nhằm mục

đích làm cơ sở cho việc trình bày nội dung của Chương 2. Ngoài ra chúng

tôi còn trích dẫn một số kết quả đã có nhằm phục vụ cho các chứng minh

ở phần sau. Những nội dung này chủ yếu được tham khảo trong các tài liệu

[1], [2], [3] và [8].

1.1 Trường định chuẩn

1.1.1 Định nghĩa. Trường K cùng với ánh xạ ϕ : K → R được gọi là một

trường định chuẩn nếu các điều kiện sau đây thỏa mãn:

(1) ϕ (u) ≥ 0, ∀u ∈ K, ϕ (u) = 0⇔ u = 0,

(2) ϕ (u+ v) ≤ ϕ (u) + ϕ (v) , ∀u, v ∈ K,

(3) ϕ (uv) = ϕ (u)ϕ (v) , ∀u, v ∈ K.

Nếu thay điều kiện thứ hai bằng điều kiện sau

(4) ϕ (u+ v) ≤ max {ϕ (u) , ϕ (v)} , ∀u, v ∈ K

thì trường định chuẩn (K,ϕ) được gọi là trường định chuẩn không Acsimet.

1.1.2 Ví dụ. (1) Trường số hữu tỷ Q, trường số thực R với chuẩn giá trị

tuyệt đối thông thường là những trường định chuẩn.
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(2) Trường số phức C với chuẩn môđun là trường định chuẩn

ϕ (x+ yi) = |x+ yi| =
√
x2 + y2, ∀x+ yi ∈ C.

1.1.3 Định nghĩa. Cho p là một số nguyên tố cố định. Mỗi số hữu tỷ u 6= 0

đều có thể viết được một cách duy nhất dưới dạng

u =
a

b
pn, a, b, n ∈ Z,

a, b không chia hết cho p. Chuẩn p− adic |.|p trên trường số hữu tỷ Q là hàm

số ϕ : Q→ R xác định bởi

ϕp (0) = |0|p = 0; ϕp (u) = |u|p = p−n.

Khi đó trường số hữu tỷ Q với chuẩn p− adic là chuẩn không Acsimet.

1.1.4 Mệnh đề. Cho (K,ϕ) là một trường định chuẩn. Khi đó:

i) ϕ (1) = ϕ (−1) = 1.

ii) ϕ (u) = ϕ (−u) , ∀u ∈ K.

iii) |ϕ (u)− ϕ (v)| ≤ ϕ (u− v) , ∀u, v ∈ K.

iv) ϕ

(
n∑
i=1

ui

)
≤

n∑
i=1

ϕ (ui).

v) ϕ
(
u−1
)

= ϕ(u)−1 =
1

ϕ (u)
, ∀u ∈ K, u 6= 0.

vi) ϕ
(
uv−1

)
=
ϕ (u)

ϕ (v)
, ∀u, v ∈ K, v 6= 0.

1.1.5 Định nghĩa. Giả sử (K,ϕ) là một trường định chuẩn. Một dãy các

phần tử {un}n∈N của trường định chuẩn K, được gọi là hội tụ về phần tử

u ∈ K theo chuẩn ϕ, nếu với mỗi số thực ε > 0 tùy ý, tồn tại số tự nhiên n0

sao cho

ϕ (un − u) < ε, ∀n > n0.
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Ta ký hiệu:

lim
n→∞

un = u.

Dãy các phần tử {un}n∈N của trường định chuẩn K được gọi là một dãy

không (theo chuẩn ϕ) nếu

lim
n→∞

un = 0.

Một dãy các phần tử {un}n∈N của trường định chuẩn K được gọi là dãy cơ

bản hay dãy Cauchy (theo chuẩn ϕ) nếu với mỗi số thực ε > 0 tùy ý, tồn tại

số tự nhiên n0 sao cho

ϕ (un − um) < ε, ∀n,m > n0.

Trường định chuẩn (K,ϕ) được gọi là trường định chuẩn đầy đủ theo

chuẩn ϕ nếu mọi dãy cơ bản trong K đều là dãy hội tụ theo chuẩn ϕ.

1.1.6 Mệnh đề. Mọi dãy hội tụ trong trường định chuẩn (K,ψ) đều là dãy

cơ bản. Điều ngược lại không đúng.

1.1.7 Định lý. Chuẩn ψ trên trường định chuẩn K là chuẩn không Acsimet

khi và chỉ khi ψ (m) ≤ 1, với mọi số tự nhiên m ∈ N.

1.1.8 Định nghĩa. Ta nói rằng các chuẩn ϕ và ψ trên cùng một trường K

là tương đương với nhau nếu ϕ và ψ xác định trên K cùng một tính hội tụ,

nghĩa là ϕ (un − u) → 0 khi và chỉ khi ψ (un − u) → 0 theo chuẩn giá trị

tuyệt đối trong trường số thực R.

1.1.9 Mệnh đề. Hai chuẩn ϕ và ψ trên trường K tương đương với nhau khi

và chỉ khi:

∀u ∈ K (ϕ (u) < 1⇔ ψ (u) < 1) .

1.1.10 Mệnh đề. Trên một trường hữu hạn F chỉ có duy nhất một chuẩn

tầm thường.

1.1.11 Mệnh đề. Cho ϕ là chuẩn không Acsimet trên trường định chuẩn

K. Nếu các giá trị thực ϕ (u) và ψ (v) khác nhau thì

ϕ (u+ v) = max {ϕ (u) , ϕ (v)} , ∀u, v ∈ K.
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1.2 Đa tạp trong không gian afin và không

gian xạ ảnh

Trong suốt chương này ta ký hiệu k là một trường.

1.2.1 Định nghĩa. Cho đa thức E (x1, . . . , xn) ∈ k [x1, . . . , xn]. Một điểm

W = (w1, . . . , wn) ∈ An (k)

được gọi là không điểm của đa thức E (x1, . . . , xn) nếu

E (W ) = E (w1, . . . , wn) = 0.

Nếu E không là hằng thì tập hợp các không điểm của E được gọi là siêu

mặt xác định bởi E, ký hiệu là Z (E). Như vậy

Z (E) = { W ∈ An (k) |E (W ) = 0 } .

1.2.2 Định nghĩa. Giả sử A là tập các đa thức bất kỳ trong vành đa thức

k [x1, . . . , xn]. Khi đó tập hợp

Z (A) = { W ∈ An (k) | E (W ) = 0, ∀E ∈ A }

được gọi là tập đại số trong An (k).

1.2.3 Ví dụ. (1) Tập rỗng ∅ là tập đại số vì ∅ là tập nghiệm của phương

trình h = 0, với mọi h ∈ k, h 6= 0.

(2) Mỗi điểm W = (w1, . . . , wn) trong không gian afin An (k) là một tập

đại số vì W là tập nghiệm của hệ phương trình sau
x1 − w1 = 0

x2 − w2 = 0

. . .

xn − wn = 0
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nghĩa là

W = Z (x1 − w1, x2 − w2, . . . , xn − wn) .

(3) Tập nghiệm của hệ phương trình tuyến tính là tập đại số và được gọi là

đa tạp tuyến tính.

(4) Không gian afin An (k) là tập đại số trong An (k) vì An (k) là tập nghiệm

của phương trình 0 = 0.

1.2.4 Mệnh đề. i) Cho A1, A2 là các hệ đa thức trong vành đa thức

k [x1, . . . , xn]. Nếu A2 ⊆ A1 thì Z (A1) ⊆ Z (A2).

ii) Giả sử A1,A2 là các hệ đa thức trong vành đa thức k [x1, . . . , xn]. Khi

đó

Z (A1) ∪ Z (A2) = Z (A) ,

trong đó

A = {hg | h ∈ A1, g ∈ A2 } .

iii) Giả sử {Ai} là một hệ các hệ đa thức trong vành đa thức k [x1, . . . , xn].

Khi đó ⋂
i

Z (Ai) = Z

(⋃
i

Ai

)
.

1.2.5 Chú ý. Theo mệnh đề 1.2.4 thì trong không gian afin An (k) ta có

hợp của hai tập đại số là một tập đại số, giao của một họ tùy ý các tập đại

số là một tập đại số. Đồng thời tập rỗng và toàn bộ không gian afin An (k)

cũng là các tập đại số. Do đó ta có thể trang bị tôpô trên không gian afin

An (k) bằng cách coi các tập đại số là các tập đóng. Tôpô này được gọi là

tôpô Zariski trên không gian afin An (k).

1.2.6 Định nghĩa. i) Ta nói rằng tập đại số M trong không gian afin

An (k) là khả quy nếu

M = M1 ∪M2,
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trong đó M1,M2 là các tập đại số trong An (k) và M1 6= M , M2 6= M .

Trong trường hợp ngược lại, tập đại số M được gọi là bất khả quy.

ii) Một tập đại số bất khả quy trong không gian afin An (k) được gọi là

một đa tạp afin.

iii) Một tập con mở của một đa tạp afin trong không gian afin An (k) được

gọi là đa tạp tựa afin.

1.2.7 Định lý. Giả sử M là tập đại số trong không gian afin An (k). Khi đó

tồn tại duy nhất các tập đại số bất khả quy M1,M2, . . . ,Mm sao cho

M = M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Mm,

trong đó Mi 6⊂Mj, với mọi i 6= j.

Các tập đại số bất khả quy Mi được gọi là các thành phần bất khả quy

của tập đại số M và M = M1 ∪M2 ∪ . . .∪Mm là sự phân tích M thành các

thành phần bất khả quy.

Giả sử S là đa thức thuần nhất bậc s trong vành đa thức k [x1, . . . , xn+1].

Ta có

S (λu1, λu2, . . . , λun+1) =
s

λS (u1, u2, . . . , un+1) ,

với mọi điểm

u = (u1, u2, . . . , un+1) ∈ An+1 (k) , λ ∈ k.

Vì vậy nếu u là nghiệm của S thì λu cũng là nghiệm của S.

Lưu ý rằng điểm 0 là nghiệm của mọi đa thức thuần nhất.

Để xét nghiệm của đa thức thuần nhất ta chia tập An+1 (k) \ {0} theo

quan hệ tương đương

u ∼ v nếu tồn tại λ 6= 0 sao cho v = λu.

Tập hợp các lớp tương đương này được gọi là không gian xạ ảnh n chiều

trên trường k và ký hiệu là Pn (k).
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Với mỗi điểm u ∈ An+1 (k) \ {0} ta cũng dùng ký hiệu u để chỉ lớp các

điểm tương đương với u. Khi đó ta coi u như là điểm của không gian xạ ảnh

Pn (k).

1.2.8 Định nghĩa. i) Cho đa thức R ∈ k [x1, . . . , xn+1]. Nếu R (λu) = 0

với mọi λ ∈ k thì điểm

u ∈ Pn (k)

được gọi là nghiệm xạ ảnh của đa thức R.

ii) Giả sử B khác rỗng là tập gồm các đa thức thuần nhất trong vành đa

thức k [x1, . . . , xn+1]. Khi đó tập hợp

Z (B) =
{
u ∈ Pn (k) |R (u) = 0 với mọi R ∈ B

}
được gọi là tập đại số xạ ảnh trong không gian xạ ảnh Pn (k).

1.2.9 Định nghĩa. i) Nếu tập đại số M trong không gian xạ ảnh Pn (k)

không là hợp của hai tập đại số bé hơn thực sự thì ta nói rằng M bất

khả quy.

ii) Một tập đại số bất khả quy trong không gian xạ ảnh Pn (k) được gọi

là một đa tạp xạ ảnh.

iii) Một tập con mở của một đa tạp xạ ảnh trong không gian xạ ảnh gọi

là đa tạp tựa xạ ảnh.

1.3 Đường cong phẳng trong mặt phẳng afin

1.3.1 Định nghĩa. Đường cong phẳng L trong A2 (k) xác định bởi đa thức

R (x, y) là

L =
{

(u, v) ∈ A2 (k) |R (u, v) = 0
}
.

Đường cong L là bất khả quy nếu R (x, y) bất khả quy. Bậc của đường cong

xác định bởi đa thức R (x, y) là bậc của đa thức R (x, y).
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Giả sử R =
∏
i

Rei
i , trong đó Ri là các nhân tử bất khả quy của R và

ei ≥ 1. Ta gọi các Ri là các thành phần của R và ei là bội của thành phần

Ri. Nếu ei = 1 thì Ri gọi là thành phần đơn. Nếu ei > 1 thì Ri gọi là thành

phần bội.

Do vành đa thức k [x, y] là vành nhân tử hóa nên mọi đa thức R (x, y) ∈
k [x, y] đều có thể phân tích được một cách duy nhất thành thành phần bất

khả quy

R = Rs1
1 R

s2
2 . . . R

sl
l

trong đóR1, R2, . . . , Rl là các đa thức bất khả quy phân biệt và s1, s2, . . . , sl

là các số tự nhiên.

Bây giờ ta ký hiệu

Li =
{

(u, v) ∈ A2 (k) |Ri (u, v) = 0
}
, i = 1, 2, . . . , l.

Khi đó Li (i = 1, 2, . . . , l) là các thành phần bất khả quy của đường cong L
và đường cong L có sự phân tích thành các thành phần bất khả quy

L = L1 ∪ L2 ∪ . . . ∪ Ll.

Giả sử đa thức hai biến R (x, y) trên trường k có bậc n. Đặt

∼
R (x, y, z) = znR

(x
z
,
y

z

)
,

. Thế thì
∼
R (x, y, z) ∈ k [x, y, z] là đa thức thuần nhất bậc n.

∼
R (x, y, z) được

gọi là sự thuần nhất của đa thức R (x, y).

Ta ký hiệu

L̃ =
{

[u : v : w] ∈ P2 (k) |R̃ (u, v, w) = 0
}

thì L̃ được gọi là đường cong xạ ảnh tương ứng của đường cong L. Điểm

(u, v) thuộc đường cong L khi và chỉ khi điểm (u, v, 1) thuộc đường cong L̃.
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Đường cong L bất khả quy khi và chỉ khi đường cong L̃ bất khả quy. Nếu

đường cong L có sự phân tích thành các thành phần bất khả quy

L = L1 ∪ L2 ∪ . . . ∪ Ll

thì đường cong L̃ cũng có sự phân tích thành các thành phần bất khả quy

tương ứng

L̃ = L̃1 ∪ L̃2 ∪ . . . ∪ L̃l.

1.3.2 Định nghĩa. Cho đường cong phẳng L trong không gian afin A2 (k)

xác định bởi phương trình R (x, y) = 0 và điểm N (u, v) ∈ L. Điểm N được

gọi là điểm đơn của đường cong L nếu
∂R

∂x
(N) 6= 0 hoặc

∂R

∂y
(N) 6= 0. Đường

thẳng xác định bởi phương trình

∂R

∂x

∣∣∣
N

(x− u) +
∂R

∂y

∣∣∣
N

(y − v) = 0,

được gọi là đường tiếp tuyến với đường cong L tại điểm N . Một điểm không

phải là điểm đơn thì gọi là điểm kỳ dị. Nếu mọi điểm của đường cong L là

điểm đơn thì ta nói L là đường cong trơn.

1.3.3 Định nghĩa. Cho đường cong phẳng L trong không gian afin A2 (k)

xác định bởi phương trình R (x, y) = 0 và điểm N = (0, 0). Ta viết

R = Rt +Rt+1 + . . .+Rn,

trong đó Ri là đa thức thuần nhất bậc i trong vành đa thức k [x, y], Rt 6= 0.

Ta gọi t là số bội của đường cong L tạiN = (0, 0) và viết t = tN (R) = tN (L).

Rt là một đa thức thuần nhất hai biến trên trường đóng đại số nên ta

viết được Rt =
∏
i

Qqi
i trong đó Qi là các nhân tử tuyến tính. Các Qi được

gọi là các đường tiếp tuyến của đường cong L tại N = (0, 0); qi gọi là số bội

của tiếp tuyến. Qi gọi là tiếp tuyến đơn (kép, . . . ) nếu qi = 1 (2, . . .).

Nếu đường cong L có t tiếp tuyến đơn phân biệt tại N thì ta nói N là

điểm kỳ dị chính tắc của đường cong L.
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Giả sử R =
∏

Rei
i là sự phân tích R thành các thành phần bất khả quy.

Khi đó

tN (R) =
∑
i

ei tN (Ri),

Nếu Q là đường tiếp tuyến của Rj với số bội qj thì Q là tiếp tuyến của R

với bội số
∑
i

eiqi.

1.3.4 Nhận xét. Các định nghĩa trên đây đều có thể mở rộng cho điểm

N = (u, v) 6= (0, 0) bằng cách sử dụng phép tịnh tiến S (x, y) = (x+ u, y + v)

biến (0, 0) thành N . Khi đó Rs = R (x+ u, y + v) và ta định nghĩa tN (R)

chính là t(0,0) (Rs).
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CHƯƠNG2

ĐA THỨC DUY NHẤT MẠNH

CHO HỌ CÁC HÀM PHÂN HÌNH KHÁC HẰNG

Trong chương này, chúng tôi tìm hiểu thành phần bất khả quy của các

đường cong. Đồng thời, chúng tôi tìm hiểu một số điều kiện đủ để một đa

thức một biến trên trường K là đa thức duy nhất, đa thức duy nhất mạnh

cho họ các hàm phân hình khác hằng trên K trong trường hợp trường K có

đặc số 0 hoặc đặc số không chia hết bậc của đa thức. Nội dung của chương

này được tham khảo trong bài báo [5].

2.1 Thành phần bất khả quy của các đường

cong

Giả sử K là một trường đóng đại số có đặc số p ≥ 0, đầy đủ với giá trị

tuyệt đối không Acsimet.

Trong suốt chương này chúng ta giả thiết rằng P (X) là một đa thức

bậc n trong K [X]. Ta ký hiệu l là số nghiệm phân biệt của P ′ (X), và các

nghiệm của P ′ (X) là α1, . . . , αl. Ta ký hiệu m1, . . . ,ml lần lượt là các số bội

của các nghiệm của P ′ (X). Như vậy

P ′(X) = a(X − α1)
m1 . . . (X − αl)ml

trong đó a là hằng số khác 0.
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2.1.1 Định nghĩa. Đa thức P (X) gọi là thỏa mãn Giả thiết I nếu

P (αi) 6= P (αj), (2.1)

với mọi 1 ≤ i 6= j ≤ l.

Không mất tính tổng quát, ta giả sử rằng ta có các αi để mi không tăng.

Chúng ta lưu ý rằng Giả thiết I là một điều kiện chung và với Giả thiết I

việc lập luận, tính toán được thuận lợi hơn.

Giả sử đa thức P có dạng

P (X) = Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a1X + a0.

Ta ký hiệu µi là số bội của X −αi trong P (X)−P (αi). Khi đó P (X)−
P (αi) có dạng

P (X)−P (αi) = ∗(X − αi)µi + . . .+∗(X − αi)mi+1 + . . .+∗(X − αi)n (2.2)

trong đó ta sử dụng ∗ để biểu thị phần tử khác 0 trong K. Chúng ta sẽ sử

dụng ký hiệu này trong suốt Chương 2. Lưu ý rằng µi ≤ mi + 1 kể cả trong

trường hợp đặc số của K bằng không.

Ký hiệu F (X, Y, Z) là đa thức thuần nhất của đa thức hai biến

P (X)− P (Y )

X − Y
=

n∑
k=1

ak

k−1∑
j=0

Xk−1−jY j.

Ta có

F (X, Y, Z) =
n∑
k=1

k−1∑
j=0

akX
k−1−jY jZn−k = ZnP (X/Z)− P (Y/Z)

X − Y
(2.3)

Ký hiệu C là đường cong xác định bởi phương trình F (X, Y, Z) = 0. Tương

tự, giả sử Fc (X, Y, Z) đa thức thuần nhất của đa thức P (X) − cP (Y ) với

c 6= 0, 1, và Cc là đường cong được xác định bởi phương trình Fc(X, Y, Z) = 0.

Mục đích của chúng ta là xây dựng trên đường cong C và mỗi đường cong
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Cc, c 6= 0, 1, một 1− dạng chính quy hoặc tích các 1− dạng chính quy không

tầm thường trên mỗi một thành phần của đường cong.

Bây giờ chúng ta xem xét việc xây dựng này trên đường cong xác định bởi

phương trình F (X, Y, Z) = 0. Chúng ta có thể biểu diễn đa thức F (X, Y, Z)

dưới dạng một đa thức theo X − αiZ và Y − αiZ :

F (X, Y, Z) = ∗
[

(X − αiZ)µi − (Y − αiZ)µi

X − Y

]
Zn−µi

+ ∗
[

(X − αiZ)ωi − (Y − αiZ)ωi

X − Y

]
Zn−ωi

+ · · ·+ ∗
[

(X − αiZ)n − (Y − αiZ)n

X − Y

]
,

(2.4)

trong đó ωi là bậc của số hạng không triệt tiêu thứ hai trong (2.2). Từ (2.4)

và F (ϕ0, ϕ1, ϕ2) = 0 với tham số hóa ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2) tại pi = (αi, αi, 1), ta

có

ordpi, ϕ(X − αiZ) = ordpi, ϕ(Y − αiZ), (2.5)

do đó

ordpi,ϕ(X − Y ) = ordpi,ϕ(X − αiZ − (Y − αiZ)) ≥ ordpi,ϕ(X − αiZ) (2.6)

và

ordpi,ϕ

(
(X − αiZ)µi−1 + . . .+ (Y − αiZ)

µi−1
)
≥ (ωi − 1)ordpi, ϕ(X − αiZ)

(2.7)

Theo Định lý Euler, ta có điều kiện F (X, Y, Z) = 0 tương đương với

X
∂F

∂X
+ Y

∂F

∂Y
+ Z

∂F

∂Z
= 0.

Không gian tiếp xúc với đường cong C được xác định bởi các phương trình

F (X, Y, Z) = 0 và

dX
∂F

∂X
+ dY

∂F

∂Y
+ dZ

∂F

∂Z
= 0.
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Theo quy tắc của Cramer, ta có

γ :=
W(X, Y )

∂F

∂Z

=
W(Y, Z)

∂F

∂X

=
W(Z,X)

∂F

∂Y

(2.8)

là 1− dạng hữu tỷ xác định tốt, trong đó

W(X, Y ) =

∣∣∣∣∣ X Y

dX dY

∣∣∣∣∣ ,
W(Y, Z) =

∣∣∣∣∣ Y Z

dY dZ

∣∣∣∣∣ ,
W(Z,X) =

∣∣∣∣∣ Z X

dZ dX

∣∣∣∣∣ .
2.1.2 Mệnh đề. Giả sử đa thức P thỏa mãn Giả thiết I và mi được xếp theo

thứ tự không tăng. Khi đó, bất kỳ thành phần bất khả quy của đường cong

C đều chứa 1− dạng chính quy không tầm thường trong các trường hợp sau

đây:

(i) l ≥ 3, hoặc l = 2 và m2 ≥ 2;

(ii) p > 0, l = 2, m2 = 1, µ1 ≤ m1, và đường cong C không có các thành

phần tuyến tính;

(iii) p > 0, l = 1, µ1 ≤ m1 − 1, và đường cong C không có các thành phần

tuyến tính.

Chứng minh. Ta có

∂F

∂X
(X, Y, Z) =

aZn−1−
∑l
i=1miΠl

i=1(X − αiZ)mi

X − Y
,

∂F

∂Y
(X, Y, Z) =

−aZn−1−
∑l
i=1miΠl

i=1(Y − αiZ)mi

X − Y
.
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Kết hợp với (2.8) và giản ước các nhân tử chung, chúng ta nhận được 1−
dạng hữu tỷ sau đây

η =
W(Y, Z)

Πl
i=1(X − αiZ)mi

=
−W(X,Z)

Πl
i=1(Y − αiZ)mi

(2.9)

xác định tốt. η không có cực điểm nào thuộc đường cong xác định bởi Z = 0.

Trên phần hữu hạn của C (tức là Z 6= 0), các cực điểm có thể có của η chỉ

là {(αi, αj, 1) ∈ C| 1 ≤ i, j ≤ l} và từ Giả thiết I ta suy ra αi = αj. Đặt

m = 1 +
∑l

i=1
mi

và

ω :=
(X − Y )m−3∏l
i=1 (X − αiZ)mi

W(Y, Z) = (X − Y )m−3η.

Ta có ω xác định tốt trên đường cong C và ω chỉ có một cực điểm tại

pi = (αi, αi, 1) , 1 ≤ i ≤ l. Hơn nữa, từ (2.6) suy ra với mỗi j = 1, . . . , l, ta

có

ordpj ,ϕω ≥ (m−3−mj)ordpj ,ϕ(X−αjZ) =

 l∑
i6=j

mi

− 2

 ordpj ,ϕ(X−αjZ)

và ordpj ,ϕω ≥ 0 nếu l ≥ 3 hoặc l = 2 và m2 ≥ 2. Vì thế, ω là 1− dạng chính

quy trên đường cong C trong các trường hợp này. Đồng thời ta có X − Y
không phải là nhân tử của F (X, Y, Z). Điều này hoàn thành phép chứng

minh đối với trường hợp (i).

Đối với trường hợp (ii), giả sử rằng số bội µ1 của X − α1 trong P (X)−
P (α1) không lớn hơn m1 ; thế thì µ1 chia hết cho p và ta có thể viết được

µ1 = pab với a, b ≥ 1, p - b. Xét 1− dạng

ω :=
W(Y, Z)(X − Y )p

a−1((X − α1Z)b−1 + . . .+ (Y − α1Z)b−1)
pa

(X − α1Z)p
ab(X − α2Z)

xác định tốt trên P2 . Vì m1 ≥ pab nên chúng ta có thể viết ω dưới dạng

tích của η và một đa thức

ω = (X − Y )p
a−1((X − α1Z)b−1 + . . .+ (Y − α1Z)b−1)

pa

(X − α1Z)m1−pabη,
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do đó các cực điểm của ω cũng là các cực điểm của η. Theo (2.7) ta có

(α1, α1, 1) không là cực điểm của ω, và theo (2.6) ta có (α2, α2, 1) cũng không

là cực điểm của ω. Vì vậy, ω chính quy trên đường cong C. Nếu đường cong

C không có thành phần tuyến tính, thì ω là 1− dạng chính quy không tầm

thường trên mọi thành phần của C.

Bây giờ chúng ta xét trường hợp (iii), trong đó l = 1 và µ1 ≤ m1 − 1.

Tương tự, chúng ta có thể viết µ1 = pab với a, b ≥ 1, p - b. Giả sử ω1 − 1

là bậc của số hạng thứ hai trong (2.4). Nếu ω1 6= m1 + 1, thì ω1 chia hết

cho p, vì vậy ω1 − µ1 ≥ 2. Nếu ω1 = m1 + 1, thì ta cũng có ω1 − µ1 ≥ 2 vì

µ1 ≤ m1 + 1. Từ (2.7) ta suy ra

ω :=
W(Y, Z)(X − Y )p

a−1((X − α1Z)b−1 + . . .+ (Y − α1Z)b−1)
pa

(X − α1Z)µ1+1

= (X − Y )p
a−1 ((X − α1Z)b−1 + . . .

+(Y − α1Z)b−1
)pa

(X − α1Z)m1−µ1−1η

chính quy trên đường cong C. Hơn nữa, ω không tầm thường trên mọi thành

phần của đường cong C nếu đường cong C không có thành phần tuyến tính.

Bây giờ chúng ta xem xét việc xây dựng 1− dạng chính quy không tầm

thường trên mỗi một thành phần của đường cong Cc xác định bởi phương

trình Fc (X, Y, Z) = 0 với c 6= 0, 1. Theo (2.8)ta có

γ :=
W(Y, Z)

∂Fc
∂X

− W(Z,X)

∂Fc
∂Y

− W(X, Y )

∂Fc
∂Z

là 1− dạng hữu tỷ xác định tốt. Ta có

∂Fc
∂X

(X, Y, Z) = aZn−1−
∑l
i=1mi

l∏
i=1

(X − αiZ)mi,

∂Fc
∂Y

(X, Y, Z) = −caZn−1−
∑l
i=1mi

l∏
i=1

(Y − αiZ)mi.
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Ta xem xét 1− dạng

η :=
W(Y, Z)

(X − αlZ)m1 . . . (X − αlZ)ml

≡ W(Z,X)

−c(Y − αlZ)ml . . . (Y − αlZ)ml
(2.10)

Đặt

l0 := # {(i, j) |P (αi) = cP (αj)} .

Vì P (X) thỏa mãn Giả thiết I nên 0 ≤ l0 ≤ l, và l0 = l khi và chỉ khi tồn

tại một hoán vị φ của {1, . . . , l} sao cho (αi, αφ(i), 1) ∈ Cc với i = 1, . . . , l,

nghĩa là
P (α1)

P (αφ(1))
=

P (α2)

P (αφ(2))
= . . . =

P (αl)

P (αφ(l))
= c.

Do đó, η có thể có nhiều nhất l0 cực điểm tại (αi, αj, 1) với P (αi) = cP (αj).

Để đơn giản hóa ký hiệu, từ đây về sau, ta luôn ký hiệu φ là một hoán vị

của {1, . . . , l} sao cho φ (i) = j nếu P (αi) = cP (αj).

2.1.3 Mệnh đề. Giả sử đa thức P thỏa mãn Giả thiết I, và φ là một hoán vị

của {1, . . . , l} sao cho φ (i) = j nếu P (αi) = cP (αj). Nếu tồn tại 1 ≤ i ≤ l

sao cho
∣∣mi −mφ(i)

∣∣ ≥ 2, thì mọi thành phần bất khả quy của đường cong Cc

đều chứa 1− dạng chính quy không tầm thường.

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, chúng ta có thể giả sử rằng

mi −mφ(i) ≥ 2. Đặt

ω :=
W(Y, Z)(Y − αφ(i)Z)mi−2

(X − αiZ)mi
.

Ta có ω xác định tốt và ω chỉ có thể có các cực điểm tại (αi, αj, 1) , j 6= i. Vì P

thỏa mãn Giả thiết I nên (αi, αj, 1) /∈ Cc với mỗi j 6= i nếu P (αi) 6= cP (αφ(i)).

Do đó, ω chính quy trên đường cong Cc.

Mặt khác, từ hệ thức

W(Y, Z)(Y − αφ(i)Z)mi−2

(X − αiZ)mi
= (Y − αφ(i)Z)mi−mφ(i)−2W(Y, Z)(Y − αφ(i)Z)mφ(i)

(X − αiZ)mi
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và mi −mφ(i) ≥ 2, ta có cực điểm của ω cũng là cực điểm của

W(Y, Z)(Y − αφ(i)Z)mφ(i)

(X − αiZ)mi
.

Theo (2.10) và Giả thiết I ta có 1− dạng này cũng chính quy trên đường cong

Cc. Đồng thời Cc không có nhân tử nào có dạng aY −bZ, vì thếW (Y, Z) 6≡ 0.

Như vậy ω không tầm thường trên bất kỳ thành phần nào của Cc.

2.2 Đa thức duy nhất mạnh cho họ các hàm

phân hình khác hằng

Trong mục này, chúng tôi tìm hiểu điều kiện đủ để một đa thức một biến

trên trường K là đa thức duy nhất mạnh cho họ các hàm phân hình khác

hằng trên K trong trường hợp trường K có đặc số 0 hoặc đặc số p không

chia hết bậc của đa thức.

Ký hiệu H∗ (K) là tập hợp các hàm phân hình khác hằng xác định trên

K và F là một tập con khác rỗng của H∗ (K).

2.2.1 Định nghĩa. Đa thức một biến P xác định trên trường K được gọi là

đa thức duy nhất cho họ hàm F nếu với mọi hàm khác hằng f, g ∈ F thỏa

mãn điều kiện P (f) = P (g) thì f = g.

Đa thức một biến P xác định trên trường K được gọi là đa thức duy nhất

mạnh cho họ hàm F nếu với mọi hàm khác hằng f, g ∈ F và hằng số c khác

0 thỏa mãn điều kiện P (f) = cP (g) thì c = 1 và f = g.

2.2.2 Định nghĩa. Tập con S của trường K gọi là tập cứng afin nếu không

tồn tại phép biến đổi afin α = ux + v, u, v ∈ K khác phép đồng nhất để

α (S) = S.

Với đa thức P (X) chúng ta lưu ý ba trường hợp đặc biệt như sau:

(1A) l = 1 và số bội của X − α1 trong P (X)− P (α1) là ≥ m1;
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(1B) l = 2, min {m1,m2} = 1, và số bội của X − αi trong P (X)− P (αi) là

mi + 1 với i = 1, 2;

(1C) n = 4, l = 3, và tồn tại một hoán vị φ của {1, 2, 3} sao cho φ (i) 6= i

với i = 1, 2, 3 và tồn tại một nghiệm ω của ω2 + ω + 1 = 0 sao cho

ω=
P (αi)

P (αφ(i))
, với i = 1, 2, 3.

2.2.3 Định lý. Giả sử đa thức P (X) thỏa mãn Giả thiết I. Giả sử p = 0,

hoặc p > 0 và p - n. Ký hiệu S là tập không điểm của P và giả sử S là tập

cứng afin. Khi đó

(I) P (X) thuộc trường hợp (1A) hoặc (1B) ở trên, hoặc P (X) là đa thức

duy nhất cho họ H∗ (K) .

(II) P (X) thuộc trường hợp (1A), (1B) hoặc (1C) ở trên, hoặc P (X) là

đa thức duy nhất mạnh cho họ H∗ (K).

2.2.4 Chú ý. Giả sử pi =
(
αi, αφ(i), 1

)
và pj =

(
αj, αφ(j), 1

)
là các điểm phân

biệt trong P 2. Gọi Lij là dạng tuyến tính được xác định như sau:

Lij :=
(
Y − αφ(j)Z

)
−
αφ(i) − αφ(j)
αi − αj

(X − αjZ) . (2.11)

Nói cách khác, Lij = 0 là đường thẳng đi qua pi và pj. Do đó, Lij cũng bằng(
Y − αφ(i)Z

)
−
αφ(i) − αφ(j)
αi − αj

(X − αiZ) .

Ta có

ordpi,ϕLij ≥ min
{
ordpi,ϕ (X − αiZ) , ordpi,ϕ

(
Y − αφ(i)Z

)}
(2.12)

và

ordpj ,ϕLij ≥ min
{
ordpj ,ϕ (X − αjZ) , ordpj ,ϕ

(
Y − αφ(j)Z

)}
(2.13)
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Để chứng minh Định lý 2.2.3 ta cần một số bổ đề, mệnh đề sau đây.

2.2.5 Bổ đề. Giả sử đa thức P thỏa mãn Giả thiết I và mi được xếp theo

thứ tự không tăng. Nếu đường cong Cc không có nhân tử tuyến tính thì mọi

thành phần bất khả quy của đường cong Cc đều chứa 1 – dạng chính quy

không tầm thường ngoại trừ các trường hợp sau đây:

(i) l = l0 = 3 và m1 = m2 = m3 = 1 ;

(ii) l = 2, m1 = m2 = 1 và l0 = 1, 2 ;

(iii) l = 1 và m1 = 1.

Chứng minh. Nếu l = 1, thì

ω :=
W(Y, Z)

(X − α1Z)2
= (X − α1Z)m1−2η

xác định tốt và chính quy trên đường cong Cc với m1 ≥ 2. Do đường cong

xác định bởi phương trình X−α1Z = 0 không phải là thành phần của đường

cong Cc, nên ω không tầm thường trên bất kỳ thành phần bất khả quy nào

của Cc.

Bây giờ chúng ta giả sử rằng l ≥ 2. Nếum2 ≥ 2 thìm1+m2−2 ≥ m1 ≥ mi

với 1 ≤ i ≤ l. Các cực điểm có thể có của 1 – dạng

ω :=
W(Y, Z)Lm1+m2−2

12

(X − α1Z)m1(X − α2Z)m2

trên đường cong Cc là

pi = (αi, αφ(i),1), i = 1, 2.

Nếu

ord p1,ϕ (X − α1Z) ≤ ord p1,ϕ(Y − αφ(1)Z)

thì

ord p1,ϕL12 = ord p1,ϕ(X − α1Z).
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Do đó, khi m1 +m2 − 2 ≥ m1 thì ω chính quy tại p1. Nếu

ord p1,ϕ (X − α1Z) > ord p1,ϕ(Y − αφ(1)Z)

thì

ord p1,ϕL12 = ord p1,ϕ(Y − αφ(1)Z).

Theo (2.10), ta có

W(Y, Z)(Y − αφ(1)Z)mφ(1)

(X − α1Z)m1
≡ W(Y, Z)(X − α2Z)m2 . . . (X − αlZ)ml

−c(Y − αφ(2)Z)mφ(2) . . . (Y − αφ(l)Z)mφ(l)

chính quy.

Do

m1 +m2 − 2 ≥ mφ(1)

và

ord p1,ϕL12 = ord p1(Y − αφ(1)Z)

nên ω chính quy. Tính chính quy của ω tại p2 cũng được thiết lập tương tự.

Như vậy, ω chính quy trên đường cong Cc và không tầm thường trên bất kỳ

thành phần nào của Cc.

Bây giờ ta xét trường hợp m2 = 1. Trong trường hợp này p 6= 2 và mi = 1

với i = 2, . . . , l. Theo Mệnh đề 2.1.3 chúng ta chỉ cần xem xét các trường

hợp m1 = 1 và m1 = 2. Trước hết ta giả sử rằng m1 = 2. Vì p 6= 2, nên

µ1 = m1 + 1 = 3.

Tương tự, chúng ta có µφ(1) = mφ(1) + 1 = 2, vì φ (1) 6= 1 và mi = 1 với

i = 2, . . . , l. Đặt

ω :=
W(Y,Z)L12

(X − α1Z)2(X − α2Z)
.

Ta có ω xác định tốt trong P 2 và các cực điểm có thể có trên đường cong Cc

là p1 = (α1, αφ(1), 1) và p2 = (α2, αφ(2), 1). Nếu pi /∈ Cc thì ω chính quy trên

đường cong Cc tại điểm pi.
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Nếu p1 ∈ Cc thì từ biểu thức của Fc (X, Y, Z) ta có

3 ord p1,ϕ(X − α1Z) = 2 ord p1,ϕ(Y − αφ(1)Z > 0.

Vì thế,

2 ≤ ord p1,ϕ(X − α1Z) < ord p1,ϕ(Y − αφ(1)Z)

và

ord p1,ϕL12 = ord p1,ϕ(X − α1Z).

Từ đó suy ra

ord p1,ϕω = ord p1,ϕW(Y, Z) + ord p1,ϕL12 − 2 ord p1,ϕ(X − α1Z)

≥ ord p1,ϕ(Y − αφ(1)Z) − ord p1,ϕ(X − α1Z)− 1

≥ 0.

Tương tự, nếu p2 ∈ Cc thì

2 ord p2,ϕ(X − α2Z)= (mφ(2) + 1) ord p2,ϕ(Y − αφ(2)Z) > 0

trong đó mφ(2) = 1, 2.

Nếu mφ(2) = 1 thì

ord p2,ϕ

(
Y − αφ(2)Z

)
= ord p2,ϕ (X − α2Z)

và ω chính quy tại p2.

Nếu mφ(2) = 2 thì

3 ord p2,ϕ(Y − αφ(2)Z) = 2 ord p2,ϕ (X − α2Z) > 0

và ω cũng chính quy tại p2.

Cuối cùng, chúng ta xem xét trường hợp m1 = 1. Nếu l0 ≤ l − 2 thì

chúng ta có thể giả thiết rằng (α1, αj, 1) và (α2, αj, 1) không thuộc Cc với

1 ≤ j ≤ l. Khi đó 1 – dạng

ω :=
W(Y, Z)

(X − α1Z)(X − α2Z)
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chính quy trên Cc theo (2.10).

Nếu l0 = l − 1, thì ta có thể giả thiết rằng (α1, αj, 1) /∈ Cc với 1 ≤ j ≤ l và

(αi, αφ(i), 1) ∈ Cc với 2 ≤ i ≤ l.

Giả sử rằng l ≥ 3, thế thì

ω :=
W(Y, Z)L23

(X − α1Z)(X − α2Z)(X − α3Z)

xác định tốt và chính quy trên Cc. Nếu l0 = l, ta có l ≥ 4, và

ω :=
W(Y, Z)L12L34

(X − α1Z)(X − α2Z)(X − α3Z)(X − α4Z)

chính quy trên Cc. Vì Cc không có thành phần tuyến tính nên hạn chế của

ω lên bất kỳ thành phần nào của Cc đều không tầm thường.

2.2.6 Nhận xét. Trong [9], có một trường hợp ngoại lệ khác: n = 5, l =

l0 = 2,m1 = m2 = 2 và µi = mi + 1. Trường hợp này thực sự có thể được

loại bỏ vì X +Y −α1Z −α2Z là một nhân tử tuyến tính của Cc và điều này

đồng nghĩa với S không là tập cứng afin.

2.2.7 Bổ đề. Giả sử λ1, λ2 là các hằng số khác 0 và b là một số nguyên

dương. Đặt

A (X, Y, Z) = λ1

[
(X − αZ)b − (Y − αZ)b

X − Y

]
Z

+λ2

[
(X − αZ)b+1 − (Y − αZ)b+1

X − Y

]
.

Khi đó đường cong xác định bởi phương trình A (X, Y, Z) = 0 là đường cong

bất khả quy có giống 0.

Chứng minh.Không mất tính tổng quát, chúng ta có thể giả sử rằng α = 0

bằng cách thực hiện một phép biến đổi tuyến tính. Thế thì A (X, Y, Z) có

dạng

A(X, Y, Z) = λ1

[
Xb − Y b

X − Y

]
Z + λ2

[
Xb+1 − Y b+1

X − Y

]
.
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Nếu A (X, Y, Z) khả quy thì b ≥ 2 và A (X, Y, Z) có thể phân tích thành

nhân tử

A(X, Y, Z) = [Hj(X, Y )Z +Hj+1(X, Y )]Gb−1−j(X, Y )

trong đó Hj, Hj+1 và Gb−1−j là các đa thức thuần nhất theo X và Y với bậc

lần lượt là j, j + 1, b− j − 1. Từ biểu thức của A (X, Y, Z), ta có

Gb−1−j(X, Y )

∣∣∣∣[Xb+1 − Y b+1

X − Y

]
và

Gb−1−j(X, Y )

∣∣∣∣[Xb − Y b

X − Y

]
Vì gcd (b, b+ 1) = 1, nên điều này không thể xảy ra được trừ khiGb−1−j (X, Y )

là hằng số. Như vậy, đường cong xác định bởi phương trình A (X, Y, Z) = 0

là bất khả quy. Đường cong này chỉ có một điểm bội (0, 0, 1) với số bội b−1.

Vì vậy số khuyết của đường cong này là

δA =
(degA− 1)(degA− 2)

2
− (b− 1)(b− 2)

2
= 0.

Do đó, đường cong có giống bằng 0.

Chứng minh Định lý 2.2.3. Ta có P (X) là đa thức duy nhất cho họ

các hàm phân hình nếu đường cong C chứa 1 – dạng chính quy không tầm

thường trên mỗi một thành phần của đường cong, và P (X) là đa thức duy

nhất mạnh cho họ các hàm phân hình nếu đường cong C và mỗi đường cong

Cc, c 6= 0, 1, chứa 1 – dạng chính quy không tầm thường trên mỗi một thành

phần của đường cong. Do đó theo Mệnh đề 2.1.2, ta có P (X) là đa thức duy

nhất nếu tập S các không điểm của P (X) là tập cứng afin trừ khi

(i) l = 1 và µ1 = m1,

(ii) l = 1 và µ1 = m1 + 1,

hoặc
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(iii) l = 2, min{m1,m2} = m2 = 1 và µi = mi + 1 với i = 1, 2.

Do p - n nên n =

(∑l

i=1
mi

)
+ 1. Vì thế, n = m1 + 1 trong các trường

hợp (i) , (ii) , và n = m1 + 2 trong trường hợp (iii). Do đó, trong trường hợp

(i), ta có đường cong C được xác định bởi

F (X, Y, Z) = ∗
[

(X − α1Z)m1 − (Y − α1Z)m1

X − Y

]
Z

+ ∗

[
(X − α1Z)m1+1 − (Y − α1Z)m1+1

X − Y

]
.

Theo Bổ đề 2.2.7 ta có đường cong C là bất khả quy và có giống bằng 0.

Trong trường hợp (ii), đường cong C được xác định bởi

F (X, Y, Z) = ∗

[
(X − α1Z)m1+1 − (Y − α1Z)m1+1

X − Y

]
có thể được phân tích thành các thành phần tuyến tính. Do đó S không là

tập cứng afin.

Trong trường hợp (iii), đường cong C được xác định bởi

F (X, Y, Z) = ∗

[
(X − α1Z)m1+1 − (Y − α1Z)m1+1

X − Y

]
Z

+ ∗

[
(X − α1Z)m1+2 − (Y − α1Z)m1+2

X − Y

]
.

Theo Bổ đề 2.2.7, đường cong C là bất khả quy và có giống bằng 0. Tương

tự, theo Mệnh đề 2.1.2 và Bổ đề 2.2.5, ta có P (X) là đa thức duy nhất mạnh

nếu tập các không điểm S của P (X) là tập cứng afin ngoại trừ các trường

hợp (i)− (iii) ở trên và (iv) l = l0 = 3 và m1 = m2 = m3 = 1.

Ta đã có P (X) không là đa thức duy nhất trong các trường hợp (i)−(iii).

Đối với trường hợp (iv), ta có n = 4 và

P (α1)

P (αφ(1))
=

P (α2)

P (αφ(2))
=

P (α3)

P (αφ(3))
= ω,
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trong đó

{φ (1) , φ (2) , φ (3)} = {1, 2, 3} , φ (i) 6= i, i = 1, 2, 3 và ω2 + ω + 1 = 0.

Trong trường hợp này đường cong Cω xác định bởi phương trình Fω (X, Y, Z) =

0 là bất khả quy và có giống bằng 0. Do đó, P (X) không là đa thức duy

nhất mạnh. Điều này kết thúc phép chứng minh định lý.
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KẾT LUẬN

Trên cơ sở tham khảo các tài liệu, trong luận văn này chúng tôi đã tập

trung tìm hiểu và trình bày những nội dung sau đây:

1. Đa tạp trong không gian afin và không gian xạ ảnh, đường cong trong

mặt phẳng afin, trường định chuẩn.

2. Thành phần bất khả quy của các đường cong.

3. Một số điều kiện đủ để một đa thức một biến trên trường K là đa thức

duy nhất mạnh cho họ các hàm phân hình khác hằng trên K trong trường

hợp trường K có đặc số 0 hoặc đặc số không chia hết bậc của đa thức.
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