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MỞ ĐẦU

Trong đại số, lý thuyết vành là lĩnh vực nghiên cứu về các cấu trúc đại số

với phép cộng và phép nhân được định nghĩa và có các thuộc tính tương tự như

các phép toán được định nghĩa cho số nguyên. Lý thuyết vành nghiên cứu cấu

trúc của các vành, các biểu diễn của chúng và các lớp vành đặc biệt. Trong đó,

các lớp vành số như vành đa thức, vành chuỗi lũy thừa hình thức hay các tính

chất chia hết trên vành số nguyên đã được nghiên cứu trên nhiều đối tượng sơ

cấp và đã có nhiều kết quả phố dụng.

Tuy vậy, việc tiếp cận giải quyết các bài toán sơ cấp thông qua xây dựng các

đồng cấu vành trên các lớp vành số cũng như vận dụng các tính chất số học,

đại số đặc trưng của các lớp vành số này vẫn còn nhiều khía cạnh chưa được

khai thác và trình bày một cách có hệ thống.

Trên cơ sở quá trình nghiên cứu và thực tiễn giảng dạy ở bậc phổ thông,

chúng tôi xây dựng các nhóm bài toán liên quan có thể giải được bằng các kiến

thức về lớp các vành số và ngược lại, từ các nhóm bài toán cụ thể, xây dựng, tìm

kiếm những lý thuyết, công cụ phù hợp để giải quyết chúng một cách hiệu quả.

Với mong muốn tìm hiểu, cũng như hệ thống hóa lại một cách cơ bản những ứng

dụng của một số lớp vành số trong việc tiếp cận, giải quyết một số đối tượng

bài toán sơ cấp, chúng tôi chọn đề tài: "Ứng dụng của một số lớp vành số

vào giải toán sơ cấp" làm nội dung nghiên cứu trong đồ án tốt nghiệp của

mình.
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Ngoài phần mở đầu, kết luận và tài liệu tham khảo, nội dung của đồ án được

chia thành hai chương.

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị, Chương này trình bày các kiến thức cơ sở,

các ví dụ cũng như tập trung hoàn thiện một số vấn đề lý thuyết theo góc nhìn

sơ cấp để thuận tiện sử dụng ở chương 2. Do khuôn khổ của đồ án, các chứng

minh cơ bản và kinh điển sẽ không được nhắc lại .

Chương 2. Ứng dụng của một số lớp vành số vào giải toán sơ cấp, Chương

này là nội dung chính của đồ án, trọng tâm là việc xây dựng và trình bày các

tính chất liên quan của các lớp vành số và sử dụng chúng trong giải quyết bài

toán sơ cấp.

Đồ án được thực hiện tại Trường Đại học Vinh dưới sự hướng dẫn khoa học

của TS. Thiều Đình Phong và được thực nghiệm tại Trường THPT Chuyên Hà

Tĩnh - nơi tác giả công tác. Tác giả xin được bày tỏ lời cảm ơn sâu sắc tới quý

Trường, quý thầy cô, bạn bè, gia đình và đồng nghiệp đã quan tâm tạo điều

kiện giúp đỡ tác giả trong quá tình học tập và hoàn thành đồ án.

Trân trọng.

Nghệ An, tháng 11 năm 2024

Tác giả
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1 Vành, vành con, miền nguyên, iđêan

Định nghĩa 1.1.1. Tập hợp R khác rỗng cùng với các phép toán hai ngôi

(+), (.) trên R được gọi là một vành nếu thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) (R,+) là một nhóm Abel có phần tử đơn vị là 0.

(ii) (R, .) là một nửa nhóm.

(iii) Phép nhân (.) phân phối về hai phía đối với phép cộng.

Vành R được gọi là vành giao hoán nếu phép nhân trong R có tính chất giao

hoán, vành R được gọi là có đơn vị nếu phép nhân có đơn vị.

Vành R giao hoán, có đơn vị, thỏa mãn thêm điều kiện đơn vị 1 khác 0 và

mọi phần tử khác 0 của R đều khả nghịch đối với phép nhân thì khi đó R được

gọi là một trường.

Ví dụ 1.1.2. (i) Với phép cộng và phép nhân thông thường, Z là vành giao

hoán có đơn vị là 1; Q,R,C là trường.

(ii) Cho n là số nguyên dương lớn hơn 1, Zn = {0, 1, ..., n} cùng với phép cộng

và phép nhân các lớp thặng dư là một vành giao hoán có đơn vị và được

gọi là vành các lớp thặng dư môđun n. Nếu n là số nguyên tố p thì Zp là

một trường.

(iii) Cho i là đơn vị ảo trong trường các số phức C, tức là i2 = −1. Khi đó

Z[i] = {m+ ni|m,n ∈ Z} với các phép cộng và phép nhân số phức là một

vành giao hoán, có đơn vị.
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Định nghĩa 1.1.3. Tập con khác rỗng A của một vành R là một vành con của

R nếu và chỉ nếu hai điều kiện sau được thỏa mãn:

(i) x− y ∈ A với mọi x, y ∈ A;

(ii) xy ∈ A với mọi x, y ∈ A.

Ví dụ 1.1.4. (i) Cho m là số nguyên dương. Khi đó mZ = {0,±m,±2m, ...}
là vành con của Z.

(ii) Cho R là một vành có đơn vị, khi đó tập U các phần tử khả nghịch trong

R lập thành một vành con của R.

Định nghĩa 1.1.5. Cho R là một vành giao hoán có đơn vị và có nhiều hơn

một phần tử.

(i) Một phần tử a ∈ R được gọi là một ước của không, nếu tồn tại phần tử

b ∈ R, b ̸= 0 để ab = 0.

(ii) R được gọi là miền nguyên nếu trong R không có ước của không nào ngoài

phần tử 0.

Ví dụ 1.1.6. (i) Trong vành Z6, các lớp 2, 3 là các ước của không. Vành Zp

với p là số nguyên tố, không có ước của không nên là một miền nguyên.

(ii) Z,Q,R,C,Z[i] là các miền nguyên.

(iii) Z[
√
2] = {a+ b

√
2|a, b ∈ Z} là miền nguyên.

(iv) Z2[i] = {a + bi|a, b ∈ Z2} không là một miền nguyên do có các ước của

không, chẳng hạn như là (1 + i) vì (1 + i)(1− i) = 1 + 1 = 0.

Định nghĩa 1.1.7. Một tập con khác rỗng I của vành R là một iđêan của R

nếu và chỉ nếu các tính chất sau được thỏa mãn.

(i) a− b ∈ I với mọi a, b ∈ I;

(ii) ax ∈ I và xa ∈ I, với mọi a ∈ I và x ∈ R.

Ví dụ 1.1.8. (i) {0} và R là các iđêan con của vành R.

(ii) Z là một vành con của Q tuy nhiên Z không là iđêan của Q.
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Định nghĩa 1.1.9. (i) Cho I là một iđêan của vành R và S là một tập con

của I. Tập S được gọi là hệ sinh của iđêan I nếu mọi phần tử của I đều

biểu diễn được dưới dạng

t1x1r1 + t2x2r2 + ...+ tnxnrn với n ∈ N∗, xi ∈ S, ri, ti ∈ R, i = 1, n.

Khi đó, ta ký hiệu I = ⟨S⟩.

(ii) Cho R là một vành giao hoán, một iđêan P của R được gọi là iđêan nguyên

tố nếu thỏa mãn các điều kiện:

(a) P ̸= R

(b) Với a, b ∈ R, nếu ab ∈ P thì a ∈ P hoặc b ∈ P .

(iii) Cho R là một vành giao hoán, một iđêan M của R được gọi là iđêan tối

đại nếu thỏa mãn các điều kiện:

(a) M ̸= R

(b) Với bất kỳ iđêan A của R thỏa mãn M ⊆ A ⊆ R thì A = M hoặc

A = R.

Ví dụ 1.1.10. (i) Iđêan ⟨4⟩ = {4n|n ∈ Z} không là một iđêan nguyên tố của

Z do 2.6 = 12 ∈ ⟨4⟩ nhưng 2 /∈ ⟨4⟩ và 6 /∈ ⟨4⟩.

(ii) ⟨2⟩ = {0; 2; 4} và ⟨3⟩ = {0; 3} là các iđêan tối đại của Z6.

(iii) Iđêan ⟨4⟩ không là iđêan tối đại của Z nhưng là iđêan tối đại của 2Z.

1.2 Đồng cấu vành

Định nghĩa 1.2.1. Một ánh xạ f từ vành X đến vành Y được gọi là một đồng

cấu vành nếu f(a+ b) = f(a) + f(b) và f(ab) = f(a).f(b) với mọi a, b ∈ X.

Ví dụ 1.2.2. Với số nguyên dương d > 1 là số không chính phương (không tồn

tại số nguyên tố p sao cho p2|d). Ta có

Z[
√
d] = {a+ b

√
d|a, b ∈ Z}

và

Z[
√
−d] = Z[i

√
d] = {a+ ib

√
d|a, b ∈ Z, i2 = −1}
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với phép cộng và phép nhân thông thường lập thành một vành giao hoán có

đơn vị, Khi đó các ánh xạ:

(i) f : Z[
√
d] → Z[

√
d]

a+ b
√
d 7→ a− b

√
d

(ii) f : Z[
√
−d] → Z[

√
−d]

a+ ib
√
d 7→ a− ib

√
d

đều là các tự đẳng cấu.

Định lí 1.2.3. Giả sử f : X → Y là một đồng cấu vành, khi đó:

(i) f(0) = 0.

(ii) f(−x) = −f(x),∀x ∈ X.

(iii) Ảnh Im f = f(X) của f là một vành con của Y.

(iv) Hạch Ker f = f−1(0) = {x ∈ X|f(x) = 0} là một iđêan của X.

1.3 Quan hệ chia hết trên miền nguyên

Định nghĩa 1.3.1. Cho R là một miền nguyên với đơn vị 1. Trên R ta có các

khái niệm như sau:

(i) Phần tử a được gọi là một ước của phần tử b nếu tồn tại phần tử c để

b = ac.

(ii) Mọi phần tử khả nghịch của R đều là ước của đơn vị.

(iii) Hai phần tử a, b được gọi là liên kết nếu a là ước của b và b là ước của a.

(iv) a được gọi là một ước thực sự của b nếu a là một ước của b, đồng thời a

không khả nghịch và cũng không liên kết với b.

(v) Phần tử khác 0 và không khả nghịch p được gọi là một phần tử bất khả

quy nếu p không có ước thực sự nào.

(vi) Phần tử khác 0 và không khả nghịch p được gọi là phần tử nguyên tố nếu

p chia hết xy thì p chia hết x hoặc p chia hết y.
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Ví dụ 1.3.2. (i) Trong Z7, ta có 3.4 = 12 = 5 và 5.2 = 10 = 3 hay 3 và 5 là

hai phần tử liên kết với nhau trong Z7.

(ii) Các phần tử 1− i, 1 + i là các phần tử bất khả quy trong Z[i].

(iii) Phần tử 2 là phần tử nguyên tố nhưng không là phần tử bất khả quy trong

vành Z6.

(iv) Phần tử 1 +
√
3 là phần tử bất khả quy nhưng không là phần tử nguyên

tố trong Z[
√
3].

(v) Trong vành Z, các số ±2,±3,±4,±6 là các ước thực sự của 12 còn ±1,±12

là các ước không thực sự của 12.

1.4 Vành chính, vành Gauss, vành Euclide

Định nghĩa 1.4.1. Giả sử R là một miền nguyên. Khi đó R được gọi là vành

chính nếu mọi iđêan của R đều là iđêan chính (iđêan sinh bởi một phần tử).

Định nghĩa 1.4.2. Cho R là một vành và a, b ∈ R.

(i) Phần tử d ∈ R được gọi là ước chung của a và b nếu d|a và d|b.

(ii) Phần tử d ∈ R được gọi là ước chung lớn nhất của a và b, ký hiệu d =

gcd(a, b) nếu thỏa mãn hai điều kiện sau:

(a) d là một ước chung của a và b.

(b) Nếu c là một ước chung của a và b thì c|d.

Nhận xét 1.4.3. Trong một vành chính, ước chung lớn nhất của hai phần tử

luôn tồn tại.

Định nghĩa 1.4.4. Một phần tử x ̸= 0 trong miền nguyên R được gọi là có

sự phân tích duy nhất thành tích các phần tử bất khả quy nếu thoản mãn các

điều kiện sau:

(i) x phân tích được thành tích các phần tử trong R dạng

x = u.p1.p2...pn,

trong đó u khả nghịch, pi là các phần tử bất khả quy.
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(ii) Nếu x có một sự phân tích tương tự khác dạng

x = v.q1.q2...qm,

trong đó v khả nghịch, qi là các phần tử bất khả quy thì m = n và pi và

qi là liên kết (sau một phép hoán vị các chỉ số nếu cần thiết).

Định nghĩa 1.4.5. Một miền nguyên R thoả mãn điều kiện mọi phần tử khác

0 đều có phân tích duy nhất thành tích các phần tử bất khả quy, được gọi là

một vành nhân tử hóa (hay còn gọi là vành Gauss).

Nhận xét 1.4.6. Mỗi vành chính là một vành nhân tử hóa.

Ví dụ 1.4.7. (i) Vành các số nguyên Z là vành chính vì mọi iđêan của Z là

iđêan chính dạng mZ với m ∈ Z.

(ii) Vành Z[
√
−3] = {a + b

√
−3|a, b ∈ Z} là một miền nguyên nhưng không

phải là vành Gauss vì có phân tích không duy nhất, chẳng hạn như

4 = 2.2 = (1 +
√
−3)(1−

√
−3).

(iii) Vành Z[i] là một vành chính.

Định nghĩa 1.4.8. Một miền nguyên R được gọi là vành Euclide nên trên R

có một ánh xạ J : R\{0} → N thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) J(ab) ≥ J(a) với mọi a, b khác 0 trong R.

(ii) Với ∀a, b ∈ R, b ̸= 0, tồn tại q, r ∈ R sao cho a = bq + r, trong đó r = 0

hoặc nếu r ̸= 0 thì J(r) < J(b).

Ánh xạ J được gọi là ánh xạ Euclide trên R.

Nhận xét 1.4.9. Mọi vành Euclide đều là vành chính.

Ví dụ 1.4.10. (i) Vành các số nguyên Z là vành Euclide vì có ánh xạ Euclide

J : Z\{0} → N, xác định bởi J(n) = |n|

(ii) Vành các số nguyên Gauss Z[i] là vành Euclide với ánh xạ Euclide J :

Z[i]\{0} → N, xác định bởi J(n) = |n|2
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1.5 Vành đa thức một ẩn

Định nghĩa 1.5.1. Cho R là một vành và S là một vành chứa R với x ∈ S.

Khi đó ta nói x là một phần tử siêu việt trên R nếu với mọi a0, a1, ..., an ∈ R,

(n ≥ 0) mà a0 + a1x+ ...+ anx
n = 0 trong S thì ai = 0,∀0 ≥ i ≥ n.

Nếu x không phải là phần tử siêu việt trên R thì x được gọi là phần tử đại

số trên R.

Định lí 1.5.2. Cho R là một vành giao hoán có đơn vị 1. Khi đó tồn tại cặp

(S, x) thỏa mãn các điều kiện sau.

(i) S là một vành giao hoán chứa R như là một vành con của S.

(ii) x ∈ S và x siêu việt trên R.

(iii) Mỗi phần tử 0 ̸= f ∈ S đều biểu diễn được một cách duy nhất dưới dạng

f = a0 + a1x+ ...+ anx
n trong đó a0, a1, ..., an ∈ R(n ≥ 0) và an ̸= 0.

Định nghĩa 1.5.3. Vành S xác định duy nhất như trong Định lý 1.5.2 được

gọi là vành đa thức một ẩn x trên vành R và ký hiệu S := R[x]

Nhận xét 1.5.4. Nếu R là một miền nguyên thì vành đa thức R[x] cũng là

miền nguyên.

Mệnh đề 1.5.5. (i) Cho R là một miền nguyên, khi đó phần tử khả nghịch

của R và R[x] là như nhau.

(ii) Nếu I là một iđêan của vành R, thì I[x] là một iđêan của R[x].

Định nghĩa 1.5.6. R là một miền nguyên, đa thức f(x) thuộc R[x] được gọi

là bất khả quy trên R nếu:

(i) f(x) khác không và không khả nghịch.

(ii) Nếu f(x) = g(x).h(x) với g(x), h(x) ∈ R[x] thì f(x) hoặc g(x) là khả

nghịch

Ví dụ 1.5.7. (i) f(x) = x2− 2 là bất khả quy trên Q nhưng khả quy trên R.

(ii) g(x) = 2x2 + 4 là bất khả quy trên Q nhưng khả quy trên Z.



11

(iii) h(x) = 2x2 + 4 là bất khả quy trên R nhưng khả quy trên C.

Định lí 1.5.8. Ta có các khẳng định sau đây:

(i) Cho F là một trường. Với f(x) ∈ F [x] mà deg f(x) = 2 hoặc 3. Khi đó

f(x) khả quy trên F khi và chỉ khi f(x) có nghiệm thuộc F .

(ii) Cho f(x) là một đa thức thuộc Z[x]. Nếu f(x) khả quy trên Q thì f(x) khả

quy trên Z.

Mệnh đề 1.5.9. Cho F là một trường và a là phần tử khác 0 của F . Khi đó,

nếu af(x), f(ax) hay f(x+ a) là bất khả quy trên F thì f(x) cũng bất khả quy

trên F .

Ví dụ 1.5.10. (i) f(x) = x2+1 bất khả quy trên Z3 nhưng khả quy trên Z5.

(ii) g(x) = x2 + x+ 1 bất khả quy trên Z2 nhưng khả quy trên Z3.

Mệnh đề 1.5.11. Với mỗi số nguyên a, a là lớp đồng dư của a theo mod p (p

là số nguyên tố). Khi đó ánh xạ φ : Z[x] → Zp[x] được cho bởi

φ(a0 + a1x+ ...+ anx
n) = a0 + a1x+ ...+ anx

n

là một đồng cấu vành.
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CHƯƠNG 2

ỨNG DỤNG CỦA MỘT SỐ LỚP VÀNH SỐ

VÀO GIẢI TOÁN SƠ CẤP

2.1 Ứng dụng vành các lớp thặng dư vào giải toán

Việc phân hoạch thành các lớp thặng dư giúp ta thay vì làm việc trên tập

Z - tập vô hạn thì ta sẽ làm việc trên tập Zn - tập hữu hạn. Ngoài ra có một

điều đặc biệt mà ở tập Z không thực hiện được là phép chia giữa các số nguyên

a, b (kết quả có thể là số hữu tỷ). Tuy nhiên khi n là số nguyên tố thì Zn khắc

phục được điều này. Chúng ta cùng tìm hiểu cụ thể điều đó qua các ứng dụng

trực tiếp sau.

2.1.1 Giải phương trình nghiệm nguyên

Xét phương trình f(x, y, ...) = 0 trên tập Z. Nếu phương trình có nghiệm

trong Zn. Như vậy chúng ta sẽ có sự thuận lợi trong tình huống chứng minh

phương trình vô nghiệm hoặc hạn chế được số trường hợp phải xét.

Chúng ta cùng tìm hiểu thông qua các ví dụ sau.

Ví dụ 2.1.1. Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình

(i) x2 = y3 + 7

(ii) x2 + 1 = 3y

(iii) x3 + y3 = z6 + 3.

Lời giải.

(i) Nếu phương trình có nghiệm trong Z thì nó cũng có nghiệm trong Z4.

Khi đó có x, y ∈ Z4 để x2 = y3 + 3 trong Z4 có x2 ∈ {0; 1} từ đó suy ra
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y = 2k + 1, x = 2m. Như vậy,

4m2 + 1 = (2k + 1)3 + 23 = (2k + 3)(4k2 + 3).

Vậy 4m2 + 1 phải chia hết cho một số có dạng 4h + 3, điều này không xảy ra

được. Hay phương trình vô nghiệm.

(ii) Tương tự xét trên Z3.

(iii) Tương tự xét trên Z7:

Trong Z7 có 0
3
= 0, 1

3
= 1, 2

3
= 1, 3

3
= 6, 4

3
= 1, 5

3
= 6, 6

3
= 6.

Vậy x3, y3 chỉ có thể là 0, 1, 6. Từ đó, x3 + y3 chỉ có thể là 0, 1, 2, 5, 6 nhưng

z6 + 3 chỉ có thể là 3, 4. Điều này chứng tỏ phương trình vô nghiệm.

Ví dụ 2.1.2. Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình

(i) x2 + 4y4 = z6 + 6

(ii) x2 + 1 = 3y + 2016z4

(iii) x2 + 2015y3 + 2 = 5z10.

Lời giải.

Hoàn toàn tương tự ví dụ trên, ta kiểm tra được.

(i) Phương trình vô nghiệm trên Z8.

(ii) Phương trìnhvô nghiệm trên Z3.

(iii) Phương trình vô nghiệm trên Z5.

Một số ví dụ khác cho chúng ta thấy lợi ích khi hạn chế được số trường hợp

trên Zn

Ví dụ 2.1.3. Xác định số nguyên x, số nguyên dương y thỏa mãn phương trình

x2 − y! = 2015

Lời giải. Do (−x)2 = x2 nên ta chỉ cần xét x ∈ Z+.

Nếu phương trình đã cho có nghiệm trong Z+ thì nó cũng có nghiệm trên

Z7 Xét trường hợp y ≥ 7. Khi đó y! ≡ 0 (mod 7) nên x2 ≡ 2015 hay x2 ≡ 6

(mod 7). Điều này không xảy ra. Kiểm tra lần lượt ta chỉ nhận được x = 45, y =

4 thỏa mãn.

Do vậy nghiệm của phương trình là x = ±45, y = 4.

Sau đây là một số bài toán tương tự để chúng ta có thể tự rèn luyện.
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Bài toán 2.1.4. Tìm các số nguyên x, y, z thỏa mãn

(i) x4 + 7y3 + 2 = 2016z5

(ii) x2016 + 22016 + 3 = 2017y

(iii) (x+ 1)2 + (x+ 2)2 + ...(x+ 2019)2 = y2

(iv) x5 − y2 = 4

Bài toán 2.1.5. Xác định tất cả các cặp số nguyên tố (p, q) thỏa mãn phương

trình p3 − q5 = (p+ q)2

2.1.2 Bài toán chứng minh sự tồn tại

Bài toán chứng minh tồn tại trong số học có nhiều hướng tiếp cận từ việc

sử dụng hệ thặng dư, định lý CRT, định giá p - adic,... cho đến các yếu tố giải

tích. Ở đây chúng ta sử dụng tính chất nghịch đảo theo môđun p, một số kiến

thức sẽ được nhắc lại để sử dụng trong mục này.

Mệnh đề 2.1.6. Lớp a ∈ Zn được gọi là lớp khả nghịch nếu có b ∈ Zn để

a.b = 1

Khi n = p là số nguyên tố, mọi phần tử khác 0 đều khả nghịch.

Định lí 2.1.7. Lớp a ∈ Zn là khả nghịch nếu và chỉ nếu (a, n) = 1

Như vậy với hai số nguyên dương a, n thỏa mãn (a, n) = 1 thì a luôn có

nghịch đảo theo môđun n hay phương trình ax ≡ b (mod n) luôn có nghiệm

x ≡ a−1b (mod n)

Kết quả trên khá hữu ích trong một số bài toán chỉ ra sự tồn tại theo quan

hệ đồng dư.

Ví dụ 2.1.8. Giả sử a và b là hai số nguyên dương thỏa mãn (a, b) = 1. Xét

cấp số cộng (an) với a0 = a, an = a0 + nb với n là số tự nhiên. Chứng minh

rằng tồn tại vô hạn số hạng trong cấp số cộng có cùng ước nguyên tố.

Lời giải

Vì (a, b) = 1 nên a có nghịch đảo môđun b.

Giả sử số nguyên m thỏa mãn am ≡ 1 (mod b). Với mọi số tự nhiên r ta

xét sr = (a+ b)(am)r.
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Ta có sr ≡ a (mod b). Do vậy sr là một số hạng thuộc cấp số cộng (an).

Các số hạng sr này có cùng ước nguyên tố, chẳng hạn ước nguyên tố của

a,m, a+ b.

Ví dụ 2.1.9. Tồn tại hay không f(x) ∈ Z[x] sao cho: với mọi số nguyên tố p

và cặp số nguyên a, b thỏa mãn p|ab− 1 thì p|f(a)f(b)− 1.

Lời giải. Dựa vào định nghĩa của nghịch đảo theo môđun p thì với a không chia

hết cho p thì luôn tìm được số nguyên b thỏa mãn ab ≡ 1 (mod p). Giả sử

f(x) =
d∑

i=0

cix
i

theo giả thiết ta có

f(a)f(b) ≡ 1 (mod p) ⇒ adf(a)f(b) ≡ ad (mod p).

Tuy nhiên

adf(b) ≡ cd(ab)
d + cd−1(ab)

d−1a+ ...+ c1(ab)a
d−1 + c0a

d (mod p)

≡ cd + cd−1a+ ...+ c1a
d−1 + c0a

d (mod p).

Vì thế nếu gọi g(x) =
∑d

i=0 thì f(a)g(a) ≡ ad (mod p) với mọi a nguyên tố

với p.

Điều này dẫn đến với mỗi số nguyên a thì f(a)g(a)− ad chia hết cho vô hạn

số nguyên tố p > a, kéo theo f(a)g(a)− ad = 0.

Vì thế f(x)g(x) = nd, từ đây đồng nhất hệ số hai bên, ta có: f(x) = ±xd.

Ví dụ 2.1.10. Giả sử hai số nguyên dương m,n có tính chất

(2017k − 1,m) = (2017k − 1, n)

với mọi số nguyên dương k. Chứng minh rằng tồn tại số nguyên r để

m = 2017r.n.

Lời giải. Trước hết, ta chỉ ra rằng, với mọi số nguyên tố p ̸= 2017 ta luôn có

vp(m) = vp(n). Thật vậy, giả sử rằng vp(m) > vp(n). Ta biểu diễn m = pαb

và n = pγc với α > γ và (b, p) = (c, p) = 1. Khi đó tồn tại k để 2017k ≡ 1

(mod pα).

Như vậy pα|(2017k − 1,m) = (2017k − 1, n) và suy ra pα|n. Mâu thuẫn do

α > γ. Từ đó suy ra tồn tại số nguyên r để 2017n = m.
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Ví dụ 2.1.11. Xác định một cấp số cộng gồm vô hạn các số nguyên dương

khác nhau sao cho mỗi số hạng không thể biểu diễn thành hai số lập phương.

Lời giải. Giả sử cấp số cộng (an) với a0 = a và an+1 = an+d với mọi số nguyên

n ≥ 0. Ta xét giới hạn số lớp thặng dư là những lập phương theo môđun d.

Trước tiên, xét a3 ≡ 1 (mod d) cho tất cả các số nguyên a.

Với số nguyên tố p và (a, p) = 1 ta có ap−1 ≡ 1 (mod p) .

Nếu p− 1 = 3 ⇒ p = 4. Mâu thuẫn.

Nếu p− 1 = 6 ⇒ p = 7.

Ta kiểm tra được

A = {a3|a ∈ Z7} = {0, 1, 6}.

Từ đây suy ra A + A = {0, 1, 2, 5, 6}. Vậy ta chọn a sao cho a theo môđun 7

không phụ thuộc vào A + A. Ta có thể chọn hai cấp số cộng (an) với a0 = 3

hoặc a0 = 4 và d = 7.

2.1.3 Tính khả quy, bất khả quy của đa thức trên trường Zp

Trong suốt mục này, ta luôn giả thiết p là số nguyên tố, khi đó Zp là một

trường.

Với mỗi đa thức f(x) = anx
n + ...+ a1x+ a0 ∈ Z[x] và mỗi số nguyên tố p,

ta đặt f(x) = anx
n + ...+ a1x+ a0 ∈ Zp[x]

Định lý sau đây cho ta một công cụ rất mạnh để xét tính bất khả quy trên

Q của các đa thức với hệ số nguyên.

Định lí 2.1.12. Nếu tồn tại số nguyên tố p sao cho deg f(x) = deg f(x) và

f(x) bất khả quy trên Zp thì f(x) bất khả quy trên Q.

Chứng minh. Vì f(x) bất khả quy trên Zp nên deg f(x) > 0 suy ra deg f(x) >

0.

Giả sử f(x) bất khả quy trên Q. Theo Bổ đề Gauss, f(x) có phân tích

f(x) = g(x)h(x) trong đó g(x), h(x) ∈ Z[x] và g(x),h(x) có bậc nhỏ hơn bậc

của f(x). Chú ý rằng f(x) = g(x).h(x), do đó deg f(x) = deg g(x) + deg h(x).

Mặt khác deg g(x) ≥ deg g(x) và deg h(x) ≥ deg h(x), tuy nhiên deg f(x) =

deg f(x) nên deg g(x) = deg g(x) và deg h(x) = deg h(x).

Do đó f(x) phân tích được thành tích của hai đa thức g(x) và h(x) có bậc

thấp hơn. Điều này mâu thuẫn với tính bất khả quy của f(x) trên Zp
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Như vậy, để chứng minh đa thức là bất khả quy trên Q, ta sẽ cố gắng tìm

một số nguyên tố p sao cho f(x) có bậc không giảm khi chuyển vào Zp[x] và

f(x) bất khả quy trên Zp.

Tuy nhiên, phương pháp này đôi khi không áp dụng được vì chiều ngược lại

của định lý không được đảm bảo, có những đa thức bất khả quy trên Q nhưng

khả quy trên Zp với mọi số nguyên tố p, chẳng hạn

f(x) = x4 − 10x2 + 1, g(x) = x4 + 1.

Ví dụ 2.1.13. Chứng minh các đa thức sau là bất khả quy trên Q

(i) f(x) = 5x2 + 10x+ 4

(ii) g(x) = 3x3 + 7x2 + 10x− 5

(iii) h(x) = 11x4 − 5x3 + 21x2 − 9x+ 6.

Lời giải.

(i) f(x) = 2x2 + x + 1 ∈ Z3[x] không có nghiệm trong Z3 và deg f(x) = 2

nên f(x) bất khả quy trên Z3. Rõ ràng deg f(x) = deg f(x) nên f(x) bất khả

quy trên Q.

(ii) Tương tự, ta xét g(x) = x3 + x2 − 1 ∈ Z2[x].

(iii) Vì h(x) = x4 + x2 + x + 1 ∈ Z5[x] không có nghiệm trong Z5 nên nó

không có nhân tử bậc nhất. Giả sử h(x) khả quy trên Z5. Khi đó

h(x) = (x2 + ax+ b)(x2 + cx+ d) với a, b, c, d ∈ Z5.

Đồng nhất hệ số ta được hệ 
a+ c = 0
b+ ac+ d = 1
ad+ bc = 1
bd = 1.

Dễ kiểm tra được hệ này vô nghiệm. Vì deg h(x) = deg h(x) nên h(x) bất khả

quy trên Q.

Ta có bài toán tự luyện sau đây.

Bài toán 2.1.14. Các đa thức sau là bất khả quy trên Q
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(i) f(x) = 21x3 − 3x2 + 2x+ 9

(ii) g(x) = 3
7x

4 − 2
7x

2 + 9
35 +

3
5

(iii) h(x) = x5 + 2x+ 4

(iv) u(x) = x4 + x+ 1.

Nhận xét 2.1.15. Cho f(x) là đa thức dạng chuẩn với hệ số nguyên. Giả sử

tìm được số nguyên tố p sao cho deg(f(x)) = deg f(x) và trong vành Zp[x]

ta phân tích được f(x) thành tích của các phần tử bất khả quy dạng chuẩn

f(x) = f#
1 (x)...f#

k (x). Chúng ta cần tìm phân tích bất khả quy của f(x) trên

Q thông qua phân tích bất khả quy của f(x) trên Zp. Ta minh họa bằng ví dụ

dưới đây.

Ví dụ 2.1.16. Chứng minh f(x) = x5 + 5x4 + 4x3 + 16x2 + 8x+ 1 là đa thức

khả quy trên Q. Hãy tìm phân tích bất khả quy của f(x).

Lời giải.

Ta có f(x) = x5 + 2x4 + x3 + x2 + 2x+ 1 ∈ Z3[x]

Vì -1 là nghiệm của f(x) nên ta phân tích f(x) = (x+1)f#
1 (x) với f#

1 (x) =

x4 + x3 + x+ 1 ∈ Z3[x].

Do -1 là nghiệm của f#
1 (x) nên f#

1 (x) = (x+1)(x3+1) = (x+1)2(x2−x+1).

Vì −1 ≡ 2 (mod 3) suy ra f(x) = (x+ 1)3(x2 − x+ 1) = (x+ 1)5

Dễ kiểm tra được f(x) không có nghiệm hữu tỷ. Giả sử f(x) = g(x).h(x) ∈
Z[x] và deg g(x) = 2, deg h(x) = 3. Với g(x), h(x) là bất khả quy

Giả sử g(x) = x2 + ax+ b, h(x) = x3 + cx2 + dx+ e.

Đồng nhất hệ số ta thu được

a+ c = 5, b+ ac+ d = 4, cb+ ad+ e = 16, db+ ea = 8, be = 1.

Mặt khác

g(x) = (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 ∈ Z3[x], h(x) = (x+ 1)3 = x3 + 1 ∈ Z3[x].

Suy ra b ≡ 1, a ≡ 2, e ≡ 1, d ≡ 0, c ≡ 0 (mod 3)

Từ đây dễ dàng suy ra được g(x) = x2 + 5x+ 1 và h(x) = x3 + 3x+ 1.

Chúng ta có một số bài toán tương tự để rèn luyện
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Bài toán 2.1.17. Chứng minh rằng đa thức f(x) = x6 − 8x4 − 19x2 + 2 khả

quy trên Q. Hãy tìm phân tích bất khả quy của f(x).

Bài toán 2.1.18. Với các số nguyên a và b, đa thức f(x) = x4 + ax2 + b2 là

khả quy trên Zp với mọi số nguyên tố p.

Bài toán 2.1.19. Với mọi số nguyên dương không chính phương d, đa thức

x4 + 2(1− d)x2 + (1 + d)2 bất khả quy trên Z nhưng khả quy trên Zp

Ta tiếp tục xét một số ví dụ khác.

Ví dụ 2.1.20. Chứng minh rằng không tồn tại hai đa thức p(x) và q(x) thuộc

Z[x] với bậc lớn hơn 0 thỏa mãn điều kiện 31x4 − 25x3 + 41x2 − 14x + 11 =

p2(x).q(x).

Lời giải.

Đặt f(x) = 31x4 − 25x3 + 41x2 − 14x+ 11

f(x) = x4 + x2 + x + 1 ∈ Z5[x]. Vì đa thức này không có nghiệm trên Z5

nên nó không có nhân tử bậc nhất. Giả sử f(x) = (x2 + ax + b)(x2 + cx + d)

với a, b, c, d ∈ Z5. Khi đó

a+ c = 0, bd = 1
b+ ac+ d = 1
ad+ bc = 1.

Từ bd = 1 và do vai trò bình đẳng nên ta chỉ cần xét (b, d) = (1; 1); (2; 3); (4; 4).

Ta dễ dàng kiểm tra được hệ trên vô nghiệm hay f(x) bất khả quy trên Q,

từ đó dẫn đến không tồn tại p(x) và q(x).

Ví dụ 2.1.21. Với số nguyên n ≥ 0, đa thức f(x) = (x2 + x)2
n

+ 1 bất khả

quy trên Z.

Lời giải.

n = 0 là hiển nhiên. n ̸= 1, f(x) ∈ Z2[x] ta có

(x2 + x+ 1)2
n

= ((x2 + 1)2 + 1)2
n−1

= ((x2 + 1)2
2

+ 1)2
n−2

= ...

Như vậy, (x2 + x+ 1)2
n

= (x2 + x)2
n

+ 1 = f(x).

Giả sử ta có phân tích f(x) = g(x).h(x) với g(x), h(x) ∈ Z[x] và 0 <

deg g(x), deg h(x) < n.

Vậy f(x) = g(x).h(x) trong Z2[x]. Suy ra

g(x) = (x2 + x+ 1)s, h(x) = (x2 + x+ 1)2
n−s.
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Biểu diễn trong Z[x] ta có g(x) = (x2+ x+1)s+2v(x) và h(x) = (x2+ x+

1)2
n−s + 2t(x) với v(x), t(x) ∈ Z[x].
Với nghiệm phức u của x2 + x+ 1 từ (x2 + x)2

n

+ 1 = f(x) = g(x).h(x) ta

có (x2 + x)2
n

+ 1 = g(x).h(x).

Suy ra 2 = f(u) = g(u).h(u) = 4v(u).t(u).

Vì u2 = −u− 1 nên v(u).t(u) = a+ bu với a, b ∈ Z
Vậy a+ bu = 1

2 , vô lý. Điều giả sử là sai hay f(x) là đa thức bất khả quy.

Tương tự ta có bài toán sau:

Bài toán 2.1.22. Với số nguyên n ≥ 1 và số nguyên tố p dạng 4m+3, đa thức

f(x) = (x2 + 1)n + p là đa thức bất khả quy trong Z[x].

2.2 Ứng dụng các vành Z[
√
d],Z[√p,

√
q] vào giải toán

Khi tìm hiểu, nghiên cứu giải quyết các phương trình dạng Pell: x2−dy2 = n

đã giúp chúng tôi để ý đến các mô hình biểu diễn nghiệm của chúng và phát

hiện nhiều tính chất thú vị và các ứng dụng của vành Z[
√
d] vào giải toán và

tương tự với vành Z[√p,
√
q].

2.2.1 Cơ sở lý thuyết

Chúng ta đã biết đến Z[
√
d] và tự đẳng cấu của nó ở mục 1.2.2, ta bổ sung

khái niệm chuẩn qua mệnh đề sau.

Mệnh đề 2.2.1. Cho Z[
√
d] = {a + b

√
d|a, b ∈ Z}, d ̸= 1 và không tồn tại p

nguyên tố sao cho p2|d. Khi đó hàm N : Z[
√
d] → Z+ với N(a+b

√
d) = |a−db2|

được gọi là chuẩn và thỏa mãn các tính chất sau:

(i) N(x) = 0 ⇔ x = 0

(ii) N(xy) = N(x).N(y),∀x, y ∈ Z[
√
d]

(iii) x là khả nghịch ⇔ N(x) = 1

(iv) Nếu N(x) là số nguyên tố thì x là bất khả quy trong Z[
√
d].

Ví dụ 2.2.2. (i) 7 là phần tử bất khả quy trong Z[
√
6] mặc dù N(7) không

là nguyên tố.
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(ii) 2 là bất khả quy nhưng không nguyên tố trong Z[
√
5].

Mệnh đề 2.2.3. Giả thiết p, q là hai số nguyên dương không có nhân tử là số

chính phương với (p, q) = 1. Khi đó tập

Z[
√
p,
√
q] = {a+ b

√
p+ c

√
q + d

√
pq|a, b, c, d ∈ Z}

cùng với phép cộng và phép nhân lập thành một vành giao hoán với đơn vị và

các ánh xạ dưới đây

φi : Z[
√
p,
√
q] → Z[

√
p,
√
q]

z = a+ b
√
p+ c

√
q + d

√
pq 7−→


φ1 = a+ b

√
p+ c

√
q + d

√
pq

φ2 = a− b
√
p+ c

√
q − d

√
pq

φ3 = a+ b
√
p− c

√
q − d

√
pq

φ4 = a− b
√
p− c

√
q + d

√
pq

là những tự đẳng cấu.

Với z ∈ Z[√p,
√
q] thì N(z) = φ1(z).φ2(z).φ3(z).φ4(z) và ta cũng có tính

chất:

N(z1z2) = N(z1).N(z2),∀z1, z2 ∈ Z[
√
p,
√
q].

2.2.2 Ứng dụng trong giải toán

Với các bài toán số học, đặc biệt là các phương trình nghiệm nguyên có cấu

trúc tương tự như phương trình Pell, chúng ta có thể sử dụng các nhóm vành

đã nêu cùng với chuẩn và tự đẳng cấu của chúng để tìm ra lời giải hiệu quả cho

một số bài toán tồn tại hay bài toán chứng minh, tính toán.

Ta sẽ tìm hiểu cụ thể thông qua một số ví dụ sau.

Ví dụ 2.2.4. Với số nguyên dương n, giả sử các số a1, b1, ..., an, bn, a, b ∈ Z

thỏa mãn quan hệ

n∏
i=1

(ai + bi
√
5) = a+ b

√
5

Chứng minh rằng

(i)

n∏
i=1

(a2i − 5b2i ) = a2 − 5b2

(ii) Giả sử (9 + 4
√
5)n = an + bn

√
5. Chứng minh a2n − 5b2n = 1. Từ đó suy ra

phương trình x2 − 5y2 = 4 có vô hạn nghiệm nguyên dương x, y.
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Lời giải.

(i) Xét vành giao hoán Z[5] = {r + s
√
5, |r, s ∈ Z}.

Đồng cấu f : Z[
√
5] → Z[

√
5]; r + s

√
5 7→ r − s

√
5 là một đẳng cấu.

Tác động f lên hai vế

f
( n∏

n=1

(ai + bi
√
5
)
= f(a+ b

√
5)

hay
n∏

i=1

(ai − bi
√
5) = a− b

√
5.

Nhân vế theo vế với giả thiết ta được

n∏
i=1

(a2i − b2i ) = a2 − 5b2

(ii) Ta có a2n − 5b2n = (9 + 4
√
5)n(9− 4

√
5)n = 1 (theo (i)). Đặt

xn + yn
√
5 = (an + bn

√
5)(3 +

√
5) = 3an + 5bn + (an + 3bn)

√
5.

Khi đó x2n − 5y2n = (a2n − 5b2n)(3
2 − 5.12) = 4,∀n. Như vậy phương trình

x2 − 5y2 = 4 có vô hạn nghiệm nguyên x, y. Mặt khác, khi x, y là nghiệm thì

±x,±y cũng là nghiệm.

Do vậy phương trình x2 − 5y2 = 4 có vô hạn nghiệm nguyên dương x, y.

Chúng ta tiếp tục nghiên cứu thêm một ví dụ nữa để hiểu rõ hơn phương

pháp này.

Ví dụ 2.2.5. Chứng minh rằng luôn luôn tồn tại hai số nguyên x và y để

19n = x2 − 6y2với

{
x lẻ và y lẻ khi n lẻ
x lẻ và y chẵn khi n chẵn.

Lời giải.

Xét vành giao hoán Z[
√
6] = {r + s

√
6|r, s ∈ Z}.

Đồng cấu f : Z[
√
6] → Z[

√
6]; r + s

√
6 7→ r − s

√
6 là một đẳng cấu.

Do vậy mà khi (a+ b
√
6)(c+ d

√
6) = u+ v

√
6 thì tác động f lên hai vế ta

được

(a− b
√
6)(c− d

√
6) = u− v

√
6.
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Sử dụng kết quả này với z = a + b
√
6 và đặt N(z) = a2 − 6b2 ta có ngay

N(z1z2) = N(z1).N(z2).

Với n = 1 ta có 19 = 52 − 6.12 và 192 = 312 − 6.102.

Giả sử số nguyên n ≥ 1 và hai số nguyên a, b để 19n = a2− 6b2 trong đó a, b

đều lẻ khi n lẻ, còn a lẻ và b chẵn khi n chẵn với n+ 1, ta xét

(1) Nếu n lẻ thì có a lẻ và b lẻ để a2 − 6b2 = 19n. Khi đó n+1 là số chẵn và

19n+1 = (5a+ 6b)2 − 6(a+ 5b)2 với 5a+ 6b lẻ và a+ 5b chẵn.

(2) Nếu n chẵn thì có a lẻ và b chẵn để a2 − 6b2 = 19n. Khi đó n + 1 là số

lẻ và 19n+1 = (5a+ 6b)2 − 6(a+ 5b)2 với 5a+ 6b lẻ và a+ 5b lẻ.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Bài toán 2.2.6. Chứng minh rằng phương trình x3 = y2 − 6 không có nghiệm

nguyên.

Bài toán 2.2.7. Có hay không một số nguyên dương n thỏa mãn hệ thức

(
√
2023−

√
2022)2024 =

√
n−

√
n− 1.

Bài toán 2.2.8. Tìm các số x, y, z, t ∈ Z thỏa mãn phương trình

(x+ y
√
3)4 + (z + t

√
3)4 = 20 + 12

√
3.

Bài toán 2.2.9. Cho hai số nguyên dương a và b thỏa mãn (a, b) = 1. Hai dãy

số nguyên (an) và (bn) được xác định qua an + bn
√
2 = (a+ b

√
2)2n với mỗi số

nguyên n ≥ 0. Xác định tất cả những số nguyên tố p để có số nguyên dương

n ̸= p sao cho bn ≡ 0 (mod p).

Bài toán 2.2.10. Giải phương trình nghiệm nguyên x2 − 5y2 = 1.

Bài toán 2.2.11. Chứng minh rằng số A =
(17 + 12

√
2)n − (17− 12

√
2)n

4
√
2

là

một số nguyên, nhưng không là số chính phương.

Các bài toán tiếp theo sử dụng vành Z[√p,
√
q] và các tự đẳng cấu của nó

để giải quyết.

Ví dụ 2.2.12. Giả sử các dãy số (an), (bn), (cn), (dn) xác định như sau
a1 = 1, b1 = 1, c1 = 1, d1 = 0
an+1 = an + 2bn + 5cn
bn+1 = an + bn + 5dn
cn+1 = an + cn + 2dn
dn+1 = bn + cn + dn.
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Khi đó với mỗi số nguyên dương n ta có:

(1 +
√
2 +

√
5)n = an + bn

√
2 + cn

√
5 + dn

√
10

và a2n − 10d2n chia hết cho 2n−1. Tìm lim
n→+∞

an
dn

.

Lời giải.

Với mỗi số nguyên dương n ta biểu diễn

(1 +
√
2 +

√
5)n = An +Bn

√
2 + Cn

√
5 +Dn

√
10,

trong đó An, Bn, Cn, Dn ∈ N.
Hiển nhiên

A1 = 1 = a1, B1 = 1 = b1, C1 = 1 = c1, D1 = 0 = d1,

từ

(1 +
√
2 +

√
5)n+1 = An+1 +Bn+1

√
2 + Cn+1

√
5 +Dn+1

√
10

ta suy ra

An+1 = an+1, Bn+1 = bn+1, Cn+1 = cn+1, Dn+1 = dn+1.

Sử dụng các tự đẳng cấu của vành Z[
√
2,
√
5] cho đồng nhất thức

(1 +
√
2 +

√
5)n = an + bn

√
2 + cn

√
5 + dn

√
10

ta nhận được

(1−
√
2 +

√
5)n = an − bn

√
2 + cn

√
5− dn

√
10

(1 +
√
2−

√
5)n = an + bn

√
2− cn

√
5− dn

√
10

(1−
√
2−

√
5)n = an − bn

√
2− cn

√
5 + dn

√
10.

Từ đó suy ra được

4a2n − 40d2n = 2n[(2 +
√
5)n + (2−

√
5)n + (−1 +

√
2)n + (−1−

√
2)n]

hay

a2n − 10d2n = 2n−1[(2n + (−1)n)C0
n + ...+ (2n−2k.5k + (−1)n.2k).C2k

n + ...]

chia hết cho 2n−1 và lim
n→+∞

an
dn

=
√
10.
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Ví dụ 2.2.13. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n luôn có các số

nguyên dương x, y, z, t thỏa mãn các điều kiện sau.

(i) x, y, z là những số lẻ, còn t là số chẵn và

x2 + 9y2 − 6z2 − 12t2 = 3748.

(ii) x, y, z, t là những số chẵn và

3748n =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
4 8 1 3
9 12 1 2
24 9 4 1

∣∣∣∣∣∣∣
n

= x2 + 9y2 − 6z2 − 12t2.

Lời giải.

x1 = 1, y1 = 2, z1 = 3, t1 = 4 thỏa mãn điều kiện
N(x1, y1

√
2, z1

√
3, t1

√
6) = 3748

x = |x21 − 2y21|, y = |z21 − 2t21|
z = |x1z1 − 2y1t1|, t = |x1t1 − y1z1|
x, y, z, t là những số tự nhiên
x2 + 9y2 − 6z2 − 12t2 = 3748.

Bốn dãy số (xn), (yn), (zn) và (tn) được xác định bởi công thức:x1
y1
z1
t1

 =

1
2
3
4

 và

xn+1
yn+1
zn+1
yn+1

 =

1 4 9 24
2 1 12 9
3 8 1 4
4 3 2 1


xn
yn
zn
tn

 .

Chú ý rằng với un+1 = xn+1 + yn+1

√
2 + zn+1

√
3 + tn+1

√
6 và un = xn +

yn
√
2 + zn

√
3 + tn

√
6, ta có N(un+1) = 3748N(un).

Các số tự nhiên x = |x2n − 2y2n|, y = |z2n − 2t2n|, z = |xnzn − 2yntn| và

t = |xntn − ynzn| thỏa mãn x2 + 9y2 − 6z2 − 12t2 = 3748n.

Như vậy khi x1 = 1, y1 = 2, z1 = 3.t1 = 4 ta có x, y, z là những số nguyên

dương lẻ, còn t là số nguyên dương chẵn thỏa mãn x2+9y2−6z2−12t2 = 3748

thỏa mãn điều phải chứng minh ở (i).

Khi n > 1 ta thấy xn, yn, zn, tn là những số nguyên dương chẵn thỏa mãn

3748n =

∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
4 8 1 3
9 12 1 2
24 9 4 1

∣∣∣∣∣∣∣
n

= x2 + 9y2 − 6z2 − 12t2,
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ta có điều phải chứng minh ở (ii).

Tương tự như vậy, chúng ta có thể giải quyết các bài toán sau.

Bài toán 2.2.14. Với mọi số nguyên dương n ta biểu diễn

(1 +
√
2 +

√
3)n = an + bn

√
2 + cn

√
3 + dn

√
6 với an, bn, cn, dn ∈ N.

Tìm lim
n→∞

bn
an

; lim
n→∞

dn
an

.

Bài toán 2.2.15. Với số nguyên dương n, chứng minh tổng sau chia hết cho 4

S = (1 +
√
2 +

√
3)n + (1−

√
2 +

√
3)n + (1 +

√
2−

√
3)n + (1−

√
2−

√
3)n.

2.3 Ứng dụng vành số nguyên Gauss, vành Z[
√
−d] vào

giải toán

2.3.1 Ứng dụng vành số nguyên Gauss vào giải toán.

Ở các mục 1.1.2, 1.3.2, 1.4.7, 1.4.10 chúng ta đã được giới thiệu sơ lược về

vành số nguyên Gauss Z[i] cùng một số tính chất, với z = a+bi ∈ Z[i] và chuẩn

N(z) = a2 + b2, ta bổ sung một số tính chất sau.

Mệnh đề 2.3.1. Cho x, y ∈ Z[i]. Khi đó:

(i) N(x) = 0 ⇔ x = 0

(ii) N(x) = 1 ⇔ x ∈ {±1;±i} là các phần tử khả nghịch

(iii) N(xy) = N(x).N(y)

(iv) N(x) là số chẵn ⇔ x là bội của 1 + i.

Mệnh đề 2.3.2. Cho x, y ∈ Z[i] với y ̸= 0, tồn tại các số nguyên Gauss z, t

sao cho x = yz + t và N(t) < N(y).

Định lí 2.3.3. (Định lý cơ bản của số học cho vành Gauss).

Mọi số nguyên Gauss α ̸= 0 đều có thể được viết dưới dạng

α = ϵ.γ1.γ2. . . . .γn

trong đó ϵ là một phần tử khả nghịch và α1, ..., αn là các phần tử bất khả quy.

Biểu diễn này là duy nhất theo cách hiểu ở mục 1.4.4.
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Mệnh đề 2.3.4. Cho α ∈ Z[i] sao cho N(α) là một số nguyên tố. Thế thì α

là một phần tử bất khả quy.

Định lí 2.3.5. Các phần tử bất khả quy của Z[i] gồm

(i) 1 + i và các phần tử liên kết của nó, nghĩa là {1− i,−1 + i,−1− 1}.

(ii) Các số nguyên tố p ≡ 3 (mod 4) và các phần tử liên kết của nó, nghĩa là

{±p;±pi}.

(iii) Hai phần tử bất khả quy a+ bi, a− bi trong phân tích ra tích các nhân tử

bất khả quy của một số nguyên tố p ≡ 1 (mod 4) và các phần tử liên kết

của nó. Các số (a, b) có thể được đặc trưng như là bộ số nguyên duy nhất,

chính xác tới dấu và tới thứ tự thỏa mãn a2 + b2 = p.

Định nghĩa 2.3.6. Số nguyên Gauss γ được gọi là ước chung của α và β nếu

γ đều là ước của α và β. Nếu N(γ) lớn nhất thì γ được gọi là ước chung lớn

nhất của α và β.

Cho γ = (a, b). Nếu γ ∈ {±1;±i} thì α nguyên tố cùng nhau với β.

Định lí 2.3.7. Cho α, β, γ ∈ Z[i] và số nguyên dương k ≥ 2. Nếu α, β nguyên

tố với nhau và αβ = γk thì tồn tại ϵ1, ϵ2, γ1, γ2 ∈ Z[i] sao cho ϵ1, ϵ2 khả nghịch

và α = ϵ1.γ
k
1 , β = ϵ2.α

k
2.

Chúng ta cùng tìm hiểu ứng dụng của vành Gauss qua một số ví dụ sau.

Trước hết, định lý Fermat về tổng hai số chính phương có thể được mở rộng

như sau.

Ví dụ 2.3.8. Cho một số nguyên dương n. Số nghiệm nguyên của phương trình

x2 + y2 = n bằng 4 lần hiệu số các ước ≡ 1 (mod 4) của n trừ cho số các ước

≡ 3 (mod 4) của n

Lời giải.

Theo định lý cơ bản của số học cho vành Gauss, ta có thể viết:

n = 2m.pr11 . . . . .p
rk
k .γ

s1
1 .γ1

s1. . . . .γsh
h .γh

sh

= (−i)m.(1 + i)2m.pr11 . . . . .p
rk
k .γ

s1
1 .γ1

s1. . . . .γsh
h .γh

sh



28

trong đó pi, γi là các phần tử bất khả quy của Z[i] với pi = pi (như vậy pi là

các số nguyên tố ≡ 3 (mod 4) và γi có dạng a+ bi với a
2+ b2 = một số nguyên

tố ≡ 1 (mod 4)

Giả sử n = x2 + y2 = (x + yi)(x − yi). Theo tính duy nhất của phân tích

ra tích các phần tử bất khả quy trong Z[i] ta suy ra x+ yi là một phần tử liên

kết của

(1 + i)m = p
r1
2
1 . . . . .p

rk
2

k .γt1
1 .γ1

s1−t1. . . . .γh
sh−th

với 0 ≤ tj ≤ sj. Như vậy số nghiệm nguyên của x2 + y2 bằng

• 0 nếu một trong các số ri là lẻ.

• 4(s1 + 1) . . . (sh) + 1 nếu tất cả các ri là chẵn.

Chú ý rằng nhân tử 4 xuất hiện ở công thức trên là do việc biểu diễn 1 ở trên

sai khác x+ yi bởi 1 trong 4 phần tử khả nghịch {±1;±i}.
Mặt khác, mọi ước lẻ của n đều có thể viết dưới dạng tích các phần tử bất

khả quy trong Z[i]

d = pu1
1 . . . . .puk

k .γu1
1 .γ1

v1. . . . .γuh

h .γh
vh

với 0 ≤ ui ≤ ri, 0 ≤ vj ≤ sj. Nhưng pi ≡ 3 (mod 4) với mọi i và γi.γi ≡ 1

(mod 4) với mọi j nên d ≡ 1 (mod 4) ⇔ u1 + u2 + ...+ uk ≡ 1 (mod 2)

Tương đương này dễ dàng dẫn đến hiệu số các ước ≡ 1 (mod 4) và số các

ước ≡ 3 (mod 4) của n bằng

• 0 nếu một trong các số ri là lẻ.

• 4(s1 + 1) . . . (sh) + 1 nếu tất cả các ri là chẵn.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Chúng ta cùng tìm hiệu sự phân tích tổng hai bình phương qua các ví dụ cụ

thể với công cụ chuẩn như sau: một số nguyên dươngm = x2+y2 là tổng của hai

bình phương chính là chuẩn của một số nguyên Gauss, khi đó m = N(x+ iy).

Ví dụ 2.3.9. Phân tích các số nguyên dương sau thành tổng hai bình phương

(i) 65 (ii) 100 (iii) 19890
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Lời giải.

Các ví dụ (i),(ii) với trường hợp số nhỏ, ta hoàn toàn có thể giải quyết như

một bài toán số học thông thường, tuy nhiên với (iii) thì khác, chúng ta cùng

theo dõi cách giải quyết sau đây.

(i) Ta có 65 = 5.13 = x2 + y2 = N(α) với α = x+ i.y;

5 = N(2± i) và 13 = N(3± 2i), α = µ(2± i)(3± 2i)

Với 4 tổ hợp dấu cộng trừ µ là khả nghịch nên có tổng cộng 16 trường hợp

xảy ra.

Chúng ta sẽ xét 2 trường hợp đại diện sau đó đổi dấu và hoán vị.

α1 = (2 + i)(3 + 2i) = 4 + 7i

α2 = (2 + i)(3− 2i) = 8− i

hay 65 = 72 + 42 = 82 + 12.

(ii) Tương tự ta có

100 = 22.52 = N(α) ⇒ α = µ.(1 + i)2(2± i).(2± i)

Chúng ta có 2 sự lựa chọn

100 = N((1 + i)2(2 + i)2) = N(−8 + 6i) = 82 + 62

= N((1 + i)2(2 + i)(2− i)) = N(10i) = 102 + 02.

Đổi dấu và hoán vị chúng ta có 12 trường hợp có thể xảy ra.

(iii) Ta có 19890 = 2.32.5.13.17 = N(3(1 + i)(2± i)(3± 2i)(4± i)).

Chúng ta có 4 sự lựa chọn

19890 = N(3(1 + i)(2 + i)(3 + 2i)(4 + i)) = N(−69 + 123i) = 1232 + 692

= N(3(1 + i)(2 + i)(3 + 2i)(4− i)) = N(−3 + 141i) = 1412 + 32

= N(3(1 + i)(2 + i)(3− 2i)(4 + i)) = N(87 + 111i) = 1112 + 872

= N(3(1 + i)(2 + i)(3− 2i)(4− i)) = N(129− 57i) = 1292 + 572.

Đổi dấu và hoán vị chúng ta có 32 trường hợp tất cả.

Ví dụ 2.3.10. Giải phương trình nghiệm nguyên x2 + y2 = z2.
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Lời giải. Hiển nhiên ở đây ta chỉ xét bộ ba Pitago nguyên thủy, tức là hai số

bất kỳ nguyên tố cùng nhau và z là số lẻ. Khi đó:

(x+ yi)(x− yi) = z2.

Ta sẽ chứng minh (x+ yi, x− yi) = 1. Thật vậy:

Gọi α là một ước nguyên tố chung của x+ yi và x− yi

⇒
{
α|2x
α|2yi vì i khả nghịch nên α|2y.

Nếu α|x thì suy ra α|y mà (x, y) = 1 nên tồn tại u, v sao cho ux+ vy = 1.

Kéo theo α|1 (vô lý). Vậy x ̸ ...α ⇒ α|2 = −i(i + 1)2 và 1 + i là số nguyên tố

Gauss nên α = 1 + i.

Vì α2|x2 + y2 = z2 nên 4|N(α2)|N(z2) = z4 ⇒ z chẵn, điều này mâu thuẫn

với giả thiết.

Lúc này x+ yi, x− yi sẽ liên kết với một bình phương của số nguyên Gauss

theo Định lý 2.3.3.

Chú ý rằng trong 4 phần tử khả nghịch ±1,±i thì −1 = i2 cũng là một bình

phương. Xét số nguyên Gauss m+ ni sao cho

x+ yi = (m+ ni)2

hoặc x+ yi = i(m+ ni)2

tương đương với x+ yi = m2 − n2 + 2mni

hoặc x+ yi = −2mn+ (m2 − n2)i

Như vậy ta có bộ nghiệmx = m2 − n2

y = 2mn
z = m2 + n2

hoặc

x = −2mn
y = m2 − n2

z = m2 + n2.

Ở đây m,n khác tính chẵn lẻ và nguyên tố cùng nhau.

Kỹ thuật tương tự cũng giúp chúng ta giải quyết một kết quả đáng chú ý

sau đây.

Ví dụ 2.3.11. Chứng minh rằng số nguyên tố lẻ p có thể biểu diễn được dưới

dạng

p = x2 + y2

với x, y ∈ Z khi và chỉ khi p đồng dư với 1 modulo 4.
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Lời giải. Giả sử tồn tại x, y ∈ Z sao cho x2+ y2 = p. Khi đó, ta thấy ngay rằng

0 < |x|, |y| < p cho nên cả x và y đều là các số nguyên nguyên tố cùng nhau với

p. Khi đó, tồn tại z ∈ Z sao cho yz ≡ 1 (mod p). Ta có (xz)2+1 ≡ 0 (mod p)

vì thế −1 là lớp thặng dư chính phương modulo p. Mà theo tính toán thặng dư

chính phương thì ta có (
−1

p

)
= (−1)

p−1
2

cho nên −1 là thặng dư chính phương modulo p khi và chỉ khi p ≡ 1 (mod 4).

Vì vậy, nếu x, y ∈ Z sao cho x2 + y2 = p thì −1 là thặng dư chính phương

modulo p và vì thế ta có p ≡ 1 (mod 4).

Ngược lại, giả sử p ≡ 1 (mod 4) ta sẽ chứng minh tồn tại x, y ∈ Z sao cho

x2 + y2 = p. Vì −1 là thặng dư chính phương modulo p, tồn tại x ∈ Z sao cho

x2 + 1 là bội của p. Nếu cần thiết ta có thể thay x bằng x + p cho nên ta có

thể giả thiết rằng x là số chẵn.

Ý chính của phần còn lại của chứng minh là xét phân tích

x2 + 1 = (x+ i)(x− i)

trong các vành số nguyên Gauss.

Ta nhận xét rằng nếu x là số chẵn thì x+ i và x− i là nguyên tố cùng nhau.

Thật vậy, 2i = (x+ i)− (x− i) cho nên 2 thuộc về iđêan sinh bởi x+ i và x− i.

Do x là số chẵn cho nên i cũng thuộc về iđêan sinh bởi x + i và x − i vì thể

iđêan này là toàn bộ vành Z[i] các số nguyên Gauss.

Ta chọn một ước chung lớn nhất của p và x+ i và ký hiệu là m+ in. Khi đó

m− in là một ước chung lơn nhất của p và x− i. Ta biết rằng p|(x+ i)(x− i)

và x+ i và x− i là hai số nguyên Gauss nguyên tố cùng nhau cho nên

p = (m+ in)(m− in)α với α ∈ Z[i]×

là một số nguyên Gauss khả nghịch.

Vì Z[i]× = {±1,±i} và cả p và (m + in)(m − in) = m2 + n2 là số nguyên

dương cho nên ta có kết luận p = m2 + n2 như mong muốn.

Ví dụ 2.3.12. Giải phương trình nghiệm nguyên y2 = x3 − 1.

Lời giải.
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Giả sử (x, y) là nghiệm nguyên của phương trình đã nêu, dễ dàng suy ra

được x lẻ và y chẵn. Viết lại phương trình dưới dạng:

x3 = (y + i)(y − i).

Theo chứng minh ở Ví dụ 2.3.10 thì y+ i và y− i nguyên tố cùng nhau. Như

vậy y + i, y − i là lập phương của các phần tử của Z[i]. Do đó tồn tại các số

nguyên a, b sao cho y + i = (a+ bi)3.

So sánh phần thực và áo ta được: 1 = b(3a2 − b2).

Giải ra ta được (a, b) = (0;−1). Từ đây suy ra y = 0 và x = 1.

Nhận xét 2.3.13. Có sự tương tự về mặt phương pháp trong việc giải quyết

hai ví dụ 2.3.35 và 2.3.12.

Ta xét bài toán tương tự sau.

Bài toán 2.3.14. Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình:

y2 = x3 − 4.

Ví dụ 2.3.15. Với mọi n ≥ 2, chứng minh rằng:

Phương trình xn − y2 = 1 chỉ có nghiệm (x, y) = (1; 0).

Lời giải.

Chỉ cần xét n = p là số nguyên tố. Hơn nữa, p = 2 bài toán là tầm thường

nên ta sẽ giả sử p lẻ. Bằng cách xét theo môđun 4, dễ thấy nếu (x, y) là một

nghiệm thì x lẻ và y chẵn. Viết phương trình dưới dạng xp = (y − i)(y + i) ta

suy ra y + i = (a+ bi)p với a, b là các số nguyên nào đó. Từ đẳng thức này ta

dễ dàng chứng minh được b = ±1 và

p−1
2∑

k=0

C2k
p (−a2)k = ±1.

Lại chú ý rằng vì b = ±1 nên x = a2 + 1 và do đó a chẵn. Nếu a = 0 thì

(x, y) = (1, 0).

Ta giả sử a ̸= 0. Khi đó vế trái của đẳng thức trên ≡ 1 (mod 4) nên vế phải

của đẳng thức trên bằng 1 và có thể viết lại một cách tương đương dưới dạng

T =

p−1
2∑

k=1

(−1)k.
C2k

p

C2
p

.a2k−2 = 1.
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Theo công thức Kummer ta có v2(T ) > 0 mâu thuẫn với v2(1) = 0.

Ta kết thúc mục này bằng một số bài tập tự luyện sau đây.

Bài toán 2.3.16. Cho p là một số nguyên tố. Hãy xác định phần dư của
p−1∏
n=1

(n2 + 1) khi chia cho p.

Bài toán 2.3.17. Cho một số nguyên dương n. Chứng minh rằng n có thể biểu

diễn được dưới dạng của hai số chính phương khi và chỉ khi trong phân tích ra

thừa số nguyên tố của n, các ước nguyên tố ≡ 3 đều có lũy thừa chẵn.

Bài toán 2.3.18. Cho a, b là hai số nguyên tố cùng nhau. Chứng minh rằng

mọi ước (nguyên dương) của a2+b2 đều có dạng c2+d2 với c, d là các số nguyên

tố cùng nhau.

Bài toán 2.3.19. Chứng minh rằng phương trình x5 − y2 = 1 chỉ có nghiệm

nguyên duy nhất (x, y) = (1, 0).

Bài toán 2.3.20. Chứng minh rằng phương trình x4−y4 = z2 không có nghiệm

nguyên khác 0.

Bài toán 2.3.21. Chứng minh rằng tất cả các nghiệm nguyên của phương trình

a2 + b2 = c3 với (a, b) = 1 là a = m3 − 3mn2, b = 3m2n− n3, c = m2 + n2 với

(m,n) = 1 và m,n khác tính chẵn lẻ.

Bài toán 2.3.22. Với p là số nguyên tố lẻ, khi đó tồn tại số nguyên x, y sao

cho x2 + y2 = p khi và chỉ khi p ≡ 1 (mod 4).

Bài toán 2.3.23. Phân tích số nguyên dương n = pm1
1 .pm2

2 . . . . .pmk

k với p1, p2, ..., pk
là các số nguyên tố phân biệt. Tồn tại a, b ∈ N sao cho n = a2 + b2 khi và chỉ

khi pi ≡ 3 (mod 4). Chứng minh rằng khi đó n chẵn.

Bài toán 2.3.24. Giả sử x, y, z là các số tự nhiên thỏa mãn xy = z2+1. Chứng

minh rằng tồn tại các số nguyên a, b, c, d sao cho x = a2 + b2, y = c2 + d2 và

z = ac+ bd.

Bài toán 2.3.25. n là số tự nhiên> 1. Tìm (x, y, z) nguyên thỏa mãn (x, y) = 1

và x2 + y2 = zn.
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2.3.2 Ứng dụng vành Z[
√
−d] vào giải toán

Ở mục 1.2.2 chúng ta đã biết đến Z[
√
−d] và các tự đẳng cấu của nó, ta bổ

sung khái niệm chuẩn bằng một mệnh đề sau.

Mệnh đề 2.3.26. Cho Z[
√
−d] = {a + ib

√
d|a, b ∈ Z}d ̸= 1 và không tồn tại

p nguyên tố sao cho p2|d. Khi đó hàm N : Z[
√
−d] → Z+ với N(a + bi

√
d) =

a2 + db2 được gọi là chuẩn và thỏa mãn các tính chất sau.

(i) N(x) = 0 ⇔ x = 0.

(ii) N(xy) = N(x)N(y),∀x, y ∈ Z[
√
−d].

(iii) x là khả nghịch ⇔ N(x) = 1.

(iv) Có duy nhất hai phần tử khả nghịch là 1 và -1.

Ví dụ 2.3.27. (i) Phần tử 1 + 3
√
5 là bất khả quy nhưng không là nguyên

tố trong Z[
√
−5].

(ii) Chỉ có Z[
√
−1] và Z[

√
−2] là miền phân tích nhân tử duy nhất.

Cũng như quá trình tìm hiểu phương trình Pell, việc nghiên cứu và vận

dụng lớp vành số này xuất phát từ quá trình tìm hiểu phương trình Mordell

y2 = x3 + k, ta nhận thấy rằng với −k là số có ước chính phương hoặc cả k và

−k là số không chính phương đều là những thử thách khó khăn.

Ví dụ mở đầu sau đây sẽ cho thấy sự cần thiết của việc xây dựng vành

Z[
√
−d], ý tưởng giải quyết cũng tương tự như Ví dụ 2.2.5.

Ví dụ 2.3.28. Chứng minh rằng với bất kỳ số nguyên n ≥ 3 đều tồn tại hai

số nguyên lẻ x và y để 2n = 7x2 + y2.

Lời giải.

Xét vành giao hoán Z[
√
−7] = {r + is

√
7|r, s ∈ Z}.

Chuẩn của z = r + is
√
7 là N(z) = r2 + 7s2 = (r + is

√
7)(r − is

√
7).

Ta sẽ quy nạp để chỉ ra x, y.

Với n = 3 ta có 23 = 12 + 7.12.
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Giả sử đã có hai số nguyên lẻ x, y để y2+7x2 = 2n với số nguyên n ≥ 3. Với

số nguyên n+ 1 ta xét

z1 = (y + ix
√
7)(1 + i

√
7) = (y − 7x) + i(x+ y)

√
7

z2 = (y + ix
√
7)(1− i

√
7) = (y + 7x) + i(x− y)

√
7.

Vì x, y lẻ nên x = 2k+1, y = 2h+1. Khi đó trong hai số x+ y và y− x chỉ

có đúng một số chia hết cho 4.

Nếu x+ y chia hết cho 4 thì
y − x

2
là số nguyên lẻ.

Khi đó z3 = (
y − x

2
+ 4x) + i.

x− y

2
.
√
7 với

N(z3) =
N(y + ix

√
7).N(1− i

√
7)

4
= 2n.2 = 2n+1.

Nếu y − x chia hết cho 4 thì
y + x

2
là số lẻ. Khi đó

z4 = (
x+ y

2
+ 4x) + i.

x+ y

2
.
√
7 với N(z4) = 2n+1.

Với kỹ thuật tương tự, ta hoàn toàn có thể giải quyết các bài toán sau.

Bài toán 2.3.29. Chứng minh rằng với mọi n nguyên dương, phương trình

x2 + 15y2 = 4n có đúng n nghiệm nguyên không âm.

Bài toán 2.3.30. Với bất kỳ số nguyên n ≥ 1 đều có hai số nguyên lẻ x và y

để 4.3n = 11x2 + y2.

Bài toán 2.3.31. Chứng minh rằng luôn tồn tại hai số nguyên x và y để

31n = x2 + 6y2 với

{
x lẻ và y lẻ khi n lẻ
x lẻ và y chẵn khi n chẵn

Bài toán 2.3.32. Với mọi số tự nhiên n, luôn tồn tại hai số nguyên lẻ x và y

để 5072n+1 = 4x2 + 503y2.

Bài toán 2.3.33. Với mọi số tự nhiên n, luôn tồn tại hai số nguyên lẻ x và y

để 20132n+1 = 4x2 + 249y2.

Ví dụ 2.3.34. Chứng minh rằng số nguyên tố lẻ p có thể biểu diễn được dưới

dạng

p = x2 + 2y2

với x, y ∈ Z khi và chỉ khi p đồng dư với 1 hoặc 3 modulo 8.
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Lời giải. Nếu p = x2 + 2y2 với x, y ∈ Z thì cả |x| và |y| là các số nguyên dương

nhỏ hơn p. Điều này kéo theo lớp đồng dư modulo p của y là khả nghịch và ta

suy ra rằng −2 là một thặng dư chính phương modulo p nghĩa là(
−2

p

)
=

(
−1

p

)(
2

p

)
= 1.

Mặt khác, ta biết rằng(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 và

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Ta suy rằng với p là một số nguyên tố lẻ, −2 là thặng dư chính phương modulo

p khi và chỉ khi p đồng dư với 1 hoặc 3 modulo 8.

Giả sử p đồng dư với 1 hoặc 3 modulo 8. Khi đó tồn tại x ∈ Z sao cho

x2 + 2 ≡ 0 (mod 8). Trong vành R = Z[
√
−2], ta có phân tích

x2 + 2 = (x+ i
√
2)(x− i

√
2)

với x+ i
√
2 và x−

√
2 là phần tử có ước chung lớn nhất là ước của 2

√
2. Vì p

là ước của x2 + 2 và p nguyên tố cùng nhau với 2 cho nên ta có thể phân tích

thành

p = αqq

với α là phần tử khả nghịch của Z[
√
−2], q = m + in

√
2 là một phần tử sinh

của iđêan sinh bởi p và x+ i
√
2, q = m− in

√
2 là một phần tử sinh của iđêan

sinh bởi p và x− i
√
2. Vì Z[

√
−2]× = {±1}, ta có p = ±(m2+2n2). Vì p là số

nguyên dương, ta có p = m2 + 2n2 như mong muốn.

Ta tiếp tục xem xét một số ví dụ liên quan đến phương trình nghiệm nguyên.

Ví dụ 2.3.35. Giải phương trình nghiệm nguyên

x3 = y2 + 2.

Lời giải. Ta có x3 = (y+
√
−2)(y−

√
−2). Chú ý rằng nếu y = 2k thì y2+2 ≡ 2

(mod 4), không có số nguyên x thỏa mãn x3 ≡ 2 (mod 4).

Do vậy, y lẻ ⇒ x lẻ.

Đặt gcd(y+
√
−2, y−

√
−2) = u. Khi đó u|2

√
−2 = −(

√
−2)3 trong Z[

√
−2]

và suy ra u là một lũy thừa của
√
−2.
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Nếu
√
−2|(y ±

√
−2) thì N(y ±

√
−2) là một số chẵn và

x3 = (y +
√
−2)(y −

√
−2) = y2 + 2

chia hết cho 2 nên x là một số chẵn (vô lý).

Từ đây suy ra u ̸ ...
√
−2. Như vậy y +

√
−2 và y −

√
−2 là số nguyên tố

cùng nhau. Do Z[
√
−2] là một vành Euclide nên nó là vành chính, vậy có một

số a+ b
√
−2 để (y +

√
−2)(y −

√
−2) = x3 = (a+ b

√
−2)3.

Vì y +
√
−2 và y −

√
−2 là số nguyên tố cùng nhau nên dễ dàng suy ra

y +
√
−2 = (a+ b

√
−2)3 và y −

√
−2 = ±1 chẳng hạn.

Từ đây suy ra y = a3 − 6ab2 và 3a2b− 2b3 = 1.

Ta giải được b = ±1 và a = ±1.

Từ đó ta có nghiệm x = 3 và y = ±5.

Bài toán 2.3.36. Giải phương trình nghiệm nguyên

(i) x3 = y2 + 5

(ii) x2 + 11 = y3

(iii) x2 + 19 = y3

(iv) x2 + 61 = y3

(v) x2 + 19 = y5.

Bài toán 2.3.37. Cho p là số nguyên tố. Chứng minh rằng

(i) p ≡ 1, 3 (mod 8) ⇔ p = x2 + 2y2 với x, y ∈ Z.

(ii) p ≡ 1 (mod 3) ⇔ p = x2 + 3y2 với x, y ∈ Z.

Bài toán 2.3.38. Cho tập hợp S = {x2+3y2|x, y ∈ Z}. Chứng minh rằng nếu

a là một số nguyên mà 3a thuộc S thì a thuộc S.

2.4 Ứng dụng vành Zp[
√
d], vành Zp[i] vào giải toán

Trong mục này, chúng ta tìm hiểu một số vành số được xây dựng dựa trên

các vành đã để xuất ở các mục 2.1, 2.2, 2.3.
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2.4.1 Ứng dụng vành Zp[
√
d] vào giải toán

Định nghĩa 2.4.1. Cho p là số nguyên tố lẻ và số nguyên d không là thặng dư

chính phương môđun p. Đặt

Zp[
√
d] = {a+ b

√
d|a, b ∈ Zp}.

Rõ ràng Zp[
√
d] có đúng p2 phần tử. Chúng ta định nghĩa các phép toán trên

Zp[
√
d] như sau:

Với x = a+ b
√
d, y = m+ n

√
d;x, y ∈ Zp[

√
d]

(i) x = y ⇔ a = m; b = n

(ii) x± y = a±m+ (b± n)
√
d ∈ Zp[

√
d]

(iii) xy = am+ bnd+ (an+ bm)
√
d ∈ Zp[

√
d].

Khi đó Zp[
√
d] là một vành giao hoán có đơn vị.

Mệnh đề 2.4.2. Cho x = a+ b
√
d ∈ Z∗

p[
√
d], (a2 + b2 ̸= 0). Khi đó

y = (a2 − db2)−1.(a− b
√
d) ∈ Z∗

p[
√
d]

là nghịch đảo của x trong Z∗
p[
√
d].

Ta có tính chất sau đây trình bày về cấp của phần tử trong Zp và Zp[
√
d].

Mệnh đề 2.4.3. (i) Trong Zp, mọi phần tử khác 0 đều có cấp và cấp của nó

là ước của p− 1.

(ii) Trong Zp[
√
d], mọi phần tử khác 0 đều có cấp và cấp của nó đều là ước

của p2 − 1 và xp
2−1 = 1 với mọi x ∈ Z∗

p[
√
d].

Định lí 2.4.4. Cho x ∈ Zp[
√
d] và k > 1 là số nguyên dương. Khi đó

ord(xk) =
ord(x)

gcd(ord(x), k)
.

Định lí 2.4.5. Cho x ∈ Zp[
√
d] có cấp là l, khi đó xk có cấp là l khi và chỉ khi

gcd(l, k) = 1.
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Khi d không là số chính phương ta có định nghĩa Zp[
√
d] như ở Mệnh đề

2.4.1, còn khi d là thặng dư chính phương ta hoàn toàn có thể đồng nhất Zp[
√
d]

và Zp. Việc phân chia như vậy giúp ta giải quyết 1 số bài toán.

Ví dụ 2.4.6. Cho dãy số a0, a1, a2, ... được định nghĩa như sau:

a0 = 2, ak+1 = 2a2k − 1 với mọi k ≥ 0.

Chứng minh rằng nếu p là ước nguyên tố lẻ của an thì 2n+3 là ước của p2 − 1.

Lời giải.

Ta tìm được công thức tổng quát của an như sau:

an =
(2 +

√
3)2

n

+ (2−
√
3)2

n

2
,∀n ≥ 0.

Bây giờ xét ước nguyên tố lẻ p của xn. Vì p|ap = 2a2p−1 − 1 nên 2a2p−1 ≡ 1

(mod p), kéo theo 2 là thặng dư chính phương môđun p, từ đó suy ra 8|p2 − 1.

Nếu 3 là thặng dư chính phương môđun p thì ta xét dãy {an} trên Zp.

Mặt khác, tồn tại x ∈ Zp sao cho x2 = 3. Khi đó

an =
(2 + x)2

n

+ (2− x)2
n

2
= 0.

Vì 2 − x =
1

2− x
nên suy ra (2 + x)2

n+1

= −1. Do 2 là thặng dư chính

phương nên tồn tại y ∈ Zp sao cho y2 = 2. Suy ra

2 + x =
4 + 2x

2
=

(x+ 1)2

2
=

(
1 + x

y

)2

.

Đặt z =
1 + x

y
, ta có z2

n+2

= −1 và z2
n+3

= 1. Lúc này ord(z) = 2i với

i ≤ n+ 3.

Nếu i ≤ n + 2 ta bình phương hai vế zi = 1 cho đến khi bằng n + 2 ta sẽ

gặp ngay mâu thuẫn. Vì thế ord(2) = 2n+3.

Vậy 2n+3|p− 1, suy ra điều phải chứng minh.

Nếu 3 không là thặng dư chính phương thì ta sẽ xét dãy {an} trên Zp[
√
3] =

{u+ v
√
3|u, v ∈ Zp}.

Vì an = 0 nên (2+
√
3)2

n

+ (2−
√
3)2

n

= 0 mà 2−
√
3 ̸= 0 trên Zp[

√
d] nên

(2 +
√
3)2

n+1

= −1.
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Mặt khác 2 = y2 = (y + 0
√
3)2 nên 2 cũng là số chính phương trên Zp[

√
d].

Đặt z =
1 +

√
3

y
, khi đó z2

n+2

= −1. Lập luận tương tự như trên ta cũng có

ord(z) = 2n+3. Vì thế 2n+3|p2 − 1.

Ví dụ 2.4.7. Dãy số {xn} được định nghĩa x1 = 2, x2 = 12 và xn+2 = 6xn+1−xn
với mọi n ≥ 1. Gọi p là số nguyên tố lẻ, q là ước nguyên tố của xp. Chứng minh

rằng nếu q ̸= 2, 3 thì q ≥ 2p− 1.

Lời giải.

Ta có công thức tổng quát cho dãy số

xn =
(
√
2 + 1)2n − (

√
2− 1)2n

2
√
2

,∀n ≥ 1.

Gọi p là số nguyên tố lẻ và q là ước nguyên tố của xp.

Tiếp theo, chúng ta có thể thực hiện giống như ví dụ trên là xét trên Zq hoặc

Zq[
√
d] để chứng minh p|q2 − 1.

Khi đó, p|q−1 hoặc p|q+1 mà p là số nguyên tố lẻ nên p|q − 1

2
hoặc p|q + 1

2

suy ra p ≤ q − 1

2
hoặc p ≤ q + 1

2
.

Vậy từ cả hai ta đều có q ≥ 2p− 1.

Bài toán 2.4.8. Cho a là một số nguyên dương và p là ước nguyên tố của

a3 − 3a+ 1 với p > 3. Chứng minh rằng p có dạng 9k + 1 hoặc 9k − 1 với k là

số nguyên.

Bài toán 2.4.9. Gọi S là tập tất cả các số có dạng a + b
√
2, trong đó a và b

là các số nguyên không âm nhỏ hơn 83 và không đồng thời bằng 0. Giả sử tích

tất cả các phần tử của S được viết dưới dạng m+n
√
2, trong đó m và n là các

số nguyên. Tìm số dư của m và n khi đem chia cho 83.

2.4.2 Ứng dụng vành Zp[i] vào giải toán

Định nghĩa 2.4.10. Tập Zp[i] = {a+ bi|a, b ∈ Zp, i
2 = −1} cùng với các phép

toán được xác định như sau với x = a+ bi, y = m+ ni ∈ Zp[i]

(i) x = y ⇔ a = m, b = n
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(ii) x± y = a±m+ (b± n)i ∈ Zp[i]

(iii) xy = am− bn+ (an+ bm)i ∈ Zp[i]

là một vành.

Chúng ta sẽ sử dụng vành Zp[i] để giải quyết một số bài toán liên quan.

Ví dụ 2.4.11. Với số nguyên tố p có dạng 4n + 1, hãy xét số dư của số
p∏

k=1

(k2 + 1) khi chia cho p.

Lời giải.

Xét số này trong vành Zp[i] và đồng nhất k với ảnh của nó, ta có biểu diễn

thành tích
p∏

k=1

(k2 + 1) =

p∏
k=1

(k + i)(k − i) =

p∏
k=1

(k + i)

p∏
k=1

(k − i) = f(i).f(−i)

ở đó f(x) =

p∏
k=1

(x+ k).

Vì f(x) = xp − x trên Zp[i] nên ta có được

p∏
k=1

(k2+1) = f(i).f(−i) = (ip− i)((−i)p+ i) = i.(−i).(ip−1−1).((−i)p−1−1).

Do đó

p∏
k=1

(k2 + 1) = 0 nên

p∏
k=1

(k2 + 1) ≡ 0 (mod p).

Ví dụ 2.4.12. Cho p là số nguyên tố dạng 7k− 1. Chứng minh rằng tồn tại số

nguyên dương m sao cho m3 +m2 − 2m− 1 là bội của p.

Lời giải.

Ý tưởng là tìm a sao cho a+
1

a
là số nguyên và a7 = 1.

Ta xét vành Zp[
√
−7] = {x + y

√
−7|x, y ∈ Zp}. Vì 7|p2 − 1 nên tồn tại

a = x+ y
√
−7 ∈ Zp[

√
−7] sao cho ord(a) = 7, suy ra ord(a) = −7. Từ đây ta

có (x2 + 7y2)7 = (a.a)7 = 1.

Mặt khác, vì x2 + 7y2 nguyên tố với p nên theo định lý Fermat nhỏ, ta có:

(x2 + 7y2)p−1 ≡ 1 (mod p).
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Mà (7, p− 1) = 1 nên x2 + 7y2 ≡ 1 (mod p). Do đó ta có

a+
1

a
= x+ y

√
7 +

x

x2 + 7y2
− y

√
7

x2 + 7y2
= 2x.

Vậy số cần tìm là n = 2x.

Ví dụ 2.4.13. Cho k là một số nguyên và p ≡ 3 (mod 4) là một số nguyên tố,

chúng ta định nghĩa dãy {an} như sau

a0 = 0, a1 = 1, an = 2k.an−1 − (k2 + 1)an−2, (n ≥ 2).

Chứng minh rằng an+p2−1 ≡ an (mod p).

Lời giải.

Xét phương trình đặc trưng

X2 − 2kX + k2 + 1 = 0.

từ đó ta có công thức tổng quát

an =
i(k − i)n − i(k + i)n

2
,∀n ≥ 0.

Vì p ≡ 3 (mod 4) nên -1 không là thặng dư chính phương môđun p. Lúc

này

Zp[i] = {a+ bi|a, b ∈ Zp}.

Chú ý rằng với mọi x ∈ Z∗
p[i] thì x

p2−1 = 1, suy ra

an+p2−1 =
i(k − i)n+p2−1 − i(k + i)n+p2−1

2
=

i(k − i)n − i(k + i)n

2
= an.

Vì thế an+p2−1 ≡ an (mod p).

2.5 Ứng dụng vành các số nguyên Eisenstein vào giải

toán

2.5.1 Cơ sở lý thuyết

Định nghĩa 2.5.1.
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(i) ω = e
2πi
3 = −1

2
+

√
3

2
i là một nghiệm nguyên thủy của phương trình x3 = 1.

(ii) ω2 + ω + 1 = 0.

Ta làm việc trên vành các số nguyên Eisenstein Z[ω] được xây dựng như sau

Định nghĩa 2.5.2. Tập Z[ω] = {a+ bω|a, b ∈ Z} có các phép toán được định

nghĩa như sau: x = a+ bω, y = m+ nω;x, y ∈ Z[ω]

(i) x = y ⇔ a = m, b = n

(ii) x± y = (a±m) + (b± n)ω ∈ Z[ω]

(iii) xy = (am− bn) + (mb+ an− bn)ω ∈ Z[ω]

lập thành một vành.

Nhận xét 2.5.3. Khi đó, chuẩn N(a+ bω) = a2 − ab+ b2 và các phần tử khả

nghịch là ±1,±ω và ±(1 + ω) = ∓ω2.

Ngoài ra

Z[ω] = {a+ bω|a, b ∈ Z} =

{
c+ d

√
−3

2
|c, d ∈ Z, 2|c− d

}
.

Định lí 2.5.4. Định lý cơ bản của số học vẫn đúng trên vành Z[ω].

Định lí 2.5.5. Phần tử x ∈ Z[ω] là nguyên tố khi và chỉ khi N(x) là nguyên

tố hoặc |x| là số nguyên tố có dạng 3k + 2.

2.5.2 Ứng dụng vành Z[ω] vào giải toán

Ví dụ 2.5.6. Chứng minh rằng số nguyên tố p có dạng

p = m2 + 3n2

với m,n ∈ Z khi và chỉ khi p = 3 hoặc p ≡ 1 (mod 3).

Lời giải. Dễ dàng kiểm tra được số nguyên tố 2 không có dạng m2 + 3n2 còn 3

thì có dạng m2 + 3n2, cho nên ta có thể giả sử p > 3. Tính ký hiệu Legendre

bằng luật thuận nghịch ta có:(
−3

p

)
=

(
−1

p

)(
3

p

)
= (−1)

p−1
2 (−1)

3−1
2

p−1
2

(p
3

)
.
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Ta thấy rằng -3 là bình phương modulo p khi và chỉ khi p là bình phương modulo

3 có nghĩa là p ≡ 1 (mod 3).

Nếu p = x2 + 3y2 với x, y là các số tự nhiên thì ta có 0 < y < p cho nên y

nguyên tố cùng nhau với p. Chọn a ∈ N sao cho ay ≡ 1 (mod p). Nhân cả hai

vế của phương trình p = x2+3y2 với a2, ta có (ax)2+3 ≡ 0 (mod p). Như tính

toán ký hiệu Legendre phía trên chỉ ra, điều này chỉ xảy ra nếu p ≡ 1 (mod 3).

Vì vành các nguyên tố Eisenstein Z[ω] là vành Euclide như trong trường hợp

Z[i] và Z[i
√
2] cho nên tồn tại x ∈ Z sao cho x2 + 3 ≡ 0 (mod p) kéo theo sự

tồn tại của số nguyên Eisenstein z = m + ωn là phần tử sinh của iđêan sinh

bởi p và x+ i
√
3. Lập luận như trong trường hợp Z[i

√
2] ta có

p = zz = (m+ ωn)(m+ ω2n) = m2 −mn+ n2

với

m2 −mn+ n2 =
(
m− n

2

)2
+

3n2

4
=

(
n− m

2

)2
+

3m2

4
.

Như vậy p có dạng p = a2 + 3b2 với a, b ∈ Z nếu hoặc m hoặc n là số chẵn.

Trong trường hợp cả m và n là số lẻ thì ta có thể thay z = m+ ωn bằng

ωz = −n+ (m− n)ω

với m− n là số nguyên chẵn. Vì ω là phần tử khả nghịch của Z[ω] cho nên ωz

cũng là một phần tử sinh của iđêan sinh bởi p và x+ i
√
3 và ta có thể kết thúc

chứng minh như ở trên.

Ví dụ 2.5.7. Chứng minh rằng mọi số nguyên tố có dạng 6k + 1 luôn có thể

tìm được các số nguyên a, b thỏa mãn p = a2 − ab+ b2.

Lời giải.

Ta chỉ cần chứng minh p là hợp số trong Z[ω]. Thật vậy nếu tồn tại phần tử

z = a+ bω ∈ Z[ω](a, b ∈ Z) nguyên tố chia hết p, suy ra z|p = p. Để ý rằng, z

và z nguyên tố cùng nhau; nếu không thì z|z, suy ra tồn tại phần tử đơn vị ϵ

sao cho z = ϵ.z và do đó z ∼ (1− ω)|3, vô lý. Vì vậy, a2 − ab+ b2 = zz|p, suy
ra a2 − ab+ b2 = p.

Do đó, ta sẽ chứng minh p là hợp số trong Z[ω]. Điều này suy ra từ điều

kiện trên p rằng -3 là thặng dư bình phương môđun p, suy ra tồn tại m,n ∈ Z
không chia hết cho p sao cho

p|(2m− n)2 + 3n2 = 4(m2 −mn+ n2),
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suy ra p|(m− nω)m− nω. Tuy nhiên, p không chia hết (m− nω),m− nω, vì

vậy p là hợp số.

Ví dụ 2.5.8. Chứng minh rằng phương trình sau đây không có nghiệm nguyên

khác 0.

x3 + y3 = z3 (*)

Lời giải.

Gọi x, y, z là các phần tử khác 0 thuộc Z[ω] thỏa mãn phương trình (*).

Không mất tính tổng quát, giả sử x, y, z đôi một nguyên tố cùng nhau.

Xét ρ = 1−ω. Số ρ là số nguyên tố vì chuẩn của nó bằng (1−ω)(1−ω2) = 3.

Ta thấy rằng

ρ = 1− ω2 = (1− ω)(1 + ω) ∼ ρ,

từ đây α ∈ Z[ω] chia hết cho ρ khi và chỉ khi α = α. Mỗi phần tử thuộc Z[ω]
đồng dư với -1, 0 hoặc 1 (mod ρ): thật vậy

a+ bω ≡ a+ b = 3q + r ≡ r (mod ρ) với q ∈ Z và r ∈ {−1, 0, 1}.

Số ρ có tính chất quan trọng sau:

α ≡ ±1 (mod ρ) (α ∈ Z[ω]) suy ra α3 ≡ ±1 (mod ρ4). (2)

Thật vậy, nếu α = ±1 + βρ, ta có

a3 ∓ 1 = (a∓ 1)(a∓ ω)(a∓ ω2) = ρ3β(β ± 1)(β ± (1 + ω)),

trong đó các phần tử b, b± 1, b± (1 + ω) có 3 số dư phân biệt khi chia cho ρ,

tức là có 1 số chia hết cho ρ, từ đó tính chất (2) là đúng.

Trong các số x, y, z, có đúng 1 số chia hết cho ρ; nếu không thì x3, y3, z3 ≡ ±1

(mod 4), dẫn đến x3 + y3 ̸≡ z3 (mod 4), vô lý. Không mất tính tổng quát, giả

sử ρ|z. Hơn nữa, từ (2) suy ra p2|z.
Gọi k ≥ 2 là số tự nhiên nhỏ nhất thỏa mãn phương trình (∗) với (x, y, z) = 1

và pk|z, pk+1 ∤ z
Ta có x+ y, ωx+ω2y, ω2x+ωy đồng dư theo môđun ρ và có tổng là 0. Điều

này được suy ra từ p|z rằng mỗi số đều chia hết cho ρ và ρ là ước chung lớn

nhất của chúng. Đặt

x+ y = Aρ, ωx+ ω2y = Bρ, ω2x+ ωy = Cρ,
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với A,B,C ∈ Z[ω] nguyên tố cùng nhau và A+ B + C = 0. Tích ABC là lập

phương và bằng (z/ρ)3 và do đó A,B,C được viết như sau:

A = αζ3, B = βη3, C = γξ3

với các số nguyên tố cùng nhau ζ, η, ξ ∈ Z[ω] và các đơn vị α, β, γ. Vì vậy,

αζ3 + βη3 + γξ3 = 0. (3)

Vì αβγ là đơn vị và là lập phương nên ta có αβγ = ±1. Hơn nữa, ABC =

(z/ρ)3 chia hết cho ρ, (vì ρ2 | z), vì vậy có đúng 1 trong 3 số ζ, η, ξ, giả sử là

ξ chia hết cho ρ. Thực tế, ξ3 chia hết ABC, mà ABC chia hết cho ρ3k−3 mà

không chia hết cho ρ3k−2, vì vậy ρk−1 là lũy thừa lớn nhất của ρ chia hết ξ. Số ζ

và η không chia hết cho ρ, suy ra ζ3, η3 ≡ ±1 (mod 4). Như vậy, A+B+C = 0

cho ta α± β ≡ 0 (mod p4), vì vậy, β = ±α, từ đây αβγ = ±1 suy ra γ = ±α.

Bỏ α trong phương trình (3), ta có ζ3 ± η3 ± ξ3 = 0 với (ζ, η, ξ) = 1. Tuy

nhiên, ta có ρk−1 | ξ và ρk ∤ ξ, điều này mâu thuẫn với sự lựa chọn k.

Ví dụ 2.5.9. Cho p là số nguyên tố dạng 3k+1. Chứng minh rằng tồn tại cặp

số nguyên (a, b) sao cho p5|(a+ b)p − ap − bp.

Lời giải.

Chúng ta sẽ chứng minh rằng f(x, y) = (x + y)p − xp − yp chia hết cho

(x2 + xy + y2)2 với mọi số nguyên khác 0. Thật vậy, gọi ω ̸= 1 là nghiệm của

z3 = 1. Khi đó ta xem f(x, y) là một đa thức theo biến x và y là tham số. Lúc

này ω2 + ω + 1 = 0, phương trình x2 + xy + y2 = 0 ⇔ x = ωy.

Chúng ta sẽ chứng minh yω là nghiệm của f(a) và f ′(a). Ta có

f(yω) = (yω + y)p − (yω)p − yp

= yp[(ω + 1)p − ωp − 1]

= yp(ω + 1− ω − 1) = 0

và f ′(x) = p(x+ y)p−1 − pxp−1 vì thế

f ′(yω) = p(yω + y)p−1 − p(yω)p−1

= pyp−1[(ω + 1)p−1 − ωp−1]

= pyp−1[(−1)
p−1
3 − 1] = 0.
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Vậy (x2 + xy + y2)2|f(x, y).
Xét đa thức f(x) = x2+x+1, vì p ≡ 1 (mod 3) nên phương trình x2+x+1 ≡

0 (mod p) có nghiệm. Khi đó (2x + 1)3 + 3 ≡ 0 (mod p) nên f ′(x) = 2x + 1

không thể chia hết cho p. Vì thế theo bổ đề Hensel thì tồn tại nghiệm x để

x2+x+1 ≡ 0 (mod p2) tức là tồn tại cặp số nguyên (a, b) sao cho 0 < a, b < p

và p2|a2 + ab+ b2. Kết hợp cả hai kết quả ta có điều phải chứng minh.
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KẾT LUẬN

Nội dung chính của đồ án là tìm hiểu và trình bày các đặc trưng của các lớp

vành số được xây dựng trên vành số nguyên Z. Từ đó hệ thống hóa và đưa ra

các ứng dụng trong việc giải quyết các bài toán sơ cấp lĩnh vực đại số, số học.

Cụ thể chúng tôi đã trình bày các nội dung sau:

(i) Các khái niệm và tính chất cơ bản của lý thuyết vành.

(ii) Khái niệm, tính chất các lớp vành số: Zn,Zp,Z[
√
d],Z[

√
−d], Z[√p,

√
q],

Z[i],Zp[
√
d], Zp[i],Z[ω].

(iii) Ứng dụng các lớp vành số ở trên vào giải toán sơ cấp.
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