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MỞ ĐẦU

Một nửa nhóm số là một tập con S chứa 0 của tập hợp các số tự nhiên N
sao cho S đóng kín đối với phép cộng và N \ S là một tập hợp hữu hạn. Nói

cách khác, S là một nửa nhóm số nếu S là một vị nhóm con của vị nhóm

cộng các số tự nhiên N mà phần bù của S trong N là hữu hạn.

Mỗi nửa nhóm số có duy nhất một hệ sinh tối tiểu và hệ sinh tối tiểu này

luôn hữu hạn. Giả sử {n0, n1, . . . , np} là một hệ sinh tối tiểu của S xếp theo

thứ tự tăng dần. Khi đó, mỗi phần tử s ∈ S đều tồn tại một bộ gồm p + 1

số nguyên không âm (a0, a1, . . . , ap) ∈ Np+1 sao cho

s = a0n0 + a1n1 + . . .+ apnp

Ta nói rằng phần tử s có biểu diễn duy nhất nếu bộ số (a0, a1, . . . , ap) là duy

nhất.

Số nguyên bé nhất trong hệ sinh tối tiểu của nửa nhóm số S được gọi là

số bội của S, ký hiệu là m(S). Chú ý rằng m(S) chính là số nguyên dương

bé nhất thuộc S. Số phần tử của hệ sinh tối tiểu gọi là chiều nhúng của S

và ta ký hiệu e(S). Ta luôn có bất đẳng thức e(S) ≤ m(S). Khi dấu ” = ”

xẩy ra thì ta nói nửa nhóm số S có chiều nhúng tối đại. Số nguyên lớn nhất

không thuộc S được gọi là số Frobenius và ký hiệu là F(S).

Gọi n là một phần tử khác 0 của nửa nhóm số S. Tập Apéry của n trong

S là tập hợp được xác định bởi

Ap(S, n) = {h ∈ S | h− n /∈ S}.
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Ap(S, n) là một hệ thặng dư đầy đủ môđun n, mà mỗi phần tử của nó là

số bé nhất của mỗi lớp thặng dư thuộc vào S. Như vậy, Ap(S, n) là một tập

hợp hữu hạn, gồm n phần tử. Tập Ap(S, n) hoàn toàn xác định nửa nhóm

số S. Thật vậy, nếu ta xác định được Ap(S, n) thì Ap(S, n) ∪ {n} là một hệ

sinh của S. Hơn nữa, tập Ap(S, n) chứa đựng nhiều thông tin về nửa nhóm

số S hơn là một hệ sinh bất kỳ của S. Thật vậy, chẳng hạn số Frobenius của

S có thể được xác định thông qua tập Ap(S, n) như sau

F(S) = maxAp(S, n)− n.

Với mọi s ∈ S, tồn tại duy nhất t ∈ N và w ∈ Ap(S, n) sao cho s = tn+ w.

Người ta nói rằng, cách tốt nhất để mô tả một nửa nhóm số S là xác định

tập Apéry của S đối với một phần tử nào đó của S và tập Apéry bé nhất là

Ap(S,m(S)).

Năm 2000, trong bài báo [5], đăng trên tạp chí Journal of Algebra, J. C.

Rosales đã nghiên cứu nửa nhóm số mà tất cả các phần tử của tập Apéry

Ap(S,m(S)) đều có biểu diễn duy nhất. Kết quả chính của bài báo này đưa

ra một biểu diễn tối tiểu của một nửa nhóm số S. Từ đó, như một áp dụng

của kết quả chính, bài báo cũng nghiên cứu biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm

số đối xứng mà tất cả các phần tử trong tập Apéry của nó đều có biểu diễn

duy nhất, ngoại trừ phần tử lớn nhất. Chú ý rằng nửa nhóm số đối xứng là

lớp nửa nhóm số rất quan trọng vì nó liên quan đến lớp vành nửa nhóm. Do

đó nó có nhiều ứng dụng trong Hình học Đại số và Đại số giao hoán. Mục

tiêu của luận văn là trình bày lại một cách chi tiết các kết quả trong bài báo

nói trên của J.C. Rosales.

Nội dung chính của luận văn gồm 2 chương. Chương 1 trình bày về biểu

diễn của nửa nhóm số để làm cơ sở cho việc trình bày bài báo [5] ở Chương 2.

Để làm được điều này, trong chương này chúng tôi trình bày một số kiến thức

về lý thuyết nửa nhóm như tương đẳng, vị nhóm thương, đồng cấu vị nhóm,
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vị nhóm tự do trên một tập, biểu diễn của một vị nhóm và một số kiến thức

về lý thuyết nửa nhóm số như khái niệm nửa nhóm số, chiều nhúng, số bội,

số Frobenius, tập Apéry, nửa nhóm số đối xứng, nửa nhóm số có chiều nhúng

tối đại. Từ đó chúng tôi trình bày về biểu diễn của một nửa nhóm số. Nội

dung chính của Chương 2 là trình bày kết quả của bài báo [5], chia làm hai

phần. Phần đầu trình bày về biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm số S có tính

chất mọi phần tử trong tập Ap(S,m(S)) đều có biểu diễn duy nhất. Phần

thứ hai, trình bày về nửa nhóm số đối xứng S mà mọi phần tử (trừ phần tử

lớn nhất) của tập Apéry Ap(S,m(S)) đều có biểu diễn duy nhất.

Trong thời gian học tập tại trường Đại học Vinh, tôi đã nhận được sự

chỉ dạy tận tình của các thầy cô giáo, tôi đã học hỏi và tiếp thu được nhiều

tri thức khoa học, kinh nghiệm và phương pháp học tốt, bước đầu được làm

quen với công việc nghiên cứu khoa học. Qua đây tôi xin chân thành cảm ơn

các thầy cô giáo Khoa Toán - Trường Sư phạm - Trường Đại học Vinh đã

trực tiếp giảng dạy, giúp đỡ dìu dắt chúng tôi trưởng thành như ngày hôm

nay.

Đặc biệt tôi xin gửi lời cảm ơn sâu sắc tới PGS.TS. Nguyễn Thị Hồng

Loan, người đã trực tiếp hướng dẫn, chỉ bảo và đóng góp nhiều ý kiến quý

báu cho tôi trong thời gian thực hiện luận văn.

Do công tác nghiên cứu và năng lực bản thân còn hạn chế nên luận văn

không tránh khỏi thiếu sót. Rất mong được sự góp ý chân thành của hội đồng

chấm luận vặn để luận văn của tôi được hoàn thiện hơn.

Tôi xin trân trọng cảm ơn!

Nghệ An, tháng 6 năm 2023

Tác giả

Nguyễn Quốc Tảng
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CHƯƠNG 1

BIỂU DIỄN CỦA MỘT NỬA NHÓM SỐ

Mục tiêu của chương này là trình bày về biểu diễn của nửa nhóm số để

làm cơ sở cho việc trình bày bài báo [5] ở Chương 2. Để làm được điều đó,

chúng tôi trình bày một số kiến thức về lý thuyết nửa nhóm như tương đẳng,

vị nhóm thương, đồng cấu vị nhóm, vị nhóm tự do trên một tập, biểu diễn

của một vị nhóm và một số kiến thức về lý thuyết nửa nhóm số như khái

niệm nửa nhóm số, chiều nhúng, số bội, số Frobenius, tập Apéry, nửa nhóm

số đối xứng, nửa nhóm số có chiều nhúng tối đại. Từ đó chúng tôi trình bày

về biểu diễn và biểu diễn tối tiểu của một nửa nhóm số. Các kết quả của

chương này được tham khảo từ các tài liệu [1], [2], [3], [4] và [7].

1.1 Tương đẳng trên nửa nhóm, nửa nhóm thương,

đồng cấu nửa nhóm

Nhắc lại rằng, một quan hệ hai ngôi trên một tập hợp X là một tập con

của tích Đềcác X ×X.

1.1.1 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm và ρ là một quan hệ hai ngôi

trên S. Khi đó

(1) ρ được gọi là ổn định bên phải nếu aρb kéo theo acρbc với mọi c ∈ S;

(2) ρ được gọi là ổn định bên trái nếu aρb kéo theo caρcb với mọi c ∈ S.
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1.1.2 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm và ρ là một quan hệ hai ngôi

trên S. Khi đó

(1) ρ được gọi là tương đẳng phải nếu ρ là một quan hệ tương đương và ổn

định phải;

(2) ρ được gọi là tương đẳng trái nếu ρ là một quan hệ tương đương và ổn

định trái;

(2) ρ được gọi là tương đẳng nếu ρ là một tương đẳng phải vừa là một tương

đẳng trái.

Như vậy, một tương đẳng trên nửa nhóm S là một quan hệ tương đương

trên S tương thích với phép toán trên nửa nhóm S. Mô tả các tương đẳng

trên một lớp nửa nhóm cụ thể là một trong những vấn đề then chốt của lý

thuyết nửa nhóm, vì nhờ nó mà các cấu trúc nửa nhóm được xác định một

cách tường minh.

Giả sử ρ là một tương đẳng trên nửa nhóm S. Khi đó ρ là một quan hệ

tương đương trên S và vì vậy ta có tập thương S/ρ là tập các lớp tương

đương của S theo quan hệ tương đương ρ.

Bây giờ ta hãy trang bị cho S/ρ một phép toán. Xét tương ứng

S/ρ× S/ρ −→ S/ρ, (a, b) 7→ ab.

Tương ứng này là một ánh xạ vì nếu (a, b) = (a′, b′) thì ab = a′b′. Thật vậy,

do (a, b) = (a′, b′) nên a = a′ và b = b′, suy ra aρa′ và bρb′. Vì ρ là một tương

đẳng trên S nên nó vừa ổn định phải và vừa ổn định trái, ta suy ra abρa′b

và a′bρa′b′. Do tính chất bắc cầu của ρ, ta có abρa′b′ hay ab = a′b′. Như vậy

ta có một phép toán trên S/ρ xác định bởi

a b = ab với mọi a, b ∈ S/ρ.

1.1.3 Mệnh đề. S/ρ cùng với phép toán nói trên là một nửa nhóm.
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1.1.4 Định nghĩa. Nửa nhóm S/ρ được gọi là nửa nhóm thương của S theo

tương đẳng ρ.

Dễ thấy rằng, nếu S là nửa nhóm giao hoán thì S/ρ cũng là một nửa nhóm

giao hoán; nếu S là một vị nhóm với đơn vị e thì S/ρ cũng là một vị nhóm

với đơn vị là e.

1.1.5 Định nghĩa. Cho S và S ′ là các nửa nhóm.

(1) Một ánh xạ f : S → S ′ được gọi là đồng cấu nửa nhóm nếu f(ab) =

f(a)f(b) với mọi a, b ∈ S.

(2) Đồng cấu f được gọi là đơn cấu (tương ứng toàn cấu hoặc đẳng cấu) nếu

f là một đơn ánh (tương ứng toàn ánh hoặc song ánh).

(3) Ta nói nửa nhóm S đẳng cấu với nửa nhóm S ′ nếu tồn tại một đẳng cấu

nửa nhóm từ S đến S ′.

Giả sử ρ là một tương đẳng trên nửa nhóm S. Khi đó ánh xạ tự nhiên

p : S → S/ρ

xác định bởi p(a) = a với mọi a ∈ S, trong đó a là lớp tương đương chứa a,

là một đồng cấu nửa nhóm, gọi là đồng cấu tự nhiên (hoặc đồng cấu chính

tắc) từ nửa nhóm S lên nửa nhóm thương S/ρ. Rõ ràng p là một toàn cấu

nửa nhóm. Vì vậy, mỗi nửa nhóm thương của nửa nhóm S là một ảnh đồng

cấu của S. Định lí sau trả lời cho câu hỏi ngược lại.

1.1.6 Định lý. (Định lí đồng cấu nửa nhóm) Giả sử f : S → S ′ là một toàn

cấu nửa nhóm và ρ là một quan hệ hai ngôi trên S xác định bởi aρb khi và

chỉ khi f(a) = f(b). Khi đó ρ là một tương đẳng trên S và tồn tại một đẳng

cấu g từ nửa nhóm thương S/ρ lên S ′ sao cho biểu đồ sau là giao hoán

S

p   

f // S ′

S/ρ
∃!f

==
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Cho f : S → S ′ là một đồng cấu vị nhóm. Khi đó, ta dễ thấy

Kerf = {(a, b) ∈ S × S | f(a) = f(b)}

là một tương đẳng trên vị nhóm S và

Imf = {f(a) | a ∈ S}

là một vị nhóm con của S ′. Vì vậy, ta có định nghĩa sau đây.

1.1.7 Định nghĩa. Cho f : S → S ′ là một đồng cấu vị nhóm. Khi đó:

(1) Kerf được gọi là tương đẳng hạt nhân của f ;

(2) Imf được gọi là ảnh của f .

1.1.8 Mệnh đề. Cho f : S → S ′ là một đồng cấu vị nhóm. Khi đó ánh xạ

f : S/Kerf → Imf,

xác định bởi f(a) = f(a), với mọi a ∈ S/Kerf là một đẳng cấu vị nhóm.

1.2 Vị nhóm tự do trên một tập, biểu diễn của một

vị nhóm

1.2.1 Định nghĩa. Giả sử X là một tập hợp tùy ý khác rỗng. Ta ký hiệu

Free(X) = {a1x1 + . . .+ akxk | k ∈ N, a1, . . . , ak ∈ N, x1, . . . , xk ∈ X}

và định nghĩa một phép toán cộng trên Free(X) như sau

(a1x1 + . . .+ akxk) + (a1x1 + . . .+ akxk) = (a1 + b1)x1 + . . .+ (ak + bk)xk,

chú ý rằng các hệ số ai và bi có thể bằng 0. Khi đó Free(X) trở thành một vị

nhóm và gọi là vị nhóm tự do trên tập X. Nếu X = {x1, . . . , xn} là tập hợp

hữu hạn thì ta ký hiệu Free(x1, . . . , xn) thay cho Free(X).
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Nếu S là một vị nhóm cộng hữu hạn sinh với hệ sinh hữu hạn là {n1, . . . , nk}
thì ánh xạ

ϕ : Free(x1, . . . , xk)→ S,

xác định bởi ϕ(a1x1 + . . . + akxk) = a1n1 + . . . + aknk là một toàn cấu vị

nhóm (giả thiết rằng xi 6= xj với mọi i 6= j). Do đó theo Mệnh đề 1.1.8 thì S

đẳng cấu với Free(x1, . . . , xk)/Kerϕ. Điều đó đã chứng minh cho phát biểu

sau.

1.2.2 Mệnh đề. Giả sử S là một vị nhóm hữu hạn sinh với hệ sinh hữu

hạn gồm k phần tử là {n1, . . . , nk}. Cho X là một tập hợp có số phần tử là

k. Khi đó tồn tại một tương đẳng σ trên Free(X) sao cho S đẳng cấu với

Free(X)/σ.

Từ mệnh đề trên ta cũng suy ra, mọi vị nhóm hữu hạn sinh đều đẳng cấu

với Nk/σ với k là một số nguyên dương và σ là một tương đẳng trên Nk.

Bây giờ ta tìm hiểu khái niệm biểu diễn của một vị nhóm. Trước hết ta

giới thiệu khái niệm tương đẳng sinh bởi một tập. Vì tương đẳng có một vai

trò quan trọng trong lý thuyết nửa nhóm, do đó người ta thường quan tâm

đến việc xây dựng các tương đẳng thoả mãn một số tính chất nào đó. Sau

đây ta trình bày cách xây dựng tương đẳng sinh bởi một quan hệ hai ngôi

cho trước. Chú ý rằng, giao của các tương đẳng trên một vị nhóm là một

tương đẳng trên vị nhóm đó. Do đó, với một tập hợp X cho trước và một tập

con ρ ⊆ Free(X)×Free(X) thì giao của tất cả các tương đẳng trên Free(X)

chứa ρ là một tương đẳng trên Free(X) chứa ρ. Tương đẳng này được gọi là

tương đẳng sinh bởi ρ và ký hiệu là Cong(ρ).

Tiếp theo chúng ta sẽ mô tả phần tử của Cong(ρ) với ρ là một quan hệ

hai ngôi trên tập hợp X. Ta gọi

i(X) = {(x, x) | x ∈ X}
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là quan hệ bằng nhau trên X và

ρ−1 = {(b, a) | (a, b) ∈ ρ}

là quan hệ ngược của ρ. Mệnh đề sau đây sẽ mô tả Cong(ρ).

1.2.3 Mệnh đề. Cho X là một tập hợp khác rỗng và ρ ⊆ Free(X)×Free(X).

Đặt

ρ0 = ρ ∪ ρ−1 ∪ i(Free(X))

và

ρ1 = {(v + u,w + u) | (v, w) ∈ ρ0, u ∈ Free(X)}.

Khi đó Cong(ρ) là tập tất cả các cặp (v, w) ∈ Free(X) × Free(X) sao cho

tồn tại k ∈ N và v0, . . . , vk ∈ Free(X) với v0 = v, vk = w và (vi, vi+1) ∈ ρ1

với mọi 0 ≤ i ≤ k − 1.

1.2.4 Định nghĩa. (1) Một tương đẳng σ được gọi là sinh bởi ρ nếu σ =

Cong(ρ). Khi đó ta cũng nói ρ là một hệ sinh của σ.

(2) Tương đẳng σ được gọi là hữu hạn sinh nếu tồn tại một hệ sinh của σ

có hữu hạn phần tử.

(3) Một biểu diễn của vị nhóm hữu hạn sinh S là một tương đẳng trên

Free(X) vớiX là một tập hợp hữu hạn nào đó sao cho S ∼= Free(X)/Cong(ρ).

Ta nói S là vị nhóm biểu diễn được hữu hạn nếu ρ hữu hạn.

1.2.5 Mệnh đề. (Bổ đề Dickson) Giả sử X là một tập hợp hữu hạn khác

rỗng và N là một tập con khác rỗng của Free(X). Khi đó tập hợp các phần

tử tối tiểu của N theo quan hệ thứ tự từ điển Minimals≤(N) là hữu hạn.

Một vị nhóm cộng S được gọi là giản ước được nếu với mọi a, b, c ∈ S thì

a+ c = b+ c kéo theo a = b.

1.2.6 Hệ quả. Mọi vị nhóm hữu hạn sinh giản ước được đều là vị nhóm biểu

diễn được hữu hạn.
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1.3 Nửa nhóm số và các khái niệm liên quan

1.3.1 Định nghĩa. Cho S là một vị nhóm con của vị nhóm cộng các số tự

nhiên N sao cho phần bù của S trong N tập hợp hữu hạn. Khi đó S được gọi

là một nửa nhóm số.

Như vậy, S là một nửa nhóm số khi và chỉ khi S là một tập con của N,
chứa 0, đóng kín đối với phép cộng và phần bù của S trong N hữu hạn.

Cho A là một tập con tuỳ ý của tập hợp các số tự nhiên N. Ký hiệu

〈A〉 = {λ1a1 + · · ·+ λnan | n ∈ N∗, ai ∈ A, λi ∈ N,∀i = 1, . . . , n}.

Khi đó 〈A〉 là nửa nhóm con bé nhất (theo quan hệ bao hàm) của N chứa

A. Do đó 〈A〉 là nửa nhóm con sinh bởi A. Nếu 〈A〉 = S thì A là một hệ

sinh của nửa nhóm số S. Ta nói ước chung lớn nhất của A bằng 1, ký hiệu

gcd(A) = 1 nếu ước chung lớn nhất của mọi tập con hữu hạn của A đều bằng

1.

1.3.2 Mệnh đề. Cho A là một tập con khác rỗng của N \ {0}. Khi đó 〈A〉
là một nửa nhóm số khi và chỉ khi gcd(A) = 1.

Chứng minh. Đặt d = gcd(A). Rõ ràng nếu s ∈ 〈A〉 thì d | s. Do 〈A〉 là một

nửa nhóm số nên N \ 〈A〉 là tập hữu hạn và vì vậy tồn tại số nguyên dương

x sao cho d | x và d | (x+ 1). Vậy d = 1.

Ngược lại, giả sử gcd(A) = 1 ta cần chứng minh 〈A〉 là một nửa nhóm số.

Ta chỉ cần chứng minh N \ 〈A〉 là tập hữu hạn. Thật vậy, do gcd(A) = 1 nên

tồn tại các số nguyên z1, z2, . . . , zn và a1, a2, . . . , an ∈ A sao cho:

z1a1 + z2a2 + · · ·+ znan = 1.

Bằng cách chuyển zi sang vế phải, ta có thể tìm được i1, . . . , ik, j1, . . . , jl ∈
{1, . . . , n} sao cho:

zi1ai1 + · · ·+ zikaik = 1− zj1aj1 − · · · − zjlajl.
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Do đó tồn tại s ∈ 〈A〉 sao cho s + 1 cũng thuộc 〈A〉. Ta chứng minh nếu

n > (s − 1)s + (s − 1) thì n ∈ 〈A〉. Thật vậy, lấy q và r là các số nguyên

sao cho n = qs + r với 0 6 r < s. Do n > (s − 1)s + (s − 1) ta suy ra

q > s− 1 > r. Vì vậy

n = (rs+ r) + (q − r)s = r(s+ 1) + (q − r)s ∈ 〈A〉.

Mệnh đề được chứng minh.

Chú ý rằng, mỗi nửa nhóm số có thể có nhiều hệ sinh. Một hệ sinh của

nửa nhóm số S được gọi là tối tiểu nếu mọi tập con thực sự của nó đều không

phải là hệ sinh của S. Kết quả sau đây chỉ ra rằng mỗi nửa nhóm số chỉ có

duy nhất một hệ sinh tối tiểu.

1.3.3 Định lý. Mỗi nửa nhóm số có duy nhất một hệ sinh tối tiểu.

Như vậy, mỗi nửa nhóm số S là một tập con của tập hợp các số tự nhiên

N, gồm các tổ hợp tuyến tính trên N của một tập hữu hạn các số nguyên

dương nguyên tố cùng nhau cho trước. Cho s1, . . . , sn là các số nguyên dương

nguyên tố cùng nhau. Khi đó, nửa nhóm số sinh bởi s1, . . . , sn là

S = 〈s1, . . . , sn〉 = {λ1s1 + · · ·+ λnsn | λi ∈ N,∀i = 1, . . . , n}.

Giả sử {n0, n1, . . . , np} là một hệ sinh tối tiểu của S xếp theo thứ tự tăng

dần. Khi đó, mỗi phần tử s ∈ S đều tồn tại một bộ gồm p + 1 số nguyên

không âm (a0, a1, . . . , ap) ∈ Np+1 sao cho

s = a0n0 + a1n1 + . . .+ apnp

Ta nói rằng phần tử s có biểu diễn duy nhất nếu bộ số (a0, a1, . . . , ap) là duy

nhất.

Định lý 1.3.3 dẫn đến khái niệm sau đây.
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1.3.4 Định nghĩa. (1) Số phần tử của hệ sinh tối tiểu của nửa nhóm số S

gọi là chiều nhúng của S và ký hiệu là e(S).

(2) Số nguyên bé nhất trong hệ sinh tối tiểu của nửa nhóm số S được gọi

là số bội của S, ký hiệu là m(S).

Chú ý rằng m(S) chính là số nguyên dương bé nhất thuộc S. Ta luôn có

bất đẳng thức e(S) ≤ m(S). Khi dấu ” = ” xẩy ra thì ta nói nửa nhóm số S

có chiều nhúng tối đại.

Bây giờ ta tìm hiểu khái niệm tập Apéry của một nửa nhóm số.

1.3.5 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm số và n ∈ S \ {0}. Tập hợp

được xác định bởi

Ap(S, n) = {h ∈ S | h− n /∈ S}

được gọi là tập Apéry của n trong S.

Mệnh đề sau đây cho ta cách tìm tập Apéry của một nửa nhóm số.

1.3.6 Mệnh đề. Cho S là một nửa nhóm số và n ∈ S \ {0}. Khi đó ta có

Ap(S, n) = {0 = w(0), w(1), . . . , w(n− 1)},

trong đó w(i) là số nhỏ nhất của S sao cho

w(i) ≡ i (mod n),∀i ∈ {0, 1, . . . n− 1}.

Chứng minh. Rõ ràng, với mỗi i ∈ {1, 2, . . . n− 1} thì tập hợp

{i+ kn | k ∈ N}

Các số tự nhiên đồng dư với i theo môđun n là tập hợp vô hạn. Vì tập hợp

N \ S là hữu hạn nên tồn tại k ∈ N sao cho i + kn ∈ S. Gọi w(i) là số nhỏ

nhất thuộc S có dạng i+ kn, nghĩa là w(i) là số nhỏ nhất thuộc S đồng dư
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với i theo môđun n. Khi đó rõ ràng w(i)−n /∈ S vì w(i)−n = i+ kn−n =

i+(k− 1)n < w(i). Vậy w(i) ∈ Ap(S, n) với mọi i ∈ {1, 2, . . . n− 1}. Do đó

Ap(S, n) ⊇ {0 = w(0), w(1), . . . , w(n− 1)}.

Ngược lại, giả sử x ∈ Ap(S, n). Khi đó x ∈ S và x− n /∈ S. Do đó

x ∈ {0 = w(0), w(1), . . . , w(n− 1)}.

Suy ra

Ap(S, n) ⊆ {0 = w(0), w(1), . . . , w(n− 1)}.

Vì vậy

Ap(S, n) = {0 = w(0), w(1), . . . , w(n− 1)}.

Từ mệnh đề trên, ta thấy Ap(S, n) là một hệ thặng dư đầy đủ mod n. Từ

mỗi lớp thặng dư môđun n ta trích ra số nguyên nhỏ nhất trong đó thuộc S,

ta được một hệ thặng dư đầy đủ môđun n và đó chính là tập Ap(S, n). Như

vậy tập Apéry của phần tử n trong nửa nhóm số S có n phần tử.

1.3.7 Ví dụ. Cho nửa nhóm số

S = 〈5, 7, 9〉 = {0, 5, 7, 9, 10, 12, 14→}

(trong đó ký hiệu 14→ nghĩa là các số tự nhiên liên tiếp bắt đầu từ 14). Ta

tính được

Ap(S, 5) = {0, 7, 9, 16, 18},

Ap(S, 7) = {0, 5, 9, 10, 15, 18, 20}.

Mệnh đề sau đây là một đặc trưng của nửa nhóm số với chiều nhúng tối

đại thông qua tập Apéry.
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1.3.8 Mệnh đề. Cho S là một nửa nhóm số có hệ sinh tối tiểu là {n1, n2, . . . , ne}
(với n1 < n2 < . . . < ne). Khi đó S có chiều nhúng tối đại khi và chỉ khi

Ap(S, n1) = {0, n2, . . . , ne}

Chứng minh. Chúng ta dễ dàng chứng minh được

{n2, n3, . . . , ne} ⊆ Ap(S, n1) \ {0}.

Mặt khác số phần tử của Ap(S, n1) là n1. Do đó e = n1 khi và chỉ khi

Ap(s, n1) = {0, n1, n2, . . . , ne}.

Tiếp theo, chúng ta tìm hiểu khái niệm số Frobenius và nửa nhóm số đối

xứng.

1.3.9 Định nghĩa. Số nguyên lớn nhất không thuộc nửa nhóm số S được

gọi là số Frobenius của S và ký hiệu là F(S).

1.3.10 Ví dụ. (1) Cho nửa nhóm số

S = 〈4, 7〉 = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16, 18→}.

Khi đó F(S) = 17.

(2) Cho nửa nhóm số

S = 〈5, 7, 9〉 = {0, 5, 7, 9, 10, 12, 14→}.

Khi đó F(S) = 13.

Cho nửa nhóm số S có số Frobenius là F(S). Khi đó F(S)−n /∈ S, ∀n ∈ S
và tương ứng

ϕ : S −→ Z \ S,

xác định bởi ϕ(x) = F(S)− x, với mọi x ∈ S là một đơn ánh.

1.3.11 Định nghĩa. Nếu ϕ là một song ánh thì S được gọi là nửa nhóm số

đối xứng.
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Như vậy, một nửa nhóm số đối xứng S là một nửa nhóm số mà các tập

hợp S và Z \ S tương đương nhau. Sau đây là một đặc trưng của nửa nhóm

số đối xứng.

1.3.12 Mệnh đề. Giả sử F(S) là sô Frobenius của nửa nhóm số S. Khi đó

S là nửa nhóm số đối xứng khi và chỉ khi với mọi số nguyên x thì x ∈ S hoặc

F(S)− x ∈ S.

Chứng minh. Ta dễ thấy ϕ là một đơn ánh. từ đó ϕ là song ánh khi và chỉ

khi ϕ là toàn ánh.

Giả sử S là một nửa nhóm số đối xứng, suy ra ϕ là một toàn ánh. Khi đó

mọi phần tử x ∈ Z \ S đều có thể viết dưới dạng x = F(S) − n, n ∈ S hay

F(S)− x ∈ S,∀x ∈ Z \ S.
Ngược lại, giả sử y là số nguyên bất kỳ thuộc vào tập hợp Z \S. Theo giả

thiết, ta có F(S)− y ∈ S. Đặt x = F(S)− y, khi đó

ϕ(x) = F(S)− x = F(S)− (F(S)− y) = y.

Vậy ϕ là toàn ánh, do đó S là một nửa nhóm số đối xứng.

1.3.13 Mệnh đề. Giả sử S là một nửa nhóm số có hệ sinh tối tiểu là {n0 <
n1 < . . . < np} và

Ap(S, n0) = {0 = ω(1) < ω(2) < . . . < ω(n0)}.

Khi đó S nửa nhóm số đối xứng khi và chỉ khi

ω(i) + ω(n0 − i+ 1) = ω(n0), ∀i ∈ {1, . . . , n0}.

1.4 Biểu diễn của một nửa nhóm số

Mọi nửa nhóm số đều là vị nhóm hữu hạn sinh giản ước được nên theo Hệ

quả 1.2.6 thì chúng biểu diễn được hữu hạn. Trong mục này chúng ta sẽ tìm

hiểu về tính tối tiểu của một biểu diễn của một nửa nhóm số.
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Cho σ là một tương đẳng trên vị nhóm tự do Free(x1, . . . , xn) và cho ρ là

một hệ sinh của σ. Ta nói rằng ρ là một quan hệ tối tiểu nếu lực lượng của

ρ là nhỏ nhất trong số các lực lượng của các hệ sinh của σ.

Cho S là một nửa nhóm số với hệ sinh tối tiểu {n0 < n1 < . . . < np} và
tập hợp X = {X0, X1, . . . , Xp} với Xi 6= Xj với mọi i 6= j. Ta nói ρ là một

biểu diễn tối tiểu nếu ρ là một quan hệ tối tiểu của tương đẳng hạt nhân của

ϕ : Free(X)→ S,

xác định bởi ϕ(a0X0 + . . . + apXp) = a0n0 + . . . + apnp. Ta có thể diễn đạt

chi tiết hơn khái niệm này như sau. Gọi σ là tương đẳng hạt nhân của ϕ tức

là

σ = {(x, y) ∈ Free(X)× Free(X) | ϕ(x) = ϕ(y)}.

Khi đó S đẳng cấu với vị nhóm thương của F/σ. Theo Hệ quả 1.2.6 thì σ là

hữu hạn sinh, do đó tồn tại

ρ = {(x1, y1), . . . , (xt, yt)} ⊂ Free(X)× Free(X)

sao cho σ là tương đẳng nhỏ nhất trên Free(X) chứa ρ. Khi đó ρ là một biểu

diễn của nửa nhóm số S. Nếu không có tập con thực sự nào khác của ρ sinh

ra σ thì ρ là biểu diễn tối tiểu. Chú ý rằng đối với nửa nhóm số thì biểu diễn

tối tiểu và biểu diễn có số phần tử nhỏ nhất là như nhau. Ngoài ra, một biểu

diễn tối tiểu của một nửa nhóm số có thể được tính toán từ hệ sinh tối tiểu

của nó.

Cho n ∈ S\{0}, tập các biểu diễn của n trong S là tập hợp

E(n) = ϕ−1(n) = {x ∈ Free(X) | ϕ(x) = n}.

Chú ý rằng E(n) khác rỗng và hữu hạn. Trên E(n) ta xác định một quan hệ

tương đương R như sau:

a0X0 + . . .+ apXp R b0X0 + . . .+ bpXp
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nếu tồn tại

k00X0 + . . .+ k0pXp, k10X0 + . . .+ k1pXp, . . . , kl0X0 + . . .+ klpXp ∈ E(n)

sao cho

a0X0+. . .+apXp = k00X0+. . .+k0pXp, b0X0+. . .+bpXp = kl0X0+. . .+klpXp,

và

ki0ki+l0 + . . .+ kipki+ip 6= 0,∀i ∈ {0, 1, . . . , l − 1}.

Ta định nghĩa γn như sau:

• Nếu #(E(n)/R) = 1 thì γn = ∅;

• Nếu #(E(n)/R) = r ≥ 2 và E(n)/R = {A1, A2, . . . , Ar} thì ta chọn

xi ∈ Ai,∀i ∈ {2, . . . , r} và y2, . . . , yr ∈ A1 và đặt

γn = {(x2, y2), . . . , (xr, yr)}.

Khi đó, từ [6], ta suy ra γ =
⋃

n∈S\{0}
γn là một một biểu diễn tối tiểu của nửa

nhóm số S.
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CHƯƠNG 2

BIỂU DIỄN TỐI TIỂU CỦA NỬA NHÓM SỐ VỚI

TẬP APÉRY CÓ BIỂU DIỄN DUY NHẤT

Chương này trình bày kết quả của bài báo [5] gồm hai phần. Phần đầu

trình bày về biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm số S có tính chất mọi phần tử

trong tập Ap(S,m(S)) đều có biểu diễn duy nhất. Phần thứ hai, trình bày

về nửa nhóm số đối xứng S mà mọi phần tử (trừ phần tử lớn nhất) của tập

Apéry Ap(S,m(S)) đều có biểu diễn duy nhất.

2.1 Biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm số

Cho S là một nửa nhóm số. Ta nói phần tử n ∈ S có biểu diễn duy nhất

nếu #(E(n)) = 1. Như vậy, n có biểu diễn duy nhất nếu nó chỉ có một cách

duy nhất biểu diễn dưới dạng tổ hợp tuyến tính (trên N) của hệ sinh tối tiểu

của S. Trong mục này, chúng ta sẽ giả thiết S là một nửa nhóm số với hệ sinh

tối tiểu {n0 < n1 < . . . < np} và thoả mãn tính chất mọi phần tử của tập

Ap(S, n0) đều có biểu diễn duy nhất. Chú ý rằng, n0 chính là số bội m(S)

của nửa nhóm số S. Mục tiêu của tiết này là tìm biểu diễn tối tiểu của S.

Ký hiệu

T = {(a1, a2, . . . , ap) ∈ Np | a1n1 + . . . apnp /∈ Ap(S, n0)}.

Giả sử tập các phần tử tối tiểu của T theo quan hệ thứ tự từ điển thông
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thường trên Np là

Minimals(T ) = {α1 = (α11, . . . , α1p), . . . , αt = (αt1, . . . , αtp)}.

Theo Bổ đề Dickson (Mệnh đề 1.2.5) thì tập hợp này hữu hạn. Với mỗi

∀i ∈ {1, . . . , t}, ta định nghĩa

xi = 0X0 + αi1X1 + . . .+ αipXp ∈ F.

Vì ϕ(xi) /∈ Ap(S, n0) nên tồn tại (βi0, . . . , βip) ∈ Np+1 với βi0 6= 0 sao cho

ϕ(xi) = βi0n0 + . . .+ βipnp.

Với mỗi i ∈ {1, . . . , t}, ta định nghĩa

yi = βi0X0 + . . .+ βipXp ∈ F.

Dễ thấy

ϕ(xi) = ϕ(yi),∀i ∈ {1, . . . , t}

và do đó

{(xi, yi), . . . , (xt, yt)} ⊆ σ.

Định lý sau đây là kết quả chính trong [5].

2.1.1 Định lý. Tập hợp ρ = {(x1, y1), . . . , (xt, yt)} xác định như trên là một

biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm số S.

Chứng minh. Để chứng minh ρ là biểu diễn tối tiểu của S ta chứng minh ρ

nhận được bằng cách xây dựng như đã chỉ ra ở cuối Mục 1.4.

Trước hết ta có ρ ⊆ σ và do đó

ρ = ∪
n∈S\{0}

ρ ∩ ((E(n)× E(n)).

Ta cần chứng minh #(E(n)/R) = 1 kéo theo

ρ ∩ ((E(n)× E(n)) = ∅.
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Để chứng minh điều này ta chỉ cần chứng minh #(E(ϕ(xi))/R) ≥ 2,∀i ∈
{1, . . . , t}. Vì xi, yi ∈ E(ϕ(x1)) và xi 6= yi nên chúng ta có thể khẳng định

rằng #(E(ϕ(xi))/R) ≥ 2. Ta chứng minh R-lớp của E(ϕ(xi)) chứa xi có số

phần tử bằng 1 từ đó suy ra #(E(ϕ(xi))/R) ≥ 2. Nếu b0X0 + . . . + bpXp ∈
E(ϕ(xi) và b00 + b1αi1 + . . . + bpαip 6= 0 thì tồn tại j ∈ {1, . . . , p} sao cho

αijbj 6= 0. Do đó

(0, αi1, . . . , αij − 1, . . . , αip), (b0, . . . , bj − 1, . . . , bp) ∈ Np+1

và

αi1n1 + . . .+ (αij − 1)nj + . . .+αipnp = b0n0 + . . .+ (bj − 1)nj + . . .+ bpnp.

Tính tối tiểu của αi kéo theo

αi1n1 + . . .+ (αij − 1)nj + . . .+ αipnp ∈ Ap(S, n0)

và theo giả thiết, các phần tử của tập Ap(S, n0) có biểu diễn duy nhất nên

(0, αi1, . . . , αij − 1, . . . , αip) = (b0, . . . , bj − 1, . . . , bp).

Do đó

0X0 + αi1X1 + . . .+ αipXp = b0X0 + . . .+ bpXp.

Bây giờ chúng ta giả thiết #(E(n)/R) = r ≥ 2 và giả sử

E(n)/R = {A1, A2, . . . , Ar},

trong đó A1 chứa tất cả các phần tử

a0X0 + . . .+ apXp ∈ E(n)

thỏa mãn a0 6= 0 (các phần tử này được chứa trong cùng mộtR-lớp của E(n)).

Ta cần chứng minh rằng nếu x ∈ Ai với i ∈ {2, . . . , r} thì x ∈ {x1, . . . , xt}.
Vì x /∈ A1 nên x = 0X0 + a1X1 + . . .+ apXp và trong trường hợp này

a1n1 + . . .+ apnp /∈ Ap(S, n0)
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do phần tử này không có biểu diễn duy nhất mà mỗi phần tử của Ap(S, n0)

đều có biểu diễn duy nhất. Hơn nữa, nếu aj 6= 0 thì

a1n1 + . . .+ (aj − 1)nj + . . .+ apnp ∈ Ap(S, n0)

bởi nếu không thì tồn tại (b0, . . . , bp) ∈ Np+1 với b0 6= 0 sao cho

a1n1 + . . .+ (aj − 1)nj + . . .+ apnp = b0n0 + . . . . . .+ bpnp,

điều này kéo theo

0X0 + a1x1 + . . .+ apXp R b0X0 + . . .+ (bj + 1)Xj + . . .+ bpXp

và do b0 6= 0 nên ta suy ra 0X0+a1X1+ . . .+apXp ∈ A1, điều này vô lí. Điều

đó chứng tỏ rằng nếu x ∈ Ai, i 6= 1 thì x ∈ {x1, . . . , xt}. Theo chứng minh

trên, R-lớp của E(ϕ(xj)) chứa xj có số phần tử bằng 1. Do đó #Ai = 1 với

mọi i 6= 1. Vì vậy, ta có thể khẳng định rằng ρ ∩ ((E(n)× E(n)) có dạng

{(x2, y2), . . . , (xr, yr)}

với xi ∈ Ai và yi ∈ A1 với mọi i ∈ {2, . . . , r}.
Với mỗi n ∈ S \ {0}, đặt ρn = ρ ∩ ((E(n) × E(n)). Ta có ρ = ∪

n∈S\{0}
ρn.

Hơn nữa, ρn có các tính chất sau

• Nếu #(E(n)/R) = 1 thì ρn = ∅.

• Nếu #(E(n)/R) = r ≥ 2 và E(n)/R = {A1, . . . , Ar} thì

ρn = {(x1, y2), . . . , (xr, yr)}

với xi ∈ Ai và yi ∈ A1,∀i ∈ {2, . . . , r}.

Vì vậy theo nhận xét ở cuối Mục 1.4, ρ là một biểu diễn tối tiểu của nửa

nhóm số S.

Ví dụ sau đây minh hoạ cho định lý trên.
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2.1.2 Ví dụ. Cho S = 〈7, 8, 25, 26, 27〉 là nửa nhóm số sinh bởi {7, 8, 25, 26, 27}.
Ta có

Ap(S, 7) = {0, 8, 16, 24, 25, 26, 27}

và tất cả các phần tử của nó đều có biểu diễn duy nhất. Với các ký hiệu

trong Định lý 2.1.1 thì n0 = 7, n1 = 8, n2 = 25, n3 = 26, n4 = 27 và

Ap(S, n0) = {0, n1, 2n1, 3n1, n2, n3, n4}. Ta thấy tập hợp

Minimals{(a1, a2, a3, a4) ∈ N4 | a1n1 + a2n2 + a3n3 + a4n4 /∈ Ap(S, n0)}

chính là tập hợp

{(4, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (0, 2, 0, 0),

(0, 1, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 2, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 2)}.

Áp dụng Định lí 2.1.1, ta có biểu diễn tối tiểu của S là:

ρ = {(4X1, X0 +X5), (X1 +X2, X0 +X3), (X1 +X3, X0 +X4),

(X1+X4, 5X0), (2X2, 6X0+X1), (X2+X3, 5X0+2X1), (X2+X4, 4X0+3X1),

(X3 +X4, 4X0 +X2), (2X4, 4X0 +X3)}.

Có rất nhiều họ các nửa nhóm số đặc biệt thỏa mãn tính chất mỗi phần

tử của Ap(S, n0) đều có biểu diễn duy nhất, chẳng hạn, các nửa nhóm số với

chiều nhúng tối đại (viết tắt là MED-nửa nhóm). Một nửa nhóm số S với hệ

sinh tối tiểu {n0 < n1 < . . . < np} là MED-nửa nhóm nếu n0 = p + 1. Khi

đó Ap(S, n0) = {0, n1, . . . , np} và do đó tất cả các phần tử của nó đều có

biểu diễn duy nhất. Áp dụng Định lí 2.1.1, ta có biểu diễn tối tiểu của S là

ρ = {(2X1, y1), (X1 +X2, y2), . . . , (X1 +Xp, yp), (2X2, yp+1),

(X2 +X3, yp+2), . . . , (X2 +Xp, y2p−1), . . . , (2Xp−1, yp(p+1)/2−2),

Xp−1 +Xp, yp(p+1)/2−1, (2Xp, yp(p+1)/2)},
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trong đó nếu (x, y) ∈ ρ thì y ∈ E(ϕ(x)) và hơn nữa y có dạng y = a0X0 +

. . . + apXp với a0 6= 0. Những điều vừa trình bày đã chứng minh cho mệnh

đề sau đây.

2.1.3 Mệnh đề. Nếu S là MED-nửa nhóm với hệ sinh tối tiểu

{n0 < n1 < . . . < np}

thì số phần tử của một biểu diễn tối tiểu của S là
n0(n0 − 1)

2
.

Với hai số tự nhiên m và e bất kỳ sao cho 2 ≤ e ≤ m, mệnh đề sau đây

cho phép chúng ta xây dựng một nửa nhóm số với số bội là m và chiều nhúng

là e và số phần tử của biểu diễn tối tiểu của nó là
e(e− 1)

2
.

2.1.4 Mệnh đề. Cho q ∈ N \ {0},m ∈ N sao cho m ≥ q + 2 và S là một vị

nhóm con của vị nhóm cộng các số tự nhiên N sinh bởi

{m,m+ 1, qm+ q + 1, qm+ q + 2, . . . , qm+ (m− 1)}.

Khi đó S là một nửa nhóm số có bội là m và chiều nhúng là e = m− q + 1

và số phần tử của biểu diễn tối tiểu của nó là
e(e− 1)

2
.

Chứng minh. Vì gcd{m,m+ 1} = 1, nên ta có thể coi S như là một hệ sinh

của nhóm cộng các số nguyên Z và do đó S là một nửa nhóm số. Hơn nữa

{m,m+ 1, qm+ q + 1, qm+ q + 2, . . . , qm+ (m− 1)}

là một hệ sinh tối tiểu của S và do đó S có số bội bằng m và chiều nhúng là

e = m−q+1. Đặt n0 = m,n1 = m+1, n2 = qm+q+1, . . . , np = qm+(m−1).
Khi đó, ta nhận được

Ap(S, n0) = {0, n1, 2n1, . . . , qn1, n2, n3, . . . , np}

là tập hợp có tất cả các phần tử đều biểu diễn duy nhất. Áp dụng Định lí

2.1.1, ta có biểu diễn tối tiểu của S là

ρ = {((q + 1)X1, y1), (X1 +X2, y2), . . . ., (X1 +Xp, yp),
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(2X2, yp+1), (X2 +X3, yp+2), . . . , (X2 +Xp, y2p−1), . . . ,

2Xp−1, yp(p+1)/2−2, (Xp−1 +Xp, yp(p+1)/2−1), (2Xp, yp(p+1)/2)},

trong đó nếu (x, y) ∈ ρ thì y ∈ E(ϕ(x)) và y có dạng y = a0X0+ . . .+ apXp

với a0 6= 0. Do đó #(ρ) =
e(e− 1)

2
.

2.2 Biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm số đối xứng

Như một áp dụng của Định lý 2.1.1, trong phần này chúng tôi trình bày

về biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm số đối xứng mà mọi phần tử (trừ phần tử

lớn nhất) của tập Apéry Ap(S,m(S)) đều có biểu diễn duy nhất. Đây cũng

chính là kết quả chính thứ hai trong bài báo [5]. Chú ý rằng nửa nhóm số

đối xứng là lớp nửa nhóm số quan trọng, được nghiên cứu rất nhiều trong lý

thuyết nửa nhóm số vì chúng có nhiều ứng dụng trong Đại số giao hoán và

Hình học đại số.

Một nửa nhóm số S với số Frobenius C là đối xứng nếu x ∈ Z và x /∈ S
kéo theo C − x ∈ S. Giả sử S là một nửa nhóm số có hệ sinh tối tiểu là

{n0 < n1 < . . . < np} và

Ap(S, n0) = {0 = ω(1) < ω(2) < . . . < ω(n0) = C + n0}.

Khi đó theo Mệnh đề 1.3.13, S nửa nhóm số đối xứng khi và chỉ khi

ω(i) + ω(n0 − i+ 1) = ω(n0), ∀i ∈ {1, . . . , n0}.

Đặc trưng này của nửa nhóm số đối xứng cho thấy tồn tại rất ít nửa nhóm

số đối xứng S thỏa mãn điều kiện Ap(S, n0) có biểu diễn duy nhất. Vì vậy,

trong phần này chúng ta chỉ nghiên cứu biểu diễn của nửa nhóm số đối xứng

S thoả mãn tính chất các phần tử của Ap(S, n0) \ {C+n0} có biểu diễn duy

nhất.
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Từ đây trở về sau, ta giả sử S là một nửa nhóm số đối xứng có hệ sinh tối

tiểu là {n0 < n1 < . . . < np}, có số Frobenius là C sao cho C > n0 > 2 và

Ap(S, n0) = {0 = ω(1) < ω(2) < . . . < ω(n0) = C + n0}.

Hơn nữa, ta giả sử tất cả các phần tử của Ap(S, n0) \ {C + n0} đều có biểu

diễn duy nhất. Đặt S ′ = S ∪{C}. Khi đó, S ′ là một nửa nhóm số với hệ sinh

tối tiểu là {n0 < n1 < . . . < np < np+1 = C} và

Ap(S ′, n0) = {0 = ω(1) < ω(2) < . . . < ω(n0 − 1) < C}.

Vì tất cả các phần tử của Ap(S, n0) \ {C + n0} có biểu diễn duy nhất nên

các phần tử của Ap(S ′, n0) cũng có biểu diễn duy nhất. Do đó áp dụng Định

lý 2.1.1, ta có thể tìm được biểu diễn tối tiểu của S ′. Năm 1996, trong hai

bài báo khác nhau J. C. Rosales đã mô tả cách nhận được một biểu diễn tối

tiểu ρ của S từ biểu diễn tối tiểu ρ′ của S ′ và chỉ ra rẳng #ρ′ = #ρ+ p+ 2.

Lớp nửa nhóm số thoả mãn điều kiện tất cả các phần tử của Ap(S, n0) \
{C + n0} đều có biểu diễn duy nhất cũng có nhiều tính chất thú vị. Chẳng

hạn, trong số đó là lớp các nửa nhóm số đối xứng có chiều nhúng tối đại

(viết tắt là MEDSY-nửa nhóm). Một nửa nhóm số S với hệ sinh tối tiểu

{n0 < n1 < . . . < np} là MEDSY-nửa nhóm nếu S là nửa nhóm số đối xứng

và 3 ≤ p+ 1 = n0 − 1. Khi đó ta có

Ap(S, n0) = {0 < n1 < n2 < . . . < np < C + n0}

và do đó tất cả các phần tử của nó, trừ C + n0, đều có biểu diễn duy nhất.

Hơn nữa

E(C + n0) = {Xi +Xp−i+1 | i ∈ {1, . . . , [
p+ 1

2
]}},

với [x] là ký hiệu phần nguyên của x. Chú ý rằng, khi đó ta có S ′ = S ∪{C}
là một MED-nửa nhóm. Suy ra p + 2 = n0 và do đó từ Mệnh đề 2.1.3, ta

nhận được kết quả sau đây.
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2.2.1 Định lý. Nếu S là một MEDSY-nửa nhóm với hệ sinh tối tiểu là

{n0 < n1 < . . . < np} thì số phần tử của một biểu diễn tối tiểu của S là

(n0 − 1)(n0 − 2)

2
− 1.

Định lý sau đây chỉ ra một họ các nửa nhóm số đối xứng với chiều nhúng

bằng số bội trừ đi 2.

2.2.2 Mệnh đề. Cho m là một số tự nhiên lớn hơn hoặc bằng 5 và S là một

vị nhóm con của vị nhóm cộng các số tự nhiên N sinh bởi

{m,m+ 1,m+ 4,m+ 5, . . . ,m+ (m− 1)}.

Khi đó S là một nửa nhóm số đối xứng với bội số là m, chiều nhúng là

e = m− 2 và số phần tử của biểu diễn tối tiểu của nó là
e(e− 1)

2
− 1.

Chứng minh. Vì gcd{m,m + 1} = 1 nên có thể coi S là một hệ sinh của

nhóm cộng các số nguyên Z và do đó S là một nửa nhóm số. Hơn nữa

{m,m+ 1,m+ 4,m+ 5, . . . ,m+ (m− 1)}

là một hệ sinh tối tiểu. Do đó số bội của S là m và chiều nhúng của S là

e = m − 2. Đặt n0 = m,n1 = m + 1, n2 = m + 4, n3 = m + 5, . . . , np =

m+ (m− 1). Ta có

Ap(S, n0) = {0 < n1 < n2 < . . . < np < 2n1 < 3n1

= n2 + np = n3 + np−1 = . . . = n[(p+2)/2] + n[(p+3)/2]},

với [x] là phần nguyên của x. Như vậy nửa nhóm trên là nửa nhóm số đối

xứng với tất cả các phần tử của Ap(S, n0) (trừ phần tử lớn nhất) đều có biểu

diễn duy nhất. Vì vậy, số Frobenius của S là np+1 = 3n1 − n0, nửa nhóm số

S ′ sinh bởi {n0 < n1 < n2 < . . . < np < np+1} có

Ap(S ′, n0) = {0 < n1 < n2 < . . . < np < 2n1 < np+1}
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và tất cả các phần tử của nó đều có biểu diễn duy nhất. Áp dụng Định lý

2.1.1, S ′ có biểu diễn tối tiểu là

ρ′ = {(3X1, y1), (X1 +X2, y2), . . . , (X1 +Xp+1, yp+1), (2X2, yp+2), . . . ,

(X2 +Xp+1, y2p+1), . . . , (2Xp+1, y(p+1)+p+...+1)},

trong đó yk có dạng a0X0 + . . . + ap+1Xp+1 với a0 6= 0. Khi đó #(ρ′) =
(p+ 1)(p+ 2)

2
. Tuy nhiên, như ta đã biết, nếu ρ là một biểu diễn tối tiểu

của S thì #(ρ′) = #(ρ) + p+ 2. Từ đó ta có

#(ρ) =
p(p+ 1)

2
− 1 =

e(e− 1)

2
− 1.
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KẾT LUẬN

Nội dung chính của luận văn là trình bày về biểu diễn tối tiểu của nửa

nhóm số với tập Apéry có biểu diễn duy nhất dựa vào bài báo [5] của J.C.

Rosales. Chúng tôi đã hoàn thành được việc trình bày các kiến thức sau đây.

1. Một số kiến thức về lý thuyết nửa nhóm như tương đẳng, vị nhóm

thương, đồng cấu vị nhóm, vị nhóm tự do trên một tập, biểu diễn của

một vị nhóm và một số kiến thức về lý thuyết nửa nhóm số như khái

niệm nửa nhóm số, chiều nhúng, số bội, số Frobenius, tập Apéry, nửa

nhóm số đối xứng, nửa nhóm số có chiều nhúng tối đại. Các kết quả này

được tham khảo từ các tài liệu [1], [2], [3], [4] (Mục 1.1, 1.2, 1.3).

2. Biểu diễn và biểu diễn tối tiểu của một nửa nhóm số. Các kết quả này

được tham khảo từ [7] (Mục 1.4).

3. Biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm số với tập Apéry có biểu diễn duy nhất

tức là mọi phần tử trong tập Ap(S,m(S)) đều có biểu diễn duy nhất

dựa theo [5] (Định lý 2.1.1).

4. Số phần tử của biểu diễn tối tiểu của nửa nhóm số trong một số trường

hợp dựa theo [5] (Mệnh đề 2.1.3, Mệnh đề 2.1.4, Định lý 2.2.1).
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