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MO DAU

Mot nita nhém so 1a mot tap con S chita 0 ctia tap hop cac s6 tu nhien N
sao cho S déng kin ddi v6i phép cong va N\ S 1a mot tap hop hitu han. Noi
cach khac, S 1a mot niéa nhom s6 néu S 1a mot vi nhém con ciia vi nhéom
cong cac so tir nhien N ma phan bit ciia S trong N 1a hitu han.

MBSbi nita nhom s6 c6 duy nhat mot hé sinh t6i tieu va heé sinh t6i tiéu nay
luon hitu han. Gié stt {ng, n1,...,n,} la mot hé sinh t6i tiéu cia S xép theo
tht tu tang dan. Khi d6, mdi phan ti s € S déu ton tai mot bo gom p + 1

s6 nguyén khong am (ag, ay, . . ., a,) € NPT sao cho
s =apng + ainy + ...+ apny,

Ta n6i rang phan ti s ¢é bieu dién duy nhat néu bo s6 (ag, a1, . . ., ap) 1a duy
nhat.

S6 nguyén bé nhat trong hé sinh téi tiéu ctia nita nhém s6 S dude goi 1a
s6 boi ciia S, ky hieu 1a m(S). Chu y ring m(S) chinh 1a s6 nguyén duong
b
va ta ky hieéu e(S). Ta luon c¢6 bat dang thic e(S) < m(S). Khi dau ” ="

xay ra thi ta n6i ntta nhém s6 S ¢é chiéu nhiing toi dai. S6 nguyén 16n nhat

nhat thudc S. S6 phan t& clia hé sinh t6i tiéu goi 1a chiéu nhing ctia S

[©N

khong thuoc S duge goi 1a s6 Frobenius va ky hi¢u 1a F(.5).
Goi n 14 mot phan tt khac 0 ctia nita nhém s6 S. Tap Apéry ciia n trong

S 1a tap hop duge xac dinh bdi

Ap(S,n)={heS|h—n¢S}.



Ap(S,n) 1a mot he thang du day dit modun n, ma mdi phan ti cia n6 la
s6 bé nhat ctia méi 16p thing du thuoc vao S. Nhu vay, Ap(S,n) 1a mot tap
hop hitu han, gom n phan ti. Tap Ap(S,n) hoan toan xac dinh nita nhém
s6 S. That vay, néu ta xac dinh duge Ap(S,n) thi Ap(S,n)U {n} la mot he
sinh ctia S. Hon ntta, tap Ap(S,n) chita dyng nhiéu thong tin vé nita nhém
s6 S hon 1a mot he sinh bat ky ctia S. That vay, chang han sé Frobenius ctia

S ¢6 thé duge xac dinh thong qua tap Ap(S,n) nhu sau
F(S) = maxAp(S,n) — n.

V6i moi s € S) ton tai duy nhat ¢t € N va w € Ap(S,n) sao cho s = tn + w.
Ngusi ta néi ring, cach t6t nhat dé mo t4 mot nita nhém sé S 1a xac dinh
tap Apéry cia S ddi v6i mot phan ti nao d6 ctia S va tap Apéry bé nhat 1a
Ap(S, m(S5)).

Nam 2000, trong bai béo [5], dang trén tap chi Journal of Algebra, J. C.
Rosales da nghién citu nita nhém s6 ma tat cid cac phan ti ciia tap Apéry
Ap(S,m(S)) déu c6 biéu dién duy nhat. Két qua chinh ctia bai bdo nay dua
ra mot biéu dién t6i ticu ctia mot nita nhom s6 S. T d6, nhu mot ap dung
cia két qua chinh, bai béo ciing nghién citu biéu dién toi tiéu ciia nita nhém
s6 d6i xtng ma tat cd cac phan ti trong tap Apéry clia né déu c6 biéu dién
duy nhat, ngoai trit phan tit 16n nhat. Cha § rang nita nhém s6 déi xing 13
16p nita nhém s6 rat quan trong vi né lien quan dén 16p vanh nita nhom. Do
d6 n6 c6 nhieu tng dung trong Hinh hoc Dai s6 va Dai s6 giao hoan. Muc
tieu clia luan van 1a trinh bay lai mot cach chi tiét cac két qua trong bai bao

noi trén cua J.C. Rosales.

Noi dung chinh ctia luan van gom 2 chuong. Chuong 1 trinh bay vé biéu
dién ctia nita nhém s6 dé 1am co s6 cho viée trinh bay bai béo [5] & Chuong 2.
Dé lam dugc diéu nay, trong chuong nay ching toi trinh bay mot s6 kién thiic

vé Iy thuyét nita nhom nhu tuong déng, vi nhém thuong, ddng cau vi nhom,



vi nhém tu do trén mot tap, bicu dién clia mot vi nhém va mot s6 kién thiic
ve Iy thuyét ntta nhém s6 nhu khai niém nita nhém sé, chiéu nhing, sé boi,
s6 Frobenius, tap Apéry, ntta nhém s6 doi xting, nita nhém s6 c¢6 chiéu nhting
t6i dai. Tt d6 ching t6i trinh bay vé bicu dién ctia mot nita nhém s6. Noi
dung chinh ctia Chuong 2 la trinh bay két qua ctia bai béo [5], chia lam hai
phan. Phan dau trinh bay vé biéu dién t6i tiéu ctia nita nhém s6 S ¢6 tinh
chit moi phan ti trong tap Ap(S, m(S)) déu c6 biéu dién duy nhat. Phan
thit hai, trinh bay vé nita nhom s6 d6i xting S ma moi phan tit (trit phan t
16n nhét) ctia tap Apéry Ap(S,m(S)) déu cé biéu dién duy nhat.

Trong thoi gian hoc tap tai truong Dai hoc Vinh, té6i d& nhan duge su
chi day tan tinh ciia cac thay co gido, t6i da hoc héi va tiép thu dugc nhieu
tri thitc khoa hoc, kinh nghiém va phuong phap hoc tét, buée dau duge lam
quen vGi cong viéc nghién cttu khoa hoc. Qua day toi xin chan thanh cam on
cac thay co gido Khoa Toan - Truong Su pham - Truong Dai hoc Vinh da
tryc tiép giang day, giup do diu dat ching toi trudng thanh nhu ngay hom
nay.

Dic biét toi xin giii 101 cAm on sau sic t6i PGS.TS. Nguyén Thi Hong
Loan, ngudi da triyc tiép huéng dan, chi bdo va déng gép nhicu y kién quy
bau cho toi trong thoi gian thic hién luan van.

Do cong tac nghién citu va ning lyc ban than con han ché nén luan van
khong tranh khoi thiéu s6t. Rat mong duge sy goép ¥ chan thanh ctia hoi dong
chdm luan vin dé luan vin cia t6i duge hoan thién hon.

Toi xin tran trong cam on!

Nghé An, thang 6 nam 2023

Tac gia

Nguyén Quéc Tang



CHUONG 1

BIEU DIEN CUA MOT NUA NHOM SO

Muc tiéu ctia chuong nay la trinh bay vé biéu dién ctia nita nhom sb dé
lam co s cho vige trinh bay bai bao [5] § Chuong 2. Dé lam duge diéu do,
chiing toi trinh bay mot sb kién thitc vé 1y thuyét nita nhém nhu tuong ding,
vi nhom thuong, dong cau vi nhéom, vi nhém tit do trén mot tap, biéu dién
clia mot vi nhém va mot s6 kién thic ve 1y thuyét nita nhom s6 nhu khai
niém nita nhém so6, chiéu nhing, sé boi, s Frobenius, tap Apéry, nita nhom
s6 do6i xiing, nita nhém s6 c6 chieu nhing t6i dai. Tt d6 ching toi trinh bay
vé biéu dién va bicu dién t6i tiéu ctia mot nita nhom sb6. Cac két qua cla

chuong nay duge tham khao tir cac tai lieu [1], [2], [3], [4] va [7].
1.1 Tuong dang trén nita nhém, nita nhém thuong,
dong cau nita nhém

Nhic lai rang, mot quan hé hai ngoi trén mot tap hgp X 1a mot tap con
ctia tich Décéc X x X.

1.1.1 Dinh nghia. Cho S la mot nita nhom va p la mot quan hé hai ngoi
trén S. Khi d6

(1) p dugc goi 1a on dinh bén phdi néu apb kéo theo acpbe v6i moi ¢ € S;

(2) p dugc goi 1a on dinh bén trdi néu apb kéo theo capch v6i moi ¢ € S.



1.1.2 Dinh nghia. Cho S la mot nita nhom va p 1a mot quan hé hai ngoi
tréen S. Khi do

(1) p duge goi la tuong ddang phdi néu p 13 mot quan hé tuong duong va 6n
dinh phai;

(2) p dugdc goi la tuong dang trdi néu p la mot quan hé tuong duong va 6n
dinh trai;

(2) p dudc goi 1a tuong ding néu p 1a mot tuong dang phai vita 1a mot tuwong

déng trai.

Nhu vay, mot tuong dang tréen nita nhém S 1a mot quan hé tuong duong
trén S tuong thich v6i phép toan trén nita nhom S. Mo ta cac tuong dang
tréen mot 16p nita nhém cu thé la mot trong nhitng van dé then chét cia 1y
thuyét nita nhom, vi nhd né ma cic cau tric nita nhém dude xac dinh mot
cach tudng minh.

Gia st p la mot tuong déng trén nita nhém S. Khi do6 p la mot quan hé
tuong duong trén S va vi vay ta c6 tap thuong S/p 1a tap céc 16p tuong
duong cia S theo quan hé tuong duong p.

Bay gio ta hay trang bi cho S/p mot phép toan. Xét tuong tng
S/px Slp — S/p, (@,b) — ab.

Tuong tng nay 1a mot anh xa vi néu (@, b) = (/,b') thi ab = o/t/. That vay,
do (@,b) = (d/,b) nen @ = o’ va b =/, suy ra apa’ va bpb. Vi p la mot tuong
ding trén S nén noé vita o6n dinh phai va vita on dinh trai, ta suy ra abpa’b
va a'bpa’t. Do tinh chit bic cau ciia p, ta c6 abpa't’ hay ab = ¢/b. Nhu vay
ta c6 mot phép toan trén S/p xac dinh boi

@ b= ab véi moi a,b € S/p.

1.1.3 Ménh dé. S/p ciung vdi phép toan néi trén la mot nita nhom.



1.1.4 DPinh nghia. Ntta nhém S/p duge goi 1a nia nhém thuong cua S theo
tuong dang p.

Dé thay rang, néu S 1a ntta nhém giao hoan thi S/p ciing 1a mot nita nhém
giao hoan; néu S 1a mot vi nhém véi don vi e thi S/p ciing 1a mot vi nhom
vOil don vi 1a e.

1.1.5 Dinh nghia. Cho S va S’ 1a c4c nita nhom.

(1) Mot anh xa f : S — S dugc goi 1a dong cdu nita nhém néu f(ab) =
f(a)f(b) v6i moi a,b € S.
(2) Dong cau f duge goi la don cdu (tuong ting toan cau hodc dang cdu) néu
f la mot don anh (tuong tng toan anh hoac song anh).
(3) Ta néi nita nhém S dang cau véi nita nhom S’ néu ton tai mot dang cau
nita nhém tir S dén S'.
Gia st p 1a mot tuong dang trén nita nhom S. Khi dé anh xa ty nhien
p:S—=S/p
xac dinh bdi p(a) = a véi moi a € S, trong d6 a 1a 16p tuong duong chita a,
12 mot dong cau nita nhom, goi 1a dong cau ty nhién (hodc dong ciu chinh
tac) tu nita nhém S lén nita nhoém thuong S/p. R6 rang p 1a mot toan cau
ntta nhom. Vi vay, méi nita nhém thuong ciia ntta nhém S 13 mot anh dong
cau ctia S. Dinh 1If sau tra 10i cho cau hoi ngugc lai.
1.1.6 Dinh ly. (Dinh li dong cau nita nhom) Gid st f : S — S’ la mot toan
cau nita nhém va p la mot quan hé hai ngoi trén S xdc dinh bdi apb khi va
chi khi f(a) = f(b). Khi dé p la mot tuong dang trén S va ton tai mot ddng

cau g tu nita nhém thuong S/p len S' sao cho biéu do sau la giao hodn

S / s’
N
S/p
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Cho f: S — S 14 mot dong cau vi nhom. Khi do, ta dé thay
Kerf ={(a,0) € Sx 5| f(a) = f(b)}
13 mot tuong dang trén vi nhom S va
tnf = {f() | a € S}
14 mot vi nhém con ciia S’. Vi vay, ta c¢6 dinh nghia sau day.

1.1.7 Dinh nghia. Cho f : S — S’ 1a mot dong cau vi nhém. Khi dé:
(1) Kerf dugc goi la tuong dang hat nhan cia f;
(2) Im f dugc goi la danh cua f.

1.1.8 Ménh dé. Cho f : S — S la mot dong cau vi nhom. Khi dé danh za
f:S/Kerf — Imf,

zdc dinh bdi f(a) = f(a), vdi moia € S/Kerf la mot dang cau vi nhom.
1.2 Vi nhém tu do trén moét tap, biéu dién ctia mot
vi nhém
1.2.1 Dinh nghia. Gia st X 14 mot tap hop tuy ¥ khac rong. Ta ky hiéu
Free(X) = {ajx1 + ... +arxp | k € Nyag,...,ap € Nxy, ... 2 € X}
va dinh nghia mot phép toan cong trén Free(X) nhu sau
(ayzy + ...+ agxg) + (a1 + ...+ agzy) = (a1 + b))z + ..+ (ak + bg) g,

cht ¥ rang cac hé s6 a; va b; c6 thé bang 0. Khi d6 Free(X) tré thanh mot vi
nhom va goi 1a vi nhém tu do trén tap X. Néu X = {xy,...,z,} 1a tap hop
hitu han thi ta ky hiéu Free(xy, ..., z,) thay cho Free(X).
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Néu S 1a mot vi nhom cong hitu han sinh v6i hé sinh httu han 1a {ny, ..., ng}
thi anh xa

¢ : Free(xy,...,x5) — S,

xac dinh béi p(ajry + ... + agzr) = aing + ... + apng 1A mot toan cau vi

nhém (gia thiét rang x; # x; v6i moi ¢ # 7). Do d6 theo Meénh dé|1.1.8 thi S

dang cau véi Free(zy,...,x;)/Kerp. Diéu d6 da chiing minh cho phat biéu

Sau.

1.2.2 Ménh dé. Gid st S la mot vi nhém hiu han sinh vdi hé sinh hiu
han gom k phan ti la {n1,...,ni}. Cho X la mot tap hop cé so6 phan ti la
k. Khi dé ton tai mot tuong dang o trén Free(X) sao cho S ddng ciu vdi
Free(X)/o.

T ménh dé trén ta ciing suy ra, moi vi nhém hitu han sinh déu ding cau
v6i N¥ /o v6i k 1a mot s6 nguyen duong va o 1a mot tuong déng tren N,

Bay git ta tim hiéu khai niem biéu dién ctia mot vi nhém. Truée hét ta
gi6i thieu khai niem tuong dang sinh bdi mot tap. Vi tuong dang c6 mot vai
tro quan trong trong ly thuyét nita nhém, do d6 ngudi ta thuong quan tam
dén viec xay dung cac tuong dang thod man mot s6 tinh chat nao d6. Sau
day ta trinh bay cach xay dung tuong déng sinh bdi mot quan hé hai ngoi
cho truéc. Chi ¥ ring, giao clia cic tuong dang trén mot vi nhém la mot
tuong ding trén vi nhom dé. Do do6, véi mot tap hop X cho trude va mot tap
con p C Free(X) x Free(X) thi giao clia tat ca cac tuong dang trén Free(X)
chita p 1a mot tuwong dang trén Free(X) chita p. Tuong dang nay duge goi la
twong dang sinh bdi p va ky hieu 1a Cong(p).

Tiép theo ching ta s& mo ta phan tit ctia Cong(p) véi p 1a mot quan he

hai ngoi trén tap hop X. Ta goi

i(X)={(z,z) |z € X}
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1a quan hé bang nhau tréen X va

p_l - {(ba CL) ‘ (aab) S p}

1a quan hé ngugc ctia p. Ménh dé sau day sé mo ta Cong(p).

1.2.3 Ménh dé. Cho X la mot tap hop khdc mong va p C Free(X) x Free(X).
Dat
P’ = pUp Tt Ui(Free(X))

va

Pt ={(v+u,w+u) | (v,w) € p’ uc Free(X)}.
Khi dé Cong(p) la tap tat cd cic cap (v,w) € Free(X) x Free(X) sao cho
ton tai k € N va v, ..., v € Free(X) vdi vy = v,vp = w va (v;,v41) € p
vdi moi 0 <1<k — 1.

1.2.4 Dinh nghia. (1) Mot tuong dang o dudc goi 1a sinh bdi p néu o =
Cong(p). Khi d6 ta cling néi p 1a mot hé sinh ciia o.

(2) Tuong dang o dugc goi 1 hitu han sinh néu ton tai mot hé sinh clia o
c6 hitu han phan tt.

(3) Mot biéu dién ctia vi nhom hitu han sinh S 14 mot tuong ding trén
Free(X) v6i X 1a mot tap hop hitu han nao dé sao cho S = Free(X')/Cong(p).

Ta n6i S 1a vi nhém biéu dién duge hitu han néu p hitu han.

1.2.5 Ménh dé. (Bo dé Dickson) Gid st X la mot tdp hop hiu han khdc
rong va N la mot tap con khdc rong ciia Free(X). Khi dé tap hop cac phan
tih toi tieu ciia N theo quan hé thi tu tu dien Minimals<(N) la hitu han.

Mot vi nhém cong S duce goi 1a gidn wde duge néu véi moi a, b, c € S thi
a+ ¢ = b+ ¢ kéo theo a = b.

1.2.6 Hé qua. Moi vi nhém hau han sinh gidn wdc dude déu la vi nhém biéu

dién duoc hiu han.
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1.3 Nua nhém so va cac khai niém lién quan

1.3.1 Dinh nghia. Cho S 13 mot vi nhém con ciia vi nhém cong cac so tu
nhién N sao cho phan bt ctia S trong N tap hop hitu han. Khi d6 S dugde goi

1a mot nua nhom so.

Nhu vay, S 13 mot ntta nhém sé khi va chi khi S 14 mot tap con ctia N,
chita 0, déng kin déi v6i phép cong va phan bu ciia S trong N hitu han.
Cho A 1a mot tap con tuy ¥ cua tap hop cac s6 tir nhien N. Ky hiéu

(Ay ={ a1+ -+ \pap, | neENaq;, € AN €eNVIi=1,...,n}.

Khi d6 (A) 1a nita nhém con bé nhat (theo quan hé bao ham) ctia N chita
A. Do d6 (A) 1a ntta nhém con sinh bdi A. Néu (A) = S thi A 1a mot hé
sinh ctia nia nhém s6 S. Ta noéi u6c chung 16n nhat ctia A bang 1, ky hiéu
gcd(A) = 1 néu uée chung 16n nhat clia moi tap con hitu han ctia A déu bang
1.
1.3.2 Ménh dé. Cho A la mot tap con khdc rong cia N\ {0}. Khi do (A)
la mot nita nhém so khi va chi khi ged(A) = 1.
Chiing minh. Dt d = ged(A). Ro rang néu s € (A) thid | s. Do (A) 1a mot
nita nhém s6 nén N\ (A) 1a tap hitu han va vi vay ton tai s6 nguyen duong
xsao chod|zvad| (x+1). Vay d = 1.

Ngugc lai, gid st ged(A) = 1 ta can ching minh (A) 14 mot nita nhom so.
Ta chi can chiing minh N\ (A) 1a tap hitu han. That vay, do ged(A) = 1 nén

ton tai cac sd nguyén z1, 22, ..., 2, VA a1, a9, ..., a, € A sao cho:
z1a1 + 29Q9 + - - - + Zpay, = 1.

Bang cach chuyén z; sang vé phai, ta c6 thé tim dudc iy, ..., %%, j1, ..., €
{1,...,n} sao cho:

i @iy e+ zi @iy, = 1= zja5, — o — 205,
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Do d6 ton tai s € (A) sao cho s + 1 cling thuoc (A). Ta ching minh néu
n>(s—1)s+ (s—1) thi n € (A). That vay, lay ¢ va r 1a cac s6 nguyéen
sao chon =¢qs+rvéi0 <r <s. Don > (s—1)s+ (s—1) ta suy ra
q=s—1=2r. Vivay

n=rs+r)+(q—r)s=r(s+1)+(¢g—r)s e (A).
Meénh dé duge ching minh. ]

Chua ¥ rang, mdi nita nhém sb6 c¢6 thé c6 nhiéu hé sinh. Mot heé sinh cla
ntta nhém s6 S duge goi 1a tos tiéu néu moi tap con thuc su ctia n6 déu khong
phai 1a hé sinh ctia S. Két qua sau day chi ra ring méi nita nhom s6 chi co6

duy nhat mot he sinh t6i tieu.
1.3.3 Dinh ly. Méi nida nhém sé cé duy nhat mot hé sinh toi tiéu.

Nhu vay, mdi ntta nhém s6 S 1a mot tap con clia tap hop cac s6 tu nhién
N, gdm céc to hop tuyén tinh trén N ctia mot tap hitu han cac s6 nguyéen
duong nguyeén t6 cing nhau cho truée. Cho sq, .. ., s, 1a cac s6 nguyén duong

nguyén t6 ciing nhau. Khi d6, ntta nhém s6 sinh béi sq, ..., s, 1
S={(s1,...,8p)={Ms1+- -+ \sp | NENVIi=1,...,n}.

Gia st {ng,n1,...,n,} 1a mot he sinh tdi ticu cta S xép theo thit tu tang
dan. Khi d6, méi phan tit s € S déu ton tai mot bo gom p + 1 s6 nguyén

khong am (ag, ay, . .., a,) € NPT sao cho
s =apng + aini + ...+ apny,

Ta n6i rang phan tii s ¢é bieu dién duy nhat néu bo s6 (ag, ai, . . ., ap) 1a duy
nhat.
Dinh ly dan dén khai niem sau day.
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1.3.4 Dinh nghia. (1) S6 phan tit ctia hé sinh téi tiéu ctia nita nhém s6 S
goi 1a chiéu nhing cia S va ky hieu 1a e(.59).
(2) S6 nguyén bé nhat trong hé sinh t6i tiéu clia nita nhém s6 S dude goi

12 6 boi ciia S, ky hieu 1a m(S).

Chu y rang m(S) chinh 1a s6 nguyén duong bé nhat thugce S. Ta ludn c6
bat dang thic e(S) < m(S). Khi ddu” =" xay ra thi ta n6i nita nhém s6 S
c6 chieu nhing toi dai.

Bay gio ta tim hiéu khai niém tap Apéry ciia mot nita nhom sob.

1.3.5 Dinh nghia. Cho S 13 mot nita nhom s6 va n € S\ {0}. Tap hop
duoc xac dinh bdi

Ap(S;n)={he S|h—n¢S}
dugc goi la tap Apéry cia n trong S.

Menh dé sau day cho ta cach tim tap Apéry ciia mot nita nhém so.
1.3.6 Ménh dé. Cho S la mot niia nhém s6 van € S\ {0}. Khi dé ta c6
Ap(S,n) = {0 =w(0),w(1),...,w(n —1)},

trong dé w(i) la s6 nhé nhat cia S sao cho
w(i) =i (mod n),¥i € {0,1,...n— 1},
Chitng minh. Ro rang, v6i moi @ € {1,2,...n — 1} thi tap hop
{i+kn |k €N}

Céac s6 tu nhién dong du véi ¢ theo modun n 1a tap hop vo han. Vi tap hop
N\ S 1a hitu han nén ton tai & € N sao cho i + kn € S. Goi w(i) 1a s6 nho
nhat thuoc S c¢6 dang i + kn, nghia 14 w(i) 1a s6 nhé nhat thuoe S dong du
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v6i i theo modun n. Khi d6 o rang w(i) —n € Sviw(i) —n=i+kn—n =
i+ (k—1)n <w(i). Vay w(i) € Ap(S,n) vé6i moi i € {1,2,...n—1}. Do d6

Ap(S,n) 2 {0 =w(0),w(l),...,w(n—1)}.
Nguge lai, gid st x € Ap(S,n). Khi do6 x € Svax —n ¢ S. Do d6
z € {0=w(0),w(l),...,wn—1)}.
Suy ra
Ap(S,n) C {0 =w(0),w(1),...,w(n —1)}.

Vi vay
Ap(S,n) ={0=w(0),w(1),...,w(n —1)}.
[
Tu ménh dé tren, ta thay Ap(S,n) la mot he thing du day du mod n. Tu
moi 16p thiang du modun n ta trich ra sé6 nguyén nhoé nhat trong d6 thuoc S,

ta duge mot he thing du day di modun n va dé chinh 1a tap Ap(S,n). Nhu

vay tap Apéry cluia phan tit n trong nita nhém s6 S c6 n phan t1i.
1.3.7 Vi du. Cho nita nhém sb
S = (5,7,9) = {0,5,7,9,10,12, 14 —}

(trong d6 ky hieu 14 — nghia & cac s6 tu nhién lien tiép bat dau tur 14). Ta
tinh dugce
Ap(S,5) ={0,7,9,16, 18},

Ap(S,7) = {0,5,9,10, 15, 18,20}

Meénh dé sau day 1a mot dac trung ciia ntta nhém s6 véi chiéu nhing toi

dai thong qua tap Apéry.
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1.3.8 Ménh dé. Cho S la mot niia nhém sé c6 hé sinh toi tieu la {ny,na, ..., ne}

(viing <mng < ...<mn.) Khidé S cé chieu nhing toi dai khi va chi khi
Ap(S,n1) ={0,n9,...,n.}
Chitng minh. Chung ta dé dang ching minh dugc

{n9,n3,...,n.} € Ap(S,nq) \ {0}.

Mat khac sd phan tit cia Ap(S,n1) 1a ny. Do d6 e = ny khi va chi khi
Ap(s,ny) = {0,n1,n9,...,Mn}. O

Tiép theo, chiing ta tim hieu khai niém s6 Frobenius va nita nhom sd doi

xuing.

1.3.9 Dinh nghia. S6 nguyén 16n nhat khong thudc nita nhém s6 S duge

goi 1a s6 Frobenius cia S va ky higu 1a F(S).
1.3.10 Vi du. (1) Cho nita nhém s6
S = (4,7) = {0,4,7,8,11,12,14,15, 16, 18 —}.

Khi d6 F(S) = 17.
(2) Cho nita nhém s6

S =(5,7,9 ={0,5,7,9,10,12,14 —}.
Khi do6 F(5) = 13.
Cho nita nhém s6 S ¢6 s6 Frobenius 1a F(S). Khi do F(S)—n ¢ S,Vn € S
va tuong ing
0:S—7Z\S,
xac dinh béi p(x) = F(S) — x, v6i moi x € S 1a mot don anh.
1.3.11 Dinh nghia. Néu ¢ 1a mot song anh thi S dudc goi 1a nida nhém so

doi zing.
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Nhu vay, mot ntta nhém sé ddi xing S 14 mot nita nhém sd ma cac tap
hop S va Z \ S tuong duong nhau. Sau day la mot dic trung ctia nita nhom
s6 doi xing.

1.3.12 Ménh dé. Gid su F(S) la s6 Frobenius ctia nita nhém s6 S. Khi dé
S la mita nhém s6 doi zing khi va chi khi vdi moi s6 nguyén x thi x € S hodc
F(S)—z€Ss.

Chatng minh. Ta dé thay ¢ 14 mot don anh. tit d6 ¢ 1& song anh khi va chi
khi ¢ la toan anh.

Gia stt S 1a mot nita nhom s6 doéi xiing, suy ra ¢ 14 mot toan anh. Khi dé6
moi phan ti € Z \ S déu c6 thé viét dudi dang x = F(S) —n,n € S hay
F(S)—xze SV eZ\S.

Ngugce lai, gid sit y 1a s6 nguyen bat ky thudc vao tap hop Z \ S. Theo gia
thiét, ta c6 F(S) —y € S. Dat x = F(S) — y, khi d6

Vay ¢ 1a toan anh, do d6 S 1a mot nita nhom sé ddi xiing. O

1.3.13 Ménh dé. Gid st S la mot nita nhém s6 c6 hé sinh téi ticu la {ng <

ny <...<ny}t v
Ap(S,np) ={0=w(l) <w(2) <...<w(n)}.
Khi dé S nita nhém s6 doi zing khi va chi khi

w(i) +w(ng —i+1) =w(ng), Vi € {1,...,np}.

1.4 Biéu dién ciia moét mi¥a nhém so

Moi nita nhém s6 déu 1a vi nhém hitu han sinh gidn wéc duge nén theo He
qua thi ching biéu dién dugc hitu han. Trong muc nay ching ta sé tim

hiéu vé tinh t6i tiéu ctia mot bieu dién ciia mot nita nhém sb.
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Cho o 1a mot tuong dang trén vi nhom tu do Free(zy, ..., x,) va cho p 1
mot hé sinh clia 0. Ta noéi rang p 1a mot quan hé toi tiéu néu luc luong cia
p 1a nho nhat trong s6 cac luc lugng clia cac hé sinh cla o.

Cho S 1a mot nita nhom s6 véi he sinh tdi tiéu {ng < ny < ... < my} va
tap hop X = {Xo, X1,..., X} v6i X; # X, v6i moi ¢ # j. Ta néi p 1a mot

biéu dién toi tiéu néu p 1a mot quan hé tbi tiéu ctia tuong dang hat nhan cia
¢: Free(X)— S,

xac dinh béi p(apXo + ... + ap,X,) = agno + ... + ayn,. Ta ¢ thé dién dat
chi tiét hon khai niem nay nhu sau. Goi o 1a tuong déang hat nhan cia p tic

N

la
0 = {(2,y) € Free(X) x Free(X) | p(z) = ¢(y)}.
Khi d6 S dang cau v6i vi nhém thuong ctia F'/o. Theo He qua thi o la

hitu han sinh, do d6 ton tai
p={(x1,y1),..., (s, y:)} C Free(X) x Free(X)

sao cho o 1 tuong dang nhd nhat trén Free(X) chita p. Khi d6 p 13 mot biéu
dién ctia nita nhom s6 S. Néu khong c6 tap con thuc sy ndo khac ciia p sinh
ra o thi p 1 biéu dién t6i tiéu. Cha ¥ rang d6i véi nita nhém s6 thi biéu dién
t61 tidu va biéu dién c6 s6 phan tit nhé nhat 1a nhu nhau. Ngoai ra, mot biéu
dién t6i tiéu ctia mot nita nhém s c6 the dude tinh toan tit hé sinh t6i ticu
cua no.

Cho n € S\{0}, tap cdc biéu dién ciia n trong S 1a tap hop
B(n) = o~\(n) = {x € Free(X) | o(x) = n}.

Chu y rang E(n) khac rong va httu han. Trén E(n) ta xac dinh mot quan he
tuong duong R nhu sau:

CL()X()—f—...—I—CLpoRboX0+...+prp
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néu ton tai
kooXo + - .. + kop Xy, k1o Xo + . .. + k1p Xy, - - ki Xo+ ... + kip X, € E(n)

sao cho

apXo+. . .—I—CLpo = koo Xo+. . .—|—]€0po, boXo+. . .-l-prp = ko Xo+. . .-I—klep,

va

kioki+lo + ...+ kipki—i—ip 7é 0,Vi € {O, 1,...,01— 1}

Ta dinh nghia ~,, nhu sau:
e Néu #(E(n)/R) =1 thi v, = 0;
e Néu #(E(n)/R) =r > 2va E(n)/R = {A;,As,..., A} thi ta chon
r; € A, Vi e {2, . r} vays, ...,y € Ay va dit

Tn = {(5(32, y2)7 sy (ZCTJ yT)}

Khi do, tit [6], tasuy ray = |J 7, 1& mot mot biéu dién tdi tiéu ctia nita
nes\{0}
nhoém s6 S.
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CHUONG 2

BIEU DIEN TOI TIEU CUA NUA NHOM SO VOI
TAP APERY CO BIEU DIEN DUY NHAT

Chuong nay trinh bay két qua ctia bai bao [5] gom hai phan. Phan dau
trinh bay vé bic¢u dién t6i ticu ctia nita nhom sé S c6 tinh chat moi phan tit
trong tap Ap(S,m(S)) déu c6 biéu dién duy nhat. Phan tht hai, trinh bay
ve nita nhom s6 doi xting S ma moi phan t1t (trit phan tit 16n nhat) cia tap

Apéry Ap(S, m(S)) déu c6 bieu dién duy nhat.
2.1 Biéu dién tbi tiéu ctia nita nhém sb

Cho S 1 mot nita nhom sb6. Ta néi phan ti n € S ¢é biéu dién duy nhat
néu #(E(n)) = 1. Nhu vay, n c6 biéu dién duy nhat néu n6 chi c6 mot cach
duy nhat biéu dién dusi dang to hgp tuyén tinh (trén N) clia he sinh t6i ticu
ctia S. Trong muc nay, chung ta sé gia thiét S 1a mot nita nhém sb véi hé sinh
t6i tieu {ng < ny < ... < n,} va thod man tinh chit moi phan ti clia tap
Ap(S,ng) déu c6 bicu dién duy nhat. Chu ¥ rang, ng chinh 1a s6 boi m(S)
ctia nita nhém s6 S. Muc tiéu ciia tiét nay 1a tim biéu dién t6i ticu ctia S.

Ky hiéu
T ={(a1,a9,...,ay) € N’ | aing +...a,n, € Ap(S,no)}.

Gia st tap cac phan ti tdi tieu ctia T theo quan hé tht tu tit dién thong
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thuong trén NP la
Minimals(T') = {a1 = (11, .- ., Q1p), - -0 = (1, ..., ) I

Theo B dé Dickson (Ménh dé ) thi tap hop nay httu han. V6i moi
Vi € {1,...,t}, ta dinh nghia

z; = 0Xo+apXi+ ... +a; X, € F.
Vi p(x;) & Ap(S, ng) nén ton tai (B, - .., Bip) € NPT véi By # 0 sao cho
o(xi) = Biono + - .. + Bipny.
V6i moi ¢ € {1,...,t}, ta dinh nghia
y; = BioXo + ...+ BipX, € F.

Dé thay
p(i) = o), Vie{L,...,t}
va do do
{(zi,yi), -, (@, 90)} S o

Dinh 1y sau day 1a két qua chinh trong [5].
2.1.1 Dinh ly. Tap hop p = {(z1,11), - -, (Tt,y¢)} zdc dinh nhu trén la mot
biéu dién toi tiéu ciia niba nhom s6 S.
Chiing minh. Dé chiitng minh p 1a biéu dién t6i ticu ctia S ta ching minh p
nhan duge bing cach xay dyng nhu da chi ra & cudi Muc [1.4]

Tru6e hét ta c6 p C o va do d6

P= i N (ER) X E(n)).

Ta can chiing minh #(E(n)/R) = 1 kéo theo

p (1 ((E(n) x B(n)) = 0.
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Dé chiing minh diéu nay ta chi can ching minh #(E(p(x;))/R) > 2,Vi €
{1,...,t}. Vi 9 € E(p(z1)) va x; # y; nén ching ta c6 thé khang dinh
rang #(E(p(z;))/R) > 2. Ta ching minh R-16p ctia E(¢(x;)) chita z; ¢6 sb
phan tit bang 1 tit d6 suy ra #(E(p(x;))/R) > 2. Néu by Xy + ...+ b,X, €
E(p(z;) va bg0 + bravy + ... + byayy, # 0 thi ton tai j € {1,...,p} sao cho
a;jb; # 0. Do do

(0, ity .. i — 1,00 i), (bo, ..., bj — 1,...,b,) € NPT
va
apng + ...+ (o —Dnj+. ..+ agpn, =bno+...+ (b — D)nj+ ...+ byny,.
Tinh t6i tiéu cta «; kéo theo
anng + ...+ (a;; — 1)ng + ... + a;pn, € Ap(S, no)
va theo gia thiét, cac phan tit ciia tap Ap(S, ng) c6 biéu dién duy nhat nén
(0, cv1, ... 055 — 1, .. agy) = (b, ..., b —1,...,by).

Do d6
OX() + Oéile + ...+ Oéipo = boXo + ...+ prp'

Bay gio ching ta gid thiét #(F(n)/R) =r > 2 va gia su
En)/R={A1, Ay, ... A},
trong d6 A; chita tat ca cac phan tit
aoXo+ ...+ a,X, € E(n)

thoa man ay # 0 (cac phan ti nay duge chita trong ciing mot R-16p ctia E(n)).
Ta can ching minh rang néu x € A; véii € {2,...,r} thiz € {xy,..., 24}
Viz ¢ Ay nén o =0Xo+ a1 X1 + ... + apX, va trong trudng hop nay

ainy + ...+ apn, & Ap(S, no)
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do phan tit nay khong c6 biéu dién duy nhat ma mdi phan tit ctia Ap(S, ng)

déu c6 biéu dién duy nhat. Hon nita, néu a; # 0 thi
ainy + ...+ (a; —1)n; + ...+ apn, € Ap(S,ny)
bdi néu khong thi ton tai (b, ..., b,) € NPT v6i by # 0 sao cho
any+ ...+ (aj = Dnj+ ... +amn, =bng+...... + byny,
diéu nay kéo theo
0Xo+az1+...+a, X, RboXo+...+(b; +1)X; +...+b,X,

va do by # 0 nén ta suy ra 0Xg+a X1 +...+a,X, € Ay, diéu nay vo li. Dieu
do6 ching t6 rang néu = € A;,i # 1 thi € {z1,...,2:}. Theo chiing minh
trén, R-16p clia E(p(x;)) chia z; c6 sd phan ti bang 1. Do d6 #A; = 1 véi
moi i # 1. Vi vay, ta c¢6 the khang dinh rang p N ((E(n) x E(n)) c6 dang
{(I'Q, y?)) SR (337“7 yr)}

voix; € A; vay; € Ay v6i moi @ € {2,...,7“}.

V6i mdi n € S\ {0}, dat p, = pN ((E(n) x E(n)). Taco p = é{{o}pn.
ne
Hon ntta, p, c6 cac tinh chat sau

e Néu #(F(n)/R) =1 thi p, = 0.

e Néu #(F(n)/R)=r>2va E(n)/R={Ay,..., A} thi

Pn = {(361,92)7 ceey (xrayr)}
Vol x; € A; va EAl,ViE {2,...,T}.

Vi vay theo nhan xét & cudi Muc [1.4] p 1a mot biéu dién t6i tiéu ciia nita
nhém s6 S. ]

Vi du sau day minh hoa cho dinh 1y trén.
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2.1.2 Vidu. Cho S = (7, 8,25, 26, 27) 1a ntta nhom s6 sinh béi {7, 8,25, 26, 27}
Ta co

Ap(S,7) = {0,8, 16,24, 25, 26, 27}
va tat ci cac phan ti clia n6 déu c6 bicu dién duy nhéat. Véi cac ky hiéu
trong Dinh 1y thi ng = 7,n1 = 8,ny = 25,n3 = 26,04 = 27 VA
Ap(S,ng) = {0, ny, 2n1,3n1, no, n3, ny}. Ta thay tap hop

Minimals{ (a1, as, as, ay) € N | a1ny + asng + agns + aqng & Ap(S,ng)}
chinh la tap hop
{(4, 0,0, 0), (1, 1,0, 0), (1, 0,1, O), (1, 0,0, 1), (0, 2,0, O),

(0,1,1,0), (0,1,0,1), (0,0,2,0), (0,0, 1,1), (0,0,0,2)}.

Ap dung Dinh 1i 2.1.1] ta ¢6 biéu dién t6i tiéu cta S la:

p={(4X1, Xo + X5), (X1 + Xo, Xo + X3), (X1 + X3, Xo + Xu),

(X1+X4,5X0), (2X2,6X0+X1), (Xo+X3,5X0+2X7), (Xo+ X4, 4X0+3X1),
(X3 + X0, 4X0 + Xa), (2X4, 4X0 + X3) ).

C6 rat nhiéu ho cac ntta nhom s6 dic biet théa man tinh chat méi phan
t1t clia Ap(S,ng) déu c6 bieu dién duy nhat, chang han, cac nita nhém sb véi
chiéu nhtng tdi dai (viét tat 1a MED-ntta nhom). Mot nita nhom s6 S v6i he
sinh tdi tieu {ny < n; < ... < n,} la MED-ntta nhém néu ny = p + 1. Khi
d6 Ap(S,ng) = {0,n1,...,m,} va do d6 tat cd cac phan tit clia n6 déu co

biéu dién duy nhat. Ap dung Dinh 1{[2.1.1] ta ¢6 bidu dién t6i tiéu ctia S 1

P = {(2X17 yl)v (Xl =+ XQv y2)7 SR (Xl + Xp7 yp)7 (2X27 yp+1)>

(X2 + X37 yp+2)7 ceey (X2 + Xp7 y?p—l); ceey <2Xp—17 yp(p+1)/2—2)7

Xp—l + Xpa Yp(p+1)/2—15 (2Xp7 yp(p+1)/2)}a
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trong d6 néu (z,y) € p thi y € E(p(r)) va hon nita y ¢6 dang y = apXo +
...+ a,X, v6i ap # 0. Nhitng diéu vira trinh bay da ching minh cho ménh

dé sau day.
2.1.3 Ménh dé. Néu S la MED-nita nhém vdi hé sinh toi tiéu

{ng<ny <...<ny}

n()(n() — 1)
— 5
V6i hai s6 tit nhién m va e bat ky sao cho 2 < e < m, ménh dé sau day

thy so phan tit cia mot biéu dién toi tieu cia S la

cho phép ching ta xay dung mot nita nhom s6 véi sd boi 1a m va chiéu nhing
Z N .2 .= Ze .2 N RN ele — 1

la e va so0 phan ti cua bieu dién toi tieu cua no la g

2.1.4 Ménh dé. Cho q € N\ {0},m € N sao chom > q+2 va S la mot vi

nhém con cla vi nhom cong cac so tu nhién N sinh bdi
{m,m+1,gm+q+1,gn+q+2,....,gqm+ (m —1)}.

Khi dé S la mot nita nhém sé cé boi la m va chiéu nhing la e = m — q + 1
PR e a oae,ele—1

va so phan ti cia biéu dien toi tieu cua no la %

Chitng minh. Vi ged{m, m + 1} = 1, nén ta c6 thé coi S nhu 1a mot hé sinh

ctia nhém cong cac s6 nguyén Z va do d6 S 14 mot nita nhéom s6. Hon nita
{m,m+1,gm+q+1,gn+q+2,...,qm + (m —1)}

13 mot heé sinh t6i ticu ctia S va do d6 S c6 sb6 boi bang m va chiéu nhing 1a
e = m—q+1.Dat ng = m,ny = m+1,ny = gm+q+1,...,n, = gm+(m—1).
Khi do, ta nhan dugc

Ap(S,ng) ={0,n1,2n1,...,qn1,n2, M3, ..., 0y}

1a tap hop ¢6 tat ci cac phan ti déu bidu dién duy nhit. Ap dung Dinh lf
2.1.1] ta c6 biéu dién t6i tiéu ctia S 1a

p={g+ DX, p), (X1 + Xo,02), ., (X1 + X, ),
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(2X5, Yp1), (Xo + X3, Ypy2), - (Xo+ Xps Yop—1)s - - -

2Xp—17 Yp(p+1)/2—25 (Xp—l + Xp7 yp(p+1)/2—1)7 (2Xpa yp(p+1)/2)}a
trong d6 néu (z,y) € pthiy € E(p(x)) vay c6 dang y = apXo+ ...+ a,X,

—1
v6i ag # 0. Do d6 #(p) = %. O

2.2 Biéu dién tb6i tiéu ctia nita nhém s6 doi xing

Nhu mot ap dung ctia Dinh 1y , trong phan nay ching toi trinh bay
vé biéu dién tdi tiéu clia nita nhom sé déi xting ma moi phan ti (trit phan ti
16n nhét) ctia tap Apéry Ap(S,m(S)) déu c6 biéu dién duy nhat. Day ciing
chinh 1a két qué chinh thit hai trong bai bao [5]. Chu ¥ rdng nita nhém s6
déi xting 1a 16p ntta nhém s6 quan trong, dude nghién cttu rat nhicu trong 1y
thuyét nita nhém s6 vi ching c6 nhiéu ting dung trong Dai s6 giao hoan va
Hinh hoc dai sb.

Mot nita nhém s6 S véi s6 Frobenius C' 1a d6i xiing néu z € Z va x ¢ S
kéo theo C — x € S. Gia st S 14 mot nita nhém s6 ¢6 hé sinh t6i ticu 1a

{np <mi<...<ny}va
Ap(S,ng) ={0=w(l) <w(2) <...<w(ng) =C+np}.
Khi d6 theo Meénh dé[1.3.13} S nita nhém sb déi ximg khi va chi khi
w(i) +wng—i+1)=wlng), Yie{l,...,np}.

Dac trung nay clia nita nhom s6 ddi xing cho thay ton tai rat it nita nhém
s6 dbi xting S thoa man diéu kien Ap(S,ng) c¢6 biéu dién duy nhat. Vi vay,
trong phan nay chiing ta chi nghién cttu biéu dién ctia nita nhom sé doi xiing
S thoa man tinh chat cac phan ti ctia Ap(S,ng) \ {C +mng} c6 bicu dién duy
nhat.
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T day tré vé sau, ta gid sit S 13 mot nita nhém sbé déi xing cé hé sinh toi

ticu 1a {ng < ny < ... < my}, c6 s6 Frobenius 1a C' sao cho C > ng > 2 va
Ap(S,ng) ={0=w(l) <w(2) <...<w(ng) =C+np}.

Hon nita, ta gid st tat ca cac phan ti cia Ap(S,ng) \ {C + ng} déu c6 bidu
dién duy nhat. Dat S’ = SU{C}. Khi d6, S’ 1a mot nita nhém s6 véi hé sinh

t6i tidu 1a {ng <ny; <...<n, <ny =C}va
Ap(S' ny) ={0=w(l) <w(2)<...<w(ny—1) < C}.

Vi tat ci cac phan tit ctia Ap(S,ng) \ {C + np} c6 biéu dién duy nhat nén
cac phan t1t ctia Ap(S’, ng) ciing c¢6 biéu dién duy nhat. Do d6 4p dung Dinh
ly , ta c6 thée tim duge biéu dién toéi tiéu cta S’. Nam 1996, trong hai
bai bao khac nhau J. C. Rosales da mo ta cach nhan duge mot bicu dién t6i
ticu p ctia S tit biéu dién to6i ticu p’ ctia S’ va chi ra rang #p' = #p +p + 2.

L6p ntta nhom s6 thod man diéu kién tat ca cac phan tit ctia Ap(S,ng) \
{C + ng} déu c6 biéu dién duy nhat cling c6 nhiéu tinh chat thia vi. Chang
han, trong s6 d6 1a 16p cac ntta nhém s6 déi xtng c6 chicu nhiung t6i dai
(viét tat 1a MEDSY-ntta nhém). Mot nita nhém s6 S véi hé sinh t6i tiu
{no <mi <...<n,}la MEDSY-ntta nhém néu S la ntta nhém s6 doi xing
va3 < p+1=mny— 1. Khi do6 ta co

Ap(S,ng) ={0<ny <mg<...<ny, <C+np}

va do do tat ca cac phan ti ciia no, trit C + ng, déu cé biéu dién duy nhat.
Hon nita

pt1

I

vdi [z] 1a ky hieu phan nguyén cia x. Chu y rang, khi d6 ta ¢c6 S" = SU{C}
13 mot MED-nita nhém. Suy ra p 4+ 2 = ng va do dé tit Menh dé [2.1.3] ta
nhan duogc két qua sau day.

E(C—l—no):{Xi—i—Xp_H_l’iE{l,...,[
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2.2.1 Dinh 1y. Néu S la mot MEDSY-nia nhom vdi hé sinh toi tiéu la
{no <my <...<mny,} thi s6 phan ti clia mot biéu dién toi ticu cia S la

(no —1)(no — 2)
2

— 1.

Dinh Iy sau day chi ra mot ho cac ntta nhém sé ddi xting véi chiéu nhing
bang s6 boi trit di 2.
2.2.2 Ménh de. Cho m la mot so tu nhién lon hon hodc bang 5 va S la mot

vi nhém con ctia vi nhém cong cac so tu nhien N sinh bdi
{mm+1,m+4m+5,...,m+(m—1)}

Khi dé S la mot nida nhom so doi xing vdi boi so la m, chieu nhing la
e(e —1)
—= — 1.

2

Chitng minh. Vi ged{m, m + 1} = 1 nén c6 thé coi S 1a mot hé sinh cia

e =m — 2 va s phan ti cia biéu dién toi tieu cia nd la

nhom cong céc s6 nguyén Z va do d6 S 1a mot nita nhém s6. Hon nita
{m,m+1,m+4m+5,...,m+(m—1)}

1a mot he sinh téi tieu. Do dé sb6 boi clia S 1a m va chiéu nhing cia S 1a
e=m—2.Dit ng =m,n =m-+1Lno=m+4n3=m+5,...,n, =

m+ (m —1). Ta ¢6
Ap(S,ng) ={0<ny <mg <...<ny<2n; <3m
= Mg Ty = Ny N1 = = Npy2)2) F N3/
véi [z] 1a phan nguyén ctia . Nhu vay nita nhom trén 1a nita nhom s6 doéi
xting v6i tat ca cac phan tit ctia Ap(S, ng) (trit phan tit 16n nhat) déu cé biéu

dién duy nhat. Vi vay, s6 Frobenius ctia S 1a n,.1 = 3n; — ng, nia nhém sb

S" sinh boi {ng <ny <nge < ... <ny <npyi} co

Ap(S' ng) ={0<ni <ng <...<my<2n; <nyi}



30

v tAt ca cac phan i clia n6 déu ¢6 bidu dién duy nhat. Ap dung Dinh 1y

2.1.1, S ¢6 bidu dién téi tidu la
P ={BX1, ), X1+ Xo,y2), ..., (X1 4+ Xpi1, Yps1), (2X2, Ypi2), - - -,

(XQ + Xp+17 y?p-i—l)a SR (2Xp+17 y(p+1)+p+...+1)}7

trong d6 yi c6 dang apXo + ... + ap41Xp11 v6i ag # 0. Khi d6 #(p/) =
(p+1D)(p+2)

2
cua S thi #(p') = #(p) + p+ 2. T d6 ta cb

plp+1) _ele—-1)
2 2

. Tuy nhién, nhu ta da biét, néu p 14 mot bicu dién tdi ticu

#(p) =
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KET LUAN

Noi dung chinh ctia luan vin la trinh bay vé biéu dién téi tiéu ctia nia
nhém s6 véi tap Apéry c6 bieu dién duy nhat dya vao bai bao [5] ctia J.C.

Rosales. Ching t6i da hoan thanh dugc viéc trinh bay cac kién thic sau day.

1. Mot sb6 kién thtc vé 1y thuyét nita nhém nhu tuong ding, vi nhém
thuong, dong cau vi nhém, vi nhém tu do trén mot tap, bieu dién cta
mot vi nhém va mot s6 kién thitc vé 1y thuyét nita nhom s6 nhu khéi
niém ntra nhém so6, chiéu nhtung, sé boi, s6 Frobenius, tap Apéry, nita
nhém s6 doi xting, nita nhém s6 ¢6 chiéu nhing toi dai. Cac két qua nay

duge tham khao tur cac tai lieu [1], [2], [3], [4] (Muc 1.1, 1.2, 1.3).

2. Biéu dién va biéu dién téi tiéu clia mot nita nhom s6. Cac két qua nay
duge tham khéo tu [7] (Muc 1.4).

3. Biéu dién tdi tieu ctia nita nhém sb véi tap Apéry cé biéu dién duy nhat
tic 13 moi phan tit trong tap Ap(S, m(S)) déu c6 biéu dién duy nhét

dua theo [5] (Dinh 1y [2.1.1)).

4. S6 phan t ctia biéu dién tdi tieu clia nita nhom s trong mot s6 truong

hop dua theo [5] (Meénh dé [2.1.3, Ménh dé[2.1.4] Dinh Iy 2.2.1)).
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