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CÁC KÝ HIỆU TRONG LUẬN VĂN

Ký hiệu Ý nghĩa Trang
R,R+ Tập các số thực, Tập các số thực không âm
R++ Tập các số thực dương
Rn Không gian Euclide thực n chiều
Mm×n(R) Tập các ma trận hệ số thực cấp m× n
Mn(R) Tập các ma trận vuông hệ số thực cấp n
Sn Tập các ma trận đối xứng cấp n
Sn
+ Tập các ma trận đối xứng nửa xác định dương cấp n

Sn
++ Tập các ma trận đối xứng xác định dương cấp n

AT Ma trận chuyển vị của ma trận A
A+ Ma trận giả nghịch đảo Moore-Penrose của A
A ≻ 0 A là ma trận xác định dương
A ⪰ 0 A là ma trận nửa xác định dương
A ≻ B A−B là ma trận xác định dương
A ⪰ B A−B là ma trận nửa xác định dương
Tr(A) Vết của ma trận vuông A
∥x∥ Độ dài véc tơ x
⟨x, y⟩ Tích vô hướng của x và y
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MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài

Tính chất của tập ảnh của các ánh xạ đa thức thuần nhất là một vấn đề

thú vị và có nhiều ứng dụng trong các bài toán thực tế. Các kết quả đầu tiên

về hướng này thuộc về Toepliz, Hausdorff (The Toeplitz-Hausdorff theorem)

và Dines (Dines theorem). Các kết quả này nói về tính lồi của tập ảnh của

ánh xạ F (x) = (xTAx, xTBx), trong đó A,B là các ma trận đối xứng cấp

n. Cho đến nay bài toán về tìm điều kiện cần và đủ để tập F (Rn), trong đó

F (x) = (xTAx, xTBx, xTCx), vẫn là một câu hỏi mở. Vấn đề trở nên phức

tạp hơn nếu chúng ta tăng các thành phần của ánh xạ F (x) lên con số lớn

hơn 3. Trong khuôn khổ luận văn này chúng tôi chỉ tìm hiểu tập ảnh của ánh

xạ bậc hai thuần nhất có ba thành phần. Cụ thể là ánh xạ có dạng sau:

F : Rn −→ R3

x 7→ F (x) = (xTAx, xTBx, xTCx)T .

Điều thú vị là hiện nay có nhiều cách tiếp cận các vấn đề trên. Cách thông

dụng nhất là dùng các kiến thức Đại số và Hình học. Đặc biệt, có một vài kết

quả dùng kiến thức khá xa với bản chất các bài toán trên, chẳng hạn dùng

lý thuyết min-max để nghiên cứu các tính chất của tập F (Rn).

Trong luận văn này, chúng tôi tìm hiểu các cách chứng minh đã có về tập

ảnh của ánh xạ trên và các kết quả về bài toán xác định điều kiện để hệ có

nghiệm và cố gắng làm cho lời giải đơn giản, dễ tiếp cận hơn.

2. Nội dung nghiên cứu

- Hệ thống lại các tính chất của hàm thuần nhất bậc hai nhiều biến.
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- Tìm hiểu về các ma trận đối xứng nửa xác định dương và các tính chất

liên quan.

- Tìm hiểu một số kết quả về ảnh của ánh xạ F đề cập ở phần 1.

- Trình bày chi tiết các chứng minh cho các kết quả đã biết và cố gắng mở

rộng chúng.

3. Phương pháp nghiên cứu

Sử dụng phương pháp nghiên cứu lý thuyết và dựa vào các tài liệu để giải

quyết vấn đề đặt ra.

4. Cấu trúc luận văn

Luận văn được trình bày gồm 2 chương:

- Chương 1 trình bày các kiến thức chuẩn bị làm cơ sở cho Chương 2.

- Chương 2 trình bày các kết quả về tính chất của tập ảnh của ánh xạ đa

thức thuần nhất bậc hai, các ứng dụng của chúng vào tìm điều kiện để cho

một số hệ có nghiệm.
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong chương này chúng tôi trình bày lại các kiến thức cơ bản, cần thiết

cho những trình bày về sau.

1.1 Giá trị riêng và véc tơ riêng của ma trận

Định nghĩa 1.1.1. Nếu A là một ma trận vuông thì vectơ x khác không

được gọi là vectơ riêng của A nếu tồn tại một số vô hướng λ sao cho:

Ax = λx.

Khi đó, số thực λ được gọi là giá trị riêng của A và x được gọi là vectơ riêng

ứng với λ.

Nói chung, hình ảnh của một vectơ x dưới phép nhân với ma trận vuông

A khác với x về cả độ lớn và phương. Tuy nhiên, trong trường hợp đặc biệt

khi x là một vectơ riêng của A, phép nhân với A không thay đổi phương.

Ví dụ, trong R2 hoặc R3, khi nhân ánh xạ A với mỗi vectơ riêng x của A

(nếu có) với gốc của vectơ x là gốc tọa độ. Tùy thuộc vào dấu và độ lớn của

giá trị riêng λ tương ứng với x mà Ax = λx thu ngắn hoặc kéo dài x theo hệ

số λ, hoặc làm đảo ngược hướng trong trường hợp λ âm.
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Ví dụ 1.1.2. Cho x =

 1

2

 là một vectơ riêng của

A =

 3 0

8 −1


ứng với giá trị riêng λ = 3, khi đó

Ax =

 3 0

8 −1

 1

2

 =

 3

6

 = 3x.

Định lí 1.1.3. Nếu A là ma trận vuông cấp n thì λ là giá trị riêng của A

khi và chỉ khi nó thỏa mãn phương trình:

det(λI − A) = 0. (1.1)

Phương trình (1.1) được gọi là phương trình đặc trưng của ma trận vuông A

và đa thức p(λ) = det(λI −A) được gọi là đa thức đặc trưng của ma trận A.

Dễ thấy, đa thức đặc trưng của ma trận vuông cấp n có dạng

p(λ) = λn + c1λ
n−1 + . . .+ cn

trong đó hệ số của λn là 1. Do đa thức bậc n có tối đa n nghiệm thực nên

phương trình

λn + c1λ
n−1 + . . .+ cn = 0
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có tối đa n nghiệm thực và ma trận vuông cấp n có tối đa n giá trị riêng. Vì

phương trình đặc trưng có thể có nghiệm phức nên giá trị riêng của ma trận

có thể là số phức, kể cả trường hợp các hệ số của ma trận đều là hệ số thực.

Mệnh đề 1.1.4. Nếu A là ma trận tam giác cấp n × n (ma trận tam giác

trên, ma trận tam giác dưới hoặc ma trận đường chéo) thì giá trị riêng của

A là các hệ số trên đường chéo chính.

Định lí 1.1.5. Cho A là ma trận vuông cấp n, các mệnh đề sau tương đương:

(a) λ là giá trị riêng của A.

(b) Hệ phương trình (λI − A)x = 0 có nghiệm không tầm thường.

(c) Tồn tại vectơ x khác không sao cho Ax = λx.

(d) λ là nghiệm của phương trình đặc trưng det(λI − A) = 0.

1.2 Ma trận nửa xác định dương và các tính chất liên

quan

Cho trước ma trận A cỡ m× n,AT là ký hiệu của ma trận chuyển vị của

A. Tập tất các ma trận đối xứng cấp n được ký hiệu bởi Sn.

- Ma trận đối xứng A ∈ Sn được gọi là xác định dương nếu:

xTAx > 0,∀x ∈ Rn, x ̸= 0. (1.2)

- Ma trận đối xứng A ∈ Sn được gọi là nửa xác định dương nếu:

xTAx ≥ 0,∀x ∈ Rn. (1.3)

- Ma trận xác định dương A được kí hiệu A ≻ 0.

- Ma trận nửa xác định dương A được kí hiệu A ⪰ 0.

Tính chất 1.2.1. a. Cho A là một ma trận đối xứng, khi đó các mệnh đề

sau tương đương:
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(i) A là ma trận nửa xác định dương (xác định dương).

(ii) Các giá trị riêng của A không âm (đều dương).

(iii) Tồn tại ma trận B sao cho A = BTB (Tồn tại ma trận vuông không

suy biến B sao cho A = BTB).

b. Cho A ≻ 0 khi đó A B

BT C

 ⪰ 0 ⇔ C −BTA−1B ≥ 0. (1.4)

1.3 Hàm bậc hai thuần nhất

Định nghĩa 1.3.1. Hàm bậc hai thuần nhất n biến là hàm có dạng:

f (x) =
n∑
i,j

aijxixj, (1.5)

trong đó aij = aji và có ít nhất một trong các hệ số aij, i, j = 1, 2, ..., n

khác 0. Đặt:

A = (aij)n×n,

hàm bậc hai được viết dạng:

f (x) = xTAx.

Hàm bậc hai thuần nhất f (x) = xTAx được gọi là xác định dương (nửa xác

định dương) nếu ma trận của nó là xác định dương (nửa xác định dương).

1.4 Tập lồi, hàm lồi và Định lý tách các tập lồi, nón

Định nghĩa 1.4.1. Giả sử C là một tập trong Rn. Tập C được gọi là lồi nếu

với mọi x và y thuộc C và với mọi t trong khoảng [0, 1], điểm (1− t)x + ty

cũng thuộc C.
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Nói cách khác, mọi điểm trên đoạn thẳng nối x và y đều thuộc C. Điều

này cũng dẫn đến kết luận: tập lồi trong không gian vectơ tôpô thì liên thông.

Mệnh đề 1.4.2. Giả sử S là một tập lồi trong Rn, u1, u2, . . . , ur là các điểm

thuộc S, và λ1, λ2, . . . , λr là các số không âm bất kỳ sao cho
∑r

k=1 λk = 1.

Khi đó điểm
∑r

k=1 λkuk cũng thuộc S.

Nếu A,B là các tập lồi, r ∈ R thì A+B, rA cũng lồi.

Giao của một họ tùy ý các tập lồi cũng là một tập lồi, điều này cũng có

nghĩa là bất kỳ một tập con A nào của không gian vectơ cũng có thể được

chứa trong một tập lồi nhỏ nhất (gọi là bao lồi của A, ký hiệu conv(A)), mà

tập lồi này cũng chính là giao của tất cả các tập lồi chứa A.

Mệnh đề 1.4.3. Cho A là tập bất kỳ trong Rn, khi đó:

conv(A) =

{
r∑

k=1

λkuk| ui ∈ A, λi ≥ 0 và

r∑
k=1

λk = 1

}
.

Ví dụ 1.4.4. Bao lồi của đoạn thẳng [A,B] và điểm C không nằm trên đường

thẳng chứa đoạn đó là hình tam giác △ABC.

Bổ đề 1.4.5. Nếu K là tập lồi đóng, khác rỗng trong Rn, a ̸∈ K, thì tồn tại

duy nhất x0 ∈ K để đoạn nối a và x0 có độ dài nhỏ nhất trong tất cả các

đoạn nối a với điểm x ∈ K.

12



Định lí 1.4.6. Giả sử A và B là hai tập lồi không có điểm chung trong Rn.

Khi đó, tồn tại một vectơ khác không v và số thực c sao cho:

⟨x, v⟩ ≥ c và ⟨y, v⟩ ≤ c

với mọi x ∈ A, y ∈ B; nghĩa là, siêu phẳng {x ∈ Rn|⟨x, v⟩ = c}, nhận v làm

vectơ pháp tuyến, tách tập A và B.

Định nghĩa 1.4.7 (Hàm lồi). + Hàm số f xác định trên tập lồi D được gọi

là hàm lồi trên D nếu:

f (λx+ (1− λ) y) ≤ λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y ∈ D, λ ∈ [0, 1] . (1.6)

+ Hàm f được gọi là hàm lồi chặt nếu:

f (λx+ (1− λ) y) < λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y ∈ D, λ ∈ (0, 1) . (1.7)

+ Hàm f là hàm lõm khi −f là hàm lồi.
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Ví dụ 1.4.8. + Hàm số y = ax+ b là hàm lồi.

+ Hàm số f(x) = aTx+ b vừa lồi, vừa lõm.

+ Hàm số f(x) = ax2 + bx + c là hàm lồi nếu a > 0 và hàm lõm nếu

a < 0.

+ Hàm số f(x) = xTAx+ bTx+C, với A là ma trận đối xứng có số hàng

bằng số phần tử của x, x = [x1, x2, ..., xn]
T , b là ma trận bất kì cùng chiều

với x, c là hằng số bất kỳ. Khi đó:

Nếu A là ma trận (nửa) xác định dương thì f(x) là hàm lồi.

Nếu A là ma trận (nửa) xác định âm thì f(x) là hàm lõm.

Định nghĩa 1.4.9. Tập hợp K ⊂ Rn được gọi là nón nếu với mọi λ ∈ R+

và mọi x ∈ K, λx cũng thuộc tập K.

Nhận xét 1.4.10. Cho trước tập K bất kỳ, ta đặt cone(K)
.
=

⋃
t≥0 tK, dễ

thấy cone(K) là cái nón bé nhất chứa K và cone(K)
.
=

⋃
tK. Trong trường

hợp K là tập một điểm {u}, ta ký hiệu coneK = R+u và Ru .
= {tu : t ∈ R}.

Định nghĩa 1.4.11. Nón đối cực của K, ký hiệu K∗, là tập được xác định

như sau

K∗ .
= {ξ ∈ Rn : ⟨ξ, a⟩ ≥ 0 ∀a ∈ K} .

Tập lồi K được gọi là nhọn nếu P ∩ (−P ) = {0}.
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CHƯƠNG 2

ẢNH CỦA ÁNH XẠ ĐA THỨC THUẦN NHẤT BẬC HAI VÀ

ỨNG DỤNG

Trong chương này chúng tôi trình bày bài toán cũng như giới thiệu một

số kết quả quan trọng về ảnh của ánh xạ đa thức thuần nhất bậc hai và ứng

dụng.

2.1 Hệ tuyến tính các dạng bậc hai

Ta xét ánh xạ đa thức thuần nhất bậc hai dạng

F : Rn → Rk

được xác định bởi hệ k đa thức thuần nhất bậc hai f1(x), . . . , fk(x) nhận giá

trị thực.

Chúng ta bắt đầu bài toán bằng một vài chú ý nhỏ sau đây:

1. Tập gồm k đa thức thuần nhất bậc hai được gọi là độc lập tuyến tính nếu

ảnh của Rn qua ánh xạ mà ta đã xác định như trên không nằm trong

một không gian vectơ con thực sự của Rk, vì thế để thuận tiện, nếu giả

thiết không có thêm điều kiện gì thì k đa thức bậc hai là độc lập tuyến

tính.

2. Nếu F : Rn → Rk là ánh xạ được xác định bởi k đa thức bậc hai

uα = fα(x) (x ∈ Rn;α = 1, 2, ..., k), khi đó ảnh của tập Rn qua ánh xạ

F , F (Rn) ⊂ Rk, luôn là một hình nón, điều đó chỉ ra rằng tập tất cả
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các điểm
(
các vectơ

)
trong Rk đóng kín với tích vô hướng dương. Tập

này nằm trong một nửa không gian đóng, được xác định bằng một bất

phương trình tuyến tính thuần nhất:
∑k

α=1 cαuα ≥ 0, (c1, ..., ck) ̸= 0⃗,

khi và chỉ khi dạng bậc hai

fc =
k∑

α=1

cαfα (2.1)

là nửa xác định dương.

3. Nếu với các số thực (c1, ..., ck), dạng bậc hai (2.1) xác định dương và n <

∞ thì ánh xạ F : Rn → Rk được xác định bởi uα = fα(x) (1 ≤ α ≤ k)

là ánh xạ riêng đến nửa không gian

{0} ∪
{
u = (uα) ∈ Rk

∣∣∣∣∣
k∑

α=1

cαuα > 0

}
.

Sau đây là kết quả chính của mục này với k = 3:

Định lí 2.1.1. Nếu ánh xạ F : Rn → R3 được xác định bởi uα = fα(x)

(x ∈ Rn, α = 1, 2, 3) thoả mãn các giả thiết:

(a) n ≥ k = 3,

(b) Tồn tại các số c1, ..., ck sao cho dạng bậc hai fc =
∑k

α=1 cαfα xác định

trên Rn là xác định dương.

Khi đó nón ảnh K = F (Rn) trong R3 là một nón lồi.

Chứng minh. Từ chú ý thứ 2 và 3 ở trên, ta thấy rằng hình nón ảnh K =

F (Rn) thoả mãn ít nhất một trong những tính chất:

(a) K nằm trong nửa không gian đóng Hc được xác định bởi bất đẳng thức

tuyến tính
∑k

α=1 cαuα ≥ 0.

(b) Nếu n < ∞, khi đó F là ánh xạ riêng.

Thật vậy, vì
∑k

α=1 cαfα(x) là xác định dương nên các giá trị riêng của ma
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trận của hàm này là dương, lấy ϵ bằng với giá trị riêng bé nhất của ma trận

này, ta có với mọi x ∈ Rn,
∑k

α=1 cαuα ≥ ϵ|x|2, do đó hình nón K nằm trong

một hình nón lồi đóng trong không gian Rk là không suy biến, tức là nó không

chứa hoàn toàn đường thẳng nào.

Bây giờ ta giả sử rằng n < ∞ và giả sử rằng kết luận là sai. Vì ảnh hình nón

K = F (Rn) là đóng và không lồi, do đó luôn tồn tại tia Λ = {λη}λ≥0 , η =

(η1, η2, η3) nằm ngoài K nhưng có điểm trong của nó thuộc bao đóng của K.

Vì vậy với mỗi mặt phẳng π chứa Λ luôn có những điểm thuộc K nằm trên

π.

Ta lấy hai mặt phẳng được xác định bằng
3∑

α=1
aαuα = 0 và

3∑
α=1

bαuα = 0

trong đó giả sử rằng [a] = (a1, a2, a3) và [b] = (b1, b2, b3) là các nghiệm độc

lập tuyến tính của phương trình, biến số u1, u2, u3,

3∑
α=1

ηα.uα = 0. (2.2)

Khi đó [a] và [b] chính là cơ sở của tập nghiệm của phương trình (2.2), do đó

với bất kì cặp số thực (λ, µ) ̸= (0; 0) thì dạng bậc hai

g(x) =
3∑

α=1

(λaα + µbα)fα(x) (2.3)

bằng 0 với các điểm x ∈ Rn sao cho F (x) = (f1(x), f2(x), f3(x))) nằm trên

mặt phẳng {
(u) = (u1, u2, u3) ∈ R3|

3∑
α=1

(λaα + µbα)uα = 0

}
(2.4)

chứa nửa đường thẳng Λ sinh bởi (η1, η2, η3).

Mặt khác, với mỗi cặp (λ, µ) thì mặt phẳng (2.4) nhận các điểm của K nằm

trên mỗi mặt của nó, do đó dạng bậc hai g(x) trong (2.3) bằng 0 với cặp

(λ, µ).
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Mặt khác, đường thẳng sinh bởi Λ luôn giao với hình nón K chỉ tại điểm gốc,

vì Λ ∩K = {0} và K \ {0} nằm trong nửa không gian mở, trong khi đó −Λ

nằm trong nửa không gian còn lại. Do đó hai dạng bậc hai
3∑

α=1
aαfα(x) và

3∑
α=1

bαfα(x) không có điểm làm bằng 0 chung ngoại trừ x = 0. Điều này mâu

thuẫn với Định lý chính của [4], thấy rằng [7] cũng đề cập đến tính chất này,

rằng nếu hai dạng bậc hai trong Rn, với n ̸= 2, n < ∞ chỉ có duy nhất 0 là

không vector, khi đó tồn tại tổ hợp tuyến tính của chúng sao cho xác định

dương. Vì vậy, khi n < ∞ chúng ta chứng minh được rằng hình nón ảnh là

lồi.

Trong trường hợp không gian tuyến tính vô hạn chiều R∞, với bất kì cấu trúc

Tôpô nào, kết luận trên đều đúng, vì hình nón ảnh qua ánh xạ F của bất kì

không gian vector vô hạn chiều nào cũng lồi. Định lý được chứng minh.

Hai ví dụ sau đây sẽ chỉ ra rằng tính chất lồi của tập ảnh của ánh xạ đa

thức thuần nhất bậc hai có thể sẽ không còn đúng cho trường hợp tổng quát,

tức với giả thiết yếu hơn giả thiết của Định lý trên hoặc với k > 3, F (Rn)

chưa chắc đã lồi.

Ví dụ 2.1.2. Trong không gian Rn(3 ≤ n < ∞), xét ba dạng bậc hai

f1(x) = (x1)
2, f2(x) = x1x2, f3(x) = (x2)

2 −
n∑

j=3
(xj)

2

thấy rằng f1(x) nửa xác định dương, nhưng hình nón ảnh qua ánh xạ F =

(f1, f2, f3) : Rn → R3 là tập:

F (R3) =
{
(u)|u1 > 0, u1u3 ≤ (u2)

2
}
∪ {(u)|u1 = u2 = 0}

không lồi vì (1, 1, 1) ∈ F (Rn), (0, 0, 4) ∈ F (Rn) nhưng trung điểm của chúng

(12 ,
1
2 , 2) không thuộc F (Rn).
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Ví dụ 2.1.3. Trong không gian Rn(3 ≤ n < ∞), xét bốn dạng bậc hai

f1(x) = (x1)
2 +

n∑
j=3

(xj)
2, f2(x) = (x1)

2 − (x2)
2, f3(x) = 2x1x2, f4(x) =

(x2)
2 −

n∑
j=3

(xj)
2,

ta thấy rằng 2f1 + f4 xác định dương, nhưng hình nón ảnh qua ánh xạ

F = (f1, f2, f3, f4) là tập nửa đại số ba chiều:

F (R3) =

(u) = (u1, u2, u3, u4) ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 + u4 =

√
(u2)2 + (u3)2

u1 ≥ |u2 + u4|
u1 ≥ u2 + |u4|


không lồi vì (5,−3, 4, 0) ∈ F (Rn), (5, 3, 4, 0) ∈ F (Rn) nhưng trung điểm của

chúng (5, 0, 4, 0) không thuộc F (Rn).

2.2 Bài toán sự có nghiệm của hệ bất phương trình

Định lí 2.2.1 (Bổ đề S cho 3 hàm). Giả sử n ≥ 3 và tồn tại µ ∈ R2, x0 ∈ Rn

sao cho

µ1A1 + µ2A2 ≻ 0, (2.5)

f1
(
x0
)
< α1, f2

(
x0
)
< α2. (2.6)

Khi đó, hệ {f0(x) > α0, f1(x) ≥ α1, f2(x) ≥ α2} vô nghiệm khi và chỉ khi

tồn tại τ1 ≥ 0, τ2 ≥ 0 sao cho

A0 ⪯ τ1A1 + τ2A2, (2.7)

α0 ≥ τ1α1 + τ2α2. (2.8)
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Chứng minh. Xét ánh xạ đa thức sau

F = {f(x) : x ∈ Rn} , f(x) = (f0(x), f1(x), f2(x))
T .

Các giả thiết của Định lý 2.1.1 được thỏa mãn, do đó F (Rn) là một tập lồi.

Ta xét một tập khác trong R3 như sau:

S =
{
f ∈ R3 : f0 > α0, f1 ≤ α1, f2 ≤ α2

}
,

tập này cũng lồi. Do đó hệ đã cho vô nghiệm khi và chỉ khi F (Rn)∩S là một

tập rỗng. Áp dụng Định lý tách các tập lồi, suy ra tồn tại một siêu phẳng

tách chúng. Tức là

∃c ̸= 0 : ⟨c, f⟩ ≥ 0,∀f ∈ F (Rn), và ⟨c, f⟩ ≤ 0,∀f ∈ S.

Từ bất phương trình thứ 2 ở trên suy ra rằng

c0 ≤ 0, c1 ≥ 0, c2 ≥ 0,

và

c0α0 + c1α1 + c2α2 ≤ 0.

Trong khi đó bất phương trình thứ nhất cho ta

c0f0(x) + c1f1(x) + c2f2(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rn.

Thay thế x = x0 vào bất phương trình trên và kết hợp với điều kiện (2.6), ta

suy ra rằng c0 ̸= 0. Chia các bất phương trình trên cho c0 và ký hiệu

τi = −ci/c0, i = 1, 2

ta có các kết luận (2.7), (2.8).

Chiều ngược lại khá hiển nhiên vì: nếu fi(x) ≤ αi, i = 1, 2 và (2.7), (2.8)

là đúng, thì với τi ≥ 0, i = 1, 2, ta có

f0(x) ≤ τ1f1(x) + τ2f2(x) ≤ τ1α1 + τ2α2 ≤ α0

do đó (2.7), (2.8) suy ra hệ đã cho vô nghiệm.
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Bổ đề sau đây nói về một rở rộng đơn giản của Định lý 2.1.1.

Bổ đề 2.2.2. Giả sử F (x) = (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)),

fi(x) = xTAx, i = 0, 1, ..,m

là các hàm bậc hai thuần nhất trong Rn với n ≥ 3, trong đó Ai ∈ Sn và

{Ai : i = 0, ...,m} là tổ hợp tuyến tính của {B0, B1, B2}, và:

ω0B0 + ω1B1 + ω2B2 ≻ 0

với các vô hướng ω0, ω1, ω2 cho trước. Khi đó F (Rn) là một tập lồi.

Chứng minh. Đặt

Ω0 =
{(

xTB1x, x
TB2x, x

TB3x
)
: x ∈ Rn

}
,

Ω =
{(

xTA0x, x
TAqx, · · · , xTAmx

)
: x ∈ Rn

}
= F (Rn).

Vì {Ai : i = 0, · · · ,m} là tổ hợp tuyến tính của {B1, B2, B3}, nên tồn tại

rij(i = 0, · · · ,m, j = 1, 2, 3) sao cho

Ai = ri1B1 + ri2B2 + ri3B3, i = 0, · · · ,m.

Đặt Q = (rij) ∈ R(m+1)×3. Thì ta có

Ω = Ω0Q
T . (2.9)

Theo Định lý 2.1.1 thì Ω0 là một nón lồi. Do đó ảnh của nó qua một ánh xạ

tuyến tính, (2.9), cũng lồi, tức Ω = F (Rn) là lồi.

Định lí 2.2.3 (Mở rộng Bổ đề S cho nhiều hàm). Giả sử:

fi(x) = xTAix, i = 0, 1, . . . ,m

là các hàm bậc hai thuần nhất trong Rn với n ≥ 3, trong đó Ai ∈ Sn và

{Ai : i = 0, ...,m} là tổ hợp tuyến tính của {B0, B1, B2}, và:

ω0B0 + ω1B1 + ω2B2 ≻ 0
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với các vô hướng ω0, ω1, ω2 cho trước. Với các hàm lồi q0(z), ..., qm(z) được

xác định trong tập lồi Ω ⊆ Rn. Giả sử tồn tại x̃ ∈ Rn, z̃ ∈ relint(Ω), phần

trong tương đối của Ω, sao cho:

fi(x̃) + qi(z̃) < 0, i = 1, ..,m.

Khi đó hai mệnh đề dưới đây là tương đương:

(i) Hệ phương trình f0(x) + q0(z) < 0, fi(x) + qi(z) ≤ 0, i = 1, ..,m, z ∈ Ω

vô nghiệm.

(ii) Tồn tại µi ≥ 0, i = 1, 2, ...,m sao cho:

f0(x) +
m∑
i=1

µifi(x) + q0(z) +
m∑
i=1

µiqi(z) ≥ 0,∀x ∈ Rn, z ∈ Ω.

Chứng minh. Ta chỉ ra rằng (i) suy ra (ii) vì điều ngược lại là hiển nhiên.

Theo Bổ đề 2.2.2, khi đó tập:

M1 = {(f0(x), f1(x), . . . , fm(x))x ∈ Rn} ⊆ Rm+1

là một tập lồi. Ta định nghĩa

M2 =

(v0, v1, v2, . . . , vm)

∣∣∣∣∣∣ v0 + q0(z) < 0

vi + qi(z) ≤ 0
i = 1, ..,m, z ∈ Ω

 ⊆ Rm+1.

Vì Ω là tập lồi và qi(z) (i = 0, 1, ...,m) là các hàm lồi, do đó tập M2 lồi.

Giả sử rằng mệnh đề (i) đúng, khi đó tập M1 và M2 không có điểm chung.

Theo Định lý tách các tập lồi, tồn tại:

γ = (γ0, ..., γm) ̸= 0

sao cho
m∑
i=0

γivi ≤
m∑
i=0

γifi(x) ∀(v0, v1, ..., vm) ∈ M2,∀x ∈ Rn. (2.10)
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Đầu tiên chúng ta có γi ≥ 0 với mọi i = 0, ...,m. Ngược lại, giả sử tồn tại giá

trị i sao cho γi < 0, khi đó ta lấy vi → −∞ ta thu được điều vô lý.

Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng γ0 > 0. Giả sử γ0 = 0. Khi đó (2.10) trở thành

m∑
i=1

γivi ≤
m∑
i=0

γifi(x) ∀(v0, v1, ..., vm) ∈ M2,∀x ∈ Rn.

Đặt:

vi = −qi(z), i = 1, ..,m, x = x̃.

Khi đó (2.10) trở thành:

m∑
i=1

γi (fi(x̃) + qi(z̃)) ≥ 0. (2.11)

Vì fi(x̃) + qi(z̃) < 0 và γi ≥ 0 nên γi (fi(x̃) + qi(z̃)) ≤ 0 i = 1, ...,m, do đó

ta thu được

m∑
i=1

γi (fi(x̃) + qi(z̃)) ≤ 0. (2.12)

Dễ dàng thấy rằng (2.11) và (2.12) xảy ra khi và chỉ khi γi = 0, i = 1, ...,m,

điều này mâu thuẫn (vì γ = 0). Vậy ta có γ0 > 0.

Đặt v0 = −q0(z)− ϵ với mọi ϵ > 0, vi = −qi(z)(i = 1, ...,m), z ∈ Ω. Chia cả

hai vế của (2.10) cho γ0, ta thu được:

f0(x) +
m∑
i=1

µifi(x) + q0(z) +
m∑
i=1

µiqi(z) + ϵ ≥ 0,∀x ∈ Rn, z ∈ Ω.

trong đó µi =
γi
γ0

. Lấy giới hạn ϵ → 0, khi đó

f0(x) +
m∑
i=1

µifi(x) + q0(z) +
m∑
i=1

µiqi(z) ≥ 0,∀x ∈ Rn, z ∈ Ω.

Định lý hoàn toàn được chứng minh.
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2.3 Các bài toán mở

Sau đây chúng tôi trình bày hai vấn đề đang là bài toán mở được nhiều

nhà toán học quan tâm.

Bài toán 1. Nếu tồn tại t, s, w sao cho tA + sB + wC ⪰ 0 và rank(tA +

sB + wC) ≥ 3 thì tập sau là lồi trong R3:

{(xTAx, xTBx, xTCx) : x ∈ Rn}.

Bài toán 2. Nếu n ≥ 4 và tồn tại một tập mở U sao cho sao cho tA+ sB+

wC + zD ≻ 0 với mọi (t, s, w, z) ∈ U thì tập sau là lồi trong R4:

{(xTAx, xTBx, xTCx, xTDx) : x ∈ Rn}.
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KẾT LUẬN

Trong luận văn này chúng tôi đã làm được những việc sau:

- Trình bày một cách đầy đủ và ngắn ngọn về một số khái niệm và tính

chất cơ bản về ma trận, hàm bậc hai thuần nhất, hàm lồi. Các tính chất này

làm cơ sở cho việc trình bày các khái niệm và các tính chất ở Chương 2.

- Chúng tôi đã trình bày lại và giải thích chi tiết các chứng minh cho Định

lý 2.1.1, Định lý 2.2.1 và Định lý 2.2.3.

- Giới thiệu một vài vấn đề mở, các bài toán này phù hợp cho các học viên

cao học và nghiên cứu sinh chuyên ngành đại số và lý thuyết số.
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[7] Finsler P. (1937), Über das Vorkommen definiter und semidefiniter

Formen und Scharen quadratischer Formen, Comment. Math. Helv., 9,

pp. 188–192.

26


	Mục lục
	CÁC KÝ HIỆU TRONG LUẬN VĂN

	KIẾN THỨC CHUẨN BỊ
	Giá trị riêng và véc tơ riêng của ma trận
	Ma trận nửa xác định dương và các tính chất liên quan
	Hàm bậc hai thuần nhất
	Tập lồi, hàm lồi và Định lý tách các tập lồi, nón

	ẢNH CỦA ÁNH XẠ ĐA THỨC THUẦN NHẤT BẬC HAI VÀ ỨNG DỤNG
	Hệ tuyến tính các dạng bậc hai
	Bài toán sự có nghiệm của hệ bất phương trình
	Các bài toán mở

	KẾT LUẬN
	Tài liệu tham khảo

