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MG DAU

Cho N 1 vi nhém cong cac s6 tu nhién. Ta néi S 14 mot nia nhém so6 néu
S 1a mot vi nhém con ctia N va phan bt ctia S trong N 1a mot tap hop hitu
han. Vi vay, mot ntta nhém s6 S 1a mot tap con ctia N chita 0, dong kin déi
v6i phép cong céc sé thong thuong va N\ S 1a tap httu han.

Mbi nita nhém s6 S déu c6 mot hé sinh hitu han, nghia la luon ton tai hitu

han s6 tu nhién nq,...,n. € S sao cho
S:(nl,...,ne>:{nl)\l—i—...—l—ne)\e\Al,...,)\BEN}.

Mbi nita nhom s6 S déu c6 duy nhat mot he sinh t6i tiéu va di nhien hé sinh
téi tieu nay la hitu han. Luc lugng ctia hé sinh t6i tiéu cia nta nhém s6 S
duge goi 1 chiéu nhing cia S.

Cho d 1a mot s6 nguyén duong va S 1a mot ntta nhéom s6. Khi dé ta dé

dang thay rang tap hop

n

E:{x€N|da:€S}

ciing 13 mot nita nhém s6. Ntta nhom s6 % dugc goi 1a thuong ciia S bdi d.
Ntta nhém s6 % xuat hién mot cach tir nhién trong qua trinh nghién cttu cac
nita nhom s6 modular ty 1& (proportonally modular numerical semigroups).
Mot nita nhém s6 duge goi 1a modular ty 1é néu va chi néu né 1a thuong ctia
mot nita nhém sé ¢6 chiéu nhiing bang hai.
Van dé Frobenius do nha toan hoc Frobenius (1849-1917) dua ra trong céc
bai giang clia minh, né cé thé duge dién dat nhu sau: Cho my, ma, ..., m, 1a

cac sO nguyen duong c6 udc chung 16n nhat bang 1, tim sé nguyén 16n nhat



khong biéu thi tuyén tinh dudc qua mq,ms,..., m, v6i cac hé sd6 nguyéen
khong am. Ve sau, ngudi ta goi sé6 nguyén ma Frobenius dat van dé tim kiém
1a s6 Frobenius ctia tap {mi, ma,...,m,}. Van dé nay ctia Frobenius ciing
thuong dugce biét dén véi ten goi 1a Bai todn doi tién Frobeninus (Frobenius
Coin Problem) vi s6 Frobenius ctia tap {my, ma, ..., m,} chinh la s6 tién 16n
nhat khong thé tra dugc bing cdc ménh gia tién mq, ms, ..., m, cho trudc.
Van dé Frobenius c6 nhiéu ttng dung trong toan hoc va tin hoc.

Van dé ctia Frobenius c6 thé dugc phéat biéu nhu sau: Cho mot nita nhém
s6 S, tim s6 nguyén 16n nhat khong thuoc S. Truong hop chiéu nhung clia
S bang 2, van dé Frobenius da dugc giadi quyét hoan toan bdéi nha toan hoc
Sylvester [6]. Van dé Frobenius da ton tai mot thoi gian dai. Tham chi cho
dén nay, ngudi ta van chua dua ra dude mot cong thic tong quat dé tinh
s6 Frobenius cho nita nhém s c¢6 chiéu nhting 16n hon hodc bang 3. Trong
truong hop chiéu nhing ciia S bang 3, da ¢6 mot s6 nha toan hoc dua ra 16
gidi cho mot s6 truong hop dic biet.

Ngoai van dé xac dinh s6 nguyén l6n nhat khong biéu thi tuyén tinh dugce
qua mot ho hitu han cic s6 nguyén nguyeén t6 ciing nhau véi cac hé sé6 nguyen
khong am nhw da noéi & trén, nha toan hoc Frobenius con dat ra mot cau hoi
14 c¢6 bao nhiéu s6 nguyéen khong am khéng biéu thi tuyén tinh duge nhu thé.
Diéu nay dong nghia véi viée xac dinh lye lugng ctia tap hop N\ S va s6
nguyén nay dude goi la giong clia niia nhém so S.

Nhu vay, s6 Frobenius ctia nita nhom s6 S 13 F(S) = max(N\ S) va giong
clia ntta nhom s6 S 1a g(S) = §(N'\ ).

Nam 2019, trong bai bao [4], cac tac gia A. Adeniran, S. Butler, C. Defant,
Y. Gao, P. E. Harris, C. Hettle, Q. Liang, H. Nam, A. Volk da chi ra hé thic
lien heé gitta gidng clia nita nhém s6 S va gidng clia nita nhém s6 13 thuong
ciia S bdi mot s6 nguyén duong d. Tt d6 ho dua ra cong thiic xac dinh giéng

ctia thuong ciia nita nhém sé c¢6 chiéu nhing bang hai. Ciing trong bai bao



nay cac tac gia da dua ra cong thic tinh s6 Frobenius va giéng ctia thuong
clia ntta nhém s6 sinh bdi mot cap sd cong. Noi dung chinh ciia luan van 1a
trinh bay lai cdc két qua trong bai béo [4] néi trén.

Cau trac cta luan van gom Md dau, noi dung chinh ctia luan van (duge
trinh bay trong 2 chuong), Két luan va Tai licu tham khao. Chuong 1: Kién
thitc chuan bi vé nita nhém s6. Chuong nay trinh bay mot s6 kién thic chuan
bi vé nita nhém s6 c6 lien quan dén noi dung chinh ciia luan vin, nham gitp
ngudi doc dé theo doi noi dung chinh ctia luan van, bao gom cac noi dung:
ntta nhém s6 va chiéu nhiing cia mot nita nhém s6, s6 Frobenius va gidng clia
ntta nhém so, thuong clia mot nita nhém s6 béi mot s6 nguyén duong, nita
nhom s6 do6i xitng va nita nhom s6 d-do6i xitng. Chuong 2: Gidng clia thuong
clia mot nita nhém s6. Trong chuong nay, ching toi trinh bay cac két qua
trong bai bao [4] cia A. Adeniran, S. Butler, C. Defant, Y. Gao, P. E. Harris,
C. Hettle, Q. Liang, H. Nam, A. Volk, gom cic noi dung: Lién hé vé giéng
clia mot nita nhém s6 va thuong ctia né, S6 Frobenius va giong ciia thuong
ctia mot nita nhém s6 sinh bdi mot cap sb cong.

Luan vian dudc thyc hién duéi sy huéng dan tan tinh chu dao ctia PGS.
TS Nguyén Thi Hong Loan. Tac gia xin gtii dén co 10i cdm on sau sic, ngudi
da tan tam, nhiét tinh giup d6, huéng dan, day do, dong vién va tao dieu
kien hét stic thuan loi cho tac gid trong qua trinh hoc tap cling nhu thuc hién
luan van. Nhan dip nay tac gia cling xin chan thanh cam on cac thay co gido
Nganh Toan da tryc tiép gidng day va tao moi dieu kién tot nhat trong sudt
qué trinh hoc tap ciia 16p cao hoc 27 chuyén nganh Dai s6 va 1y thuyét s tai
Truong Dai hoc Vinh.

Nghé An, thang 6 nam 2021

Tac gia



CHUONG 1

KIEN THUC CHUAN BI VE NUA NHOM SO

Trong chuong nay, chung toi trinh bay (khong chiing minh) mot s6 kién
thiic vé nita nhém s6 c6 lien quan dén noi dung chinh ctia luan van 6 Chuong
2. Cu thé 13, ching t6i trinh bay vé khai niém ntta nhém s6, s6 Frobenius,
gidng ciia nita nhém s6, thuong ctia nita nhom sé béi mot s6 nguyén duong,
ntta nhém s6 déi xing va nita nhém s6 d-déi xing. Chuong nay dude viét

dua vao cac tai liu tham khao [1, [2], [3].

1.1 Nuwa nhém s6 va chiéu nhing cia moét nta nhém
SO

1.1.1 Dinh nghia. Cho S 1a mot tap con ctia tap hgp céc s6 tu nhien N sao
cho 0 € S. Khi do6, S dudc goi 1a mot nida nhém soé néu S dong kin véi doéi
v6i phép cong va N\ S 1a tap httu han.

Nhu vay, nita nhém s6 S 1a mot vi nhéom con ctia vi nhém cong cac so tu
nhién N sao cho phan bt ctia S trong N la tap hop hitu han. Néu ny, ne, ..., n,

la céc s6 nguyén duong sao cho ged(ng,ng, ...,n,)= 1 thi tap hop

<711, no, ..., TLp> = {nl)\l + Nodg + ... + np)\p | A1, g, o, )\p c N}
14 mot nita nhém sd va ngude lai, moi nita nhom s6 déu c6 dang nay. Khi do6
{ni,ng,...,ny} duge goi 1a hé sinh cia nida nhém s6 (ny,na, ..., ny).

Cho X 1a mot tap con khac rdng (c6 thé vo han) ctia tap hop cac sb tu
nhién N. Ta n6i udce chung 16n nhat cia X bang 1, ky hieu ged(X) = 1 néu



uée chung 16n nhat clia moi tap con hitu han ciia X déu bang 1. Ky hi¢u (X)

1a tap tat ca cac to hop tuyén tinh trén N ctia X, nghia la
<X> = {)\11’1 4+ Xoxo + ...+ \2p | NieENz, e X, ne N}

Khi d6 ta c6 két qua sau day.
1.1.2 Ménh dé. (X) la mot niia nhém s6 néu va chi néu ged(X) = 1.
Ching minh. Gia st ged(X) = d. Néu s € (X) thid | s. Do (X) 1a mot nita
nhom s6 nén N\ (X) 1a mot tap hitu han, Vi vay ton tai s6 nguyen duong n
dé sao chod|nvad| (n+1). Dodé6tasuyrad=1.

Ngugc lai, ta can chiing minh N\ (X') 14 mot tap hop httu han. That vay,
vi ged(X) = 1 nén ton tai cdc sO nguyen t1, ta, ..., t, va by, be, ..., b€ X sao
cho:

t1b1 + taby + ... + tpbp = 1.

Chuyén ¢; sang vé phai, tim dugc i1, 99, ...ix, J1, ..., J1 € {1,2, ..., p} sao cho:

tilbil + tiniz + ...+ tikbik =1- tjlbj — ... tjlbj

It

Do d6 ton tai s € (X) sao cho (s + 1) € (X). Ta can ching minh, néu
p>(s—1)s+(s—1) thi p € (X). That vay, lay m va n 1a cac s6 nguyén sao
chop=ms+nvii0<n<s. Vip>(s—1)s+(s—1)nénm > s—1>n.
Do do,

p=Mms+n)+(m—-—n)s=n(s+1)+(n—m)s e (X).
[l

Mot hé sinh ctia mot nita nhom s6 S dude goi 1a hé sinh toi tiéu néu moi

tap con thuc su ctia n6 déu khong thé sinh ra S.

1.1.3 Ménh dé. Mdi nia nhom sé déeu cé duy nhat mot hé sinh toi tieu va

hé sinh toi tiéu nay gom hdu han phan ti.



Menh dé dan dén khai niem sau day.

1.1.4 Dinh nghia. Cho S 14 mot nita nhém s6. S6 phan tit clia hé sinh téi

tiéu ctia S dudc goi 1a chiéu nhing cia S.

1.2 So6 Frobenious va giong ciia mot nita nhém so6

Nha toan hoc Frobenius (1849-1917) da dua ra trong cac bai giang cua
minh van dé tim cong thitc xac dinh s6 nguyén 16n nhat khong bicu thi tuyén
tinh duge qua mot tap cac sd nguyen duong c6 udc chung 16n nhat bang 1 véi
cac hé s6 nguyén khong am. Dong thoi véi cau héi d6, Frobenius ciing dit ra
cau héi vé viec xac dinh c6 bao nhiéu s6 nguyén duong khong biéu thi tuyén
tinh duge nhu thé. Diéu diic biét 1a, nhing vin dé nay Ong chi dua ra trong
cac bai gidng ctia minh ma khong hé xuat ban dudi bat ky hinh thic nao.

Theo ngdn ngit ciia ntta nhém s6, van dé thi nhat ciia Frobenius c6 nghia
14 tim cong thic xac dinh s6 nguyén 16n nhat khong thuoc mot nita nhém so6

S thong qua cac phan tit trong hé sinh t6i ticu ctia S.

1.2.1 Dinh nghia. Cho S 1a mot nita nhém s6. S6 nguyén 16n nhat khong
thuoc S duge goi 1a s6 Frobenius cia S va duge ky hieu 1a F(.S9).

Ky hiéu Z 1a tap hop s6 nguyén. Tt dinh nghia trén ta co6
F(S) = max(Z\ 9).
1.2.2 Vi du. 1) Cho nita nhoém s6 S = (4, 7). Ta c6
S = {0,4,7,8,11,12, 14, 15, 16, 18 —},

(trong luan van nay st dung ky hiéu 18 — c¢6 nghia la cac s6 tu nhién lien
tiép bat dau t 18). Do d6 F(S) = 17.
2) Cho nita nhém s6 S = (5,7,9). Ta ¢6

S =1{0,5,7,9,10,12, 14 —1}.
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Do d6 F(S) = 13.
Van dé thit hai ctia Frobenius dan dén khai niém sau day.

1.2.3 Dinh nghia. Cho S 1a mot nita nhém s6. Ky hieu H(S) = N\ S. Luyc
lugng cia tap H(S) ky hieu 1a g(S) va duge goi la giong ciia nita nhém s6 S,
doi khi n6 con duge goi la bac ky di cia S.

1.2.4 Vi du. 1) Déi véi nita nhém s6 S = (4,7), do

S =1{0,4,7,8,11,12,14, 15,16, 18 —}

H(S) =N\ S = {1,2,3,5,6,9,10,13,17}

va do d6 giong ciia S 1a g(S) = 9.
2) D61 v6i nita nhom s6 S = (5,7,9), ta c6

S ={0,5,7,9,10,12, 14 —}.
Do d6 H(S) =N\ S = {1,2,3,4,6,8,11,13}. Vi vay, g(S) = 8.

Dé mo ta4 mot nita nhém s6, ngudi ta thuong st dung tap Apéry. Tap
Apéry duge dinh nghia nhu sau.

1.2.5 Dinh nghia. Cho S 14 mot nita nhém s6 va n € S\ {0}. Tap hop
dugc xac dinh béi

Ap(S,n)={heS|h—n¢S}
dugc goi la tap Apéry cia n trong S.
T dinh nghia trén ta c6 phat biéu sau day ve tap Apéry.

1.2.6 Bo dé. Cho S la mot nita nhém s6 van € S la mot s6 nguyén duong.
Gid st x,y € S sao cho x +y € Ap(S,n). Khi do

{z,y} € Ap(S,n).
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Dé xéac dinh tap Apéry clia mot nita nhém sb, ta c6 thé dua vao két qua

sau day.
1.2.7 Ménh dé. Cho S la mot nita nhém sé6 van € S\ {0}. Khi dé ta c6
Ap(S,n) ={0=w(0),w(1),...,win —1)}
trong dé w(i) la s6 nhé nhat cia S sao cho
w(i) =i (mod n),Vi € {0,1,..n — 1}.
T Ménh dé ta thiy Ap(S,n) 1a mot he thang du diy di mod n. Do
do6, tap Apéry ctia phan tit n clia nita nhém s6 S gom n phan ti.
1.2.8 Vi du. Cho nita nhém sb
S =1(57,9) = {0,5,7,9,10,12,14 —).
Ta tinh dugce
Ap(S,5) = {0,7,9,16,18},
Ap(S,7) = {0,5,9,10,15, 18, 20}.
St dung Menh dé[1.2.7 ta c¢6 thé ching minh duge két qua sau day. Két
quéa nay thuong duge st dung dé tinh gidng va s6 Frobenius clia mot nita

nhém s6, né6 duge biét dén véi tén goi cong thiic Selmer. Cong thic nay do

E. S. Selmer dua ra nam 1977.

1.2.9 Dinh 1y. Cho nia nhém s6 S va 0 <n € S. Khi dé ta co:
(1) F(S) = max Ap(S,n) —n,

Qe = X w5

weAp(S,n)

Trong truong hop nita nhém sé c¢6 chiéu nhing bang 2, dinh 1y trén cho
ta hé qua sau day, dé dang tinh dugc gidng va s6 Frobenius thong qua cac

phan ti sinh. Cong thic nay duge dua ra béi J. J. Sylvester nam 1882.
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1.2.10 Hé qua. Cho niia nhém s6 S = (a,b), trong dé a,b la cdc s6 nguyén
duong sao cho ged(a,b) = 1. Khi dé giong va sé6 Frobenius clia nita nhém so
S dugc zac dinh nhv sau:

(1) F(S)=ab—a —b,

2) g(S):ab_a;b+1.

Vé moi lien hé ciia gidong va s6 Frobenius clia mot nita nhom sb, ta co

ménh dé sau.

1.2.11 Ménh dé. Cho nia nhém so S. Khi do ta co:

2g(S) = F(9) + 1.

1.3 Thuong ctia mét nita nhém sé
Cho d 1a mot s6 nguyén duong va S 14 mot nita nhom s6. Ky hiéu
S
E:{x€N|d:U€S}.

. - N S ~ N ~ 2 - A ;s N . N ?
Khi d6 S C 7 va 7 ciing la mot nita nhom so. Chu y rang 7= N khi va chi
khid e S.

. ~ 2 , A S . N 2 2 .
1.3.1 Dinh nghia. Nita nhém so g duge goi la thuong cia S bdi d.
Chi ¥ rang, néu S 14 mot nita nhém s6, m 14 mot phan tt khac 0 cia S
S . S
va d 1a mot uw6e cua m thi % € 7 Meénh de sau day mo ta tap Ap (E’ %)
thong qua tap Ap (S, m).

1.3.2 Ménh dé. Cho S la mot nita nhom s6, m la phan ti khdc 0 cia S va

d la mot wde cia m. Khi do:

Ap (— —) :{%|wEAp(S,m),wEOmodd}.
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Véi cac ky hiéu nhu trong ménh dé trén, ta c6 hé qua sau day.

1.3.3 Hé qua. Gid si Ap(S,m) = {0,kym+1,... kyp_ym+m —1}. Khi
do:

d d d mo

W Ap (2™ 2ok ™1k e L
(d )dd d

——1]|d

(mg@): @+@w<“+%m ),
d

>:max kzd%-l-l,...,k(

m m_ | m
_Qdd d d’

)3

1.4 Nita nhém sé déi xiing va ntita nhém sé d-dbi xing

1.4.1 Dinh nghia. Cho S 14 mot nita nhém s6 S.

(1). Néu s6 Frobenius F (S) 1a 86 1é va z € Z \ S kéo theo F(S) —z € S
thi S dudc goi 1a nita nhém so doi zing.

(2) Néu s6 Frobenius F (S) 1a 6 chdn va z € Z\ S kéo theo F (S) —z € S

F(5)

hoac z = — thi S dudc goi 1a nita nhom so gia doi zing.

Cht y rang, c6 nhiéu cach khac nhau dé dinh nghia khai niém nita nhom

s6 do6i xting. Tu dinh nghia trén ta c6 meénh dé sau.

1.4.2 Ménh dé. Cho S la mot nia nhom so.

F(S)+1
—
F(S)+2
—
1.4.3 Dinh nghia. Cho d 14 mot s6 nguyén duong. Mot nita nhom s6 .S duge

(1). S la nita nhém s6 doi ziing néu va chi néu g (S) =

(2). S la nidta nhém sé gid doi zing néu va chi néu g (S) =

goi 1a d-doi ziing néu v6i moi s6 nguyén n € Z ma n chia hét cho d thin € S
hodc F(S) —n € S.
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RO rang, néu S 1a nita nhom s6 ddi xing thi S 1a nita nhém s6 d-ddi xiing
v6i moi s6 nguyén duong d. Néu S 1a ntta nhém s6 1-ddi xing thi S 1a nta
nhom s6 doi xting. Cho S 14 mot nita nhom s6 2- déi xing. Khi do, S 1a nita

nhom s6 doi xing néu F(.S) 1a mot s6 nguyen 1é.

1.4.4 Ménh dé. Cho S va S la cic nita nhém s6 théa man S C S" va

F (S) =F (S'). Khi d6, néu S la nita nhom so d-doi xing thy S” cing la nita
s 9

nhom s6 d-doi zing va trong truong hop nay ta c6 — = —

d d’
1.4.5 Vi du. Cho ntta nhom s6 S = (12, 16,21, 22,23) . Ta ¢6

S = {0,12,16, 21,22, 23, 24, 28, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 30, 40, 42, ).

Do dé

G(S) =N\ S

—{1,...,11,13,14, 15,17, 18, 19, 20, 25, 26, 27, 29, 30, 31, 38, 41}..

Tu do suy ra:

e Giong ctia S 1a g(5) = 26,

e SO Frobenius cta S 1a F(S) = 41,

e S 1a ntta nhom s6 4-ddi xting,

e Tap hop cac sd nguyen n ¢ Sma F(S) —n ¢ S la

{10,11,14,15, 26,27, 30, 31},

Néu ta them 10 vao nita nhém s6 S thi do 2.10 + 21 = 41 nén 41 sé thuoc

vao ntta nhém s6 d6. Vi vay, s6 Frobenius sé khong duge gitt nguyén. Nhu

vay, bat ky nita nhém dé6i xitng S’ ndo chita S véi F (S') = F(S) deu phai
chita 31.
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Tuy nhién, c¢6 cac ntta nhém s6 déi xing (va 4 -d6i xing) S’ chita 11 va
trong s6 nay c6 nhitng nita nhém s6 chita 30. Tat cd cac ntta nhém s6 doi
xting S’ c6 thé c6 chita S v6i F (S') = F (9) la:

(11,12, 16,21, 22, 23,26, 31), (12,14, 16, 21,22, 23, 31),

(12,15, 16, 21,22, 23,31), (12,16,21, 22, 23, 26, 27, 30, 31).

1.4.6 Dinh 1y. Cho S la mot nita nhém s6 d-doi xiing. Khi doé

F(S)—=z
d Y
trong dé x la s6 nguyén duong nhé nhat thuoe S théa man v = F(S) (mod d).

F(S/d) =
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CHUONG 2

GIONG CUA THUONG CUA MOT NUA NHOM SO

Trong [4], cac tac gid A. Adeniran, S. Butler, C. Defant, Y. Gao, P. E.
Harris, C. Hettle, Q. Liang, H. Nam, A. Volk da chi ra méi lién hé gitta giéng
clia ntta nhéom s6 S va gidng ciia nita nhém so 14 thuong ctia S bdi mot so
nguyén duong d. Cu thé 1a ho da ching minh dude cong thitc sau day

1

0 (5/d) = 5 |a(5)+ 5= S s (0)

trong d6 Hg () = > * la chudi Hilbert va (4 1a cidn nguyén thiuy bac d cta
seS
don vi. T d6 ho dua ra cong thitc xac dinh giong clia thuong clia nita nhom

s6 ¢6 chieu nhing bang hai. Ciing trong bai bao nay cac tac gid da dua ra
cong thic tinh s6 Frobenius va giong clia thuong ciia nita nhém s6 c6 chieu
nhing bang 3 sinh bdi mot cap sé cong. Noi dung chinh clia chuong nay 1a

trinh bay lai cic két qua ctia bai bao [4].

2.1 Lién hé vé giong cua mot nta nhém s6 va giong
cua thuong cua né6

Khi nghién cttu nita nhém s6 S, mot cong cu hitu ich 1a chudi Hilbert

Hg (z) = Z x®
sesS
va da thitc mta nhom

PS(:I;):(1—:6)H5(x):1—(1—:1:)2x8.

s¢S
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Chut y rang Pg(x) 1a mot da thic vi phan bu ctia S trong N 14 tap hop hitu
han.
Cho n 1a mot s6 nguyén duong. Ta biét ring, c6 n can bac n clia don vi,
do6 1a cac s6 phiic
2k . 2km

¢ =cos— +isin—, k=0,...,n—1.
n n

(. duoce goi 1a can nguyén thiy bac n cia don vi néu ¢, khong 13 can bac nho
hon n ctia don vi. Cha ¥ rang s6 phtic ¢ 14 can nguyén thiy bac n cia don
vi néu va chi néu n 1a s6 nguyén duong nhé nhat sao cho (" = 1. Do d6, (;
la can nguyén thiy bac n ctia don vi néu va chi néu (k,n) = 1. Nhu vay c6
tat cad p(n) can bac n ctia don vi, trong dé ¢ 1a ham Euler (p(n) 1a s6 cac

s6 tit 1 dén n ma nguyen t6 ciing nhau véi n). Chi ¥ ring ¢, = (F.

2.1.1 Bo dé. Gid st ¢ la mot can bac n cua don vi. Khi do ta co
(1) ¢* = ¢ khi va chi khia = b (mod n);
(2) Tap cdc can bic n cia don vila {1,¢,¢3,...,¢" 1

Dinh 1y sau day cho biét mdi lien hé gitta giong ctia nita nhém s6 S va

giéng ctia nita nhom s6 S/d, véi d 1a mot sd nguyén duong.

2.1.2 Dinh 1y. Cho S la moét niéa nhém s6 va d la mot s6 nguyén duong.

Khi do
1

e i
Q(S/d)za g(S)+TZHS(Cd) :

trong dé6 Hg (z) = > x® la chuoi Hilbert va (g la can nguyén thiy bac d cia
ses
don .

Chatng minh. C6 dinh mot s6 nguyen duong d, va dit

A =t{s € N\S | s =i(mod d)}.
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Ro rang Ag = g (S/d). Cho (; 14 mot can nguyen thiy bac d cta don vi. Khi

do ta co
Ps(Ca) =1—(1—¢a) <Ao + Ay + (P Ay + o+ Cdd_lAd1)
Ps(¢’) =1-(1-¢7) (Ao +CPA + G A+ CdQ(d_l)Ad—l)

Ps (CdCH) = 1— <1 — Cdd_l) (Ao F G A+ A A 4+ Cd(d_1)2Ad1>

Mat khac, ta c6
g(S) :A0—|—A1—|—A2+...+Ad_1.

Viét lai cac dang thitc trén dudi dang sau

1—P

Ap + CaAr + Gl Ao+ o+ G Ay = 1—S§(Cd)
— Ud

1—P 2

Ay + CdQAl + Cd4A2 + ...+ Cd2(d_1)Ad,1 _ 1 Sg(id )
— Gd

Aot G A+ P G A = — §d1 )

— Ud

A0+A1—|—...+Ad_1:g(5).

Cong vé v6i vé tat ca cac dang thiic trén va st dung tinh chat sau dudc suy

ra tit B dé 2.1.1]
1+€d+Cd2+...+Cdd_1 =0,

ta nhan ducc

dll PS C.d ) 1< d—1 1 d—1 )
A )+ =—|g(S)+ =) Hs(¢") |-
" ( 1—¢" d nz_:l_Cd nz:; 5

=1

3

Bay gio ta can chiing minh
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Dé ching minh diéu nay, ta chd ¥ rang, véi 1 < k <d —1, ta ¢
1 1 1 1
1_Cdk+1_Cdd_k - 1_Cdk+1_Cd_k -
Do d6, khi d 1a s6 1é thi dang thic can ching minh 1a hién nhién. Néu d chin
thi

%f Lo _d-2, 1 _d-1

el 2 1— ("7 2
vi Cdd/ 2 — —1. Do d6 déng thic duogc ching minh va didu nay hoan thanh
viéc chiing minh Dinh 1y . [

2.1.3 Hé qua. Cho a,b va d la cdc so nguyén duong, nguyén to ciung nhau

va a* la so nguyén duy nhat théa man aa* =1 (mod d) va 1 <a* <d—1.

Khi do, ta co
(a—1)(b+d— a*ab)
o (a.b) /d) = as

1la—-1 a—1 a1l a*by
_ * * _2 % Fa
—|—2{ ¥ J(ab{ ¥ J+ab )+j;{ dJ,dday

|%| la ky hiéu chi phan nguyeén.

Ching minh. Ta goi S = (a, b) 1a ntta nhém s6 sinh béi a, b. Dé thay rang

1 — 2 1 ;
st = —m " 1w ZO: v

Vi vay, ta co

d—1 d—1 bi 2bi (a—1)bi —la-l bji

i 1+¢" + 6™+ ..+ Ca Cd
ZHS(Cd):Z 1 — ai :Z 1 — ai’
i=1 i=1 Cd i=1 j=1 Cd

Cho 4 = (J cling 1a mot can nguyén thuy bac d cta don vi. Khi do, ta c6

G =" =G
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Ta co
d—1 d—1 a—1 ¢ a*bii
i 5d J
> Hs (¢) = ;
1=1 1=1 j=0 1 0
d—1 d—1 a—1 ¢ g*bii
1 0" " —1+1
= 20 ;
o100 IHT 10
1 d—1 a—1 1
=——+ —(1+5i+52i+...+5<"*bj‘1>i)+ )
a—1 d—1
a(d—1) i 2i (a*bj—1)i
= 5 —ZZ L+04" 4+ 647" + ...+ 94" )

ha g N (5d(vzijd+1)i T 5d(a*bj—1)i>

I
Q
~
QL
1
)_l
|
<
ML
M IMIo
L
VR /;\ —
W

146+ + 5d(“*bﬂ'—1—WJd)i)

) a(dQ— 1) ‘i{(d_ 1)+ (—1) (a*bj 11— {a*jjJ d)}

dtj

a(d—1) a*bj a*ba (a—1)
= 5 —(a—l)d+{de+—2

_a*de V?J qa;1J +1) lea;gJ .

dtj
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Trong cac bién doi trén day ta da st dung dong nhat thiic

da dugce chting minh trong ching minh ctia Dinh ly va dong nhat thic
14+ G4+ =0

v6i 1 < i < d-— 1. Dén day, ap dung Dinh ly ta suy ra ngay diéu can
chiing minh. O

Bay gio ching ta xem xét truong hop chiéu nhing biang 2.
2.1.4 Dinh 1y. Néu a,b,d la cic so nguyén duong, nguyén to cung nhau thi
1
9@} /d) = o= (@ = 1) (b= 1)+ Cupa

trong dé Cypq la mot hang so chi phu thuoc vao d va cdc 6p thang du a va
b modulo d.

Ching minh. Cho nita nhom sb S = (a,b) sinh béi a va b. Theo He qua

1.2.10, ta c6 g(S) = (a — 1)(b — 1)/2. Trong chting minh cia Dinh 1y [2.1.2]

ta da c6 hé thuc

] A1, po(en ) a1 d—1
A=t (g §)+y )> -2 <g )+ Y 1= > Hs <<d”>) .
n=1 n=1 n=1

Tu do ta nhan dugce

1 S Py (G)
S/d) = Ay = - S :
o(8/d) = A= {0(8)+ X g
L ne-p+ iy =G
- 2d d 1-¢
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Chi § rang
q(z) = cq(z)z” + co_1 ()" 4+ .+ ()

duge goi 1a mot tua da thic bac k theo bién x néu cac hé ti ¢;(x) 1a cac ham
tuan hoan ctia . Nam 2015, trong mot bai bao cia minh, F. Strazzanti da
ching minh dugc rang F(@) va F(@) la céc tua da thic bac 2 theo
bién a (v6i chu ky tuan hoan tuong tng 1a 2 va 5). Stt dung Dinh 1y cho
truong hgp nita nhom s6 S = (a, a+ k) v6i k 1a mot s6 nguyén duong c6 dinh
nguyén té cling nhau véi a, ta nhan dudge hé qua sau day, 14 mot tong quét
héa clia két qua néi tren cla F. Strazzanti. Két qua nay ciing 13 mot tong
quat héa cta cong thitc tinh g(<a2—b>) (khi ged(a,b) = 1) duge dua ra béi Z.
Gu va X. Tang nam 2016. O day, ching ta nhan duge cong thic tinh g(@)

v6l moi d > 2.

2.1.5 Hé qua. Cho d la mot s6 nguyén duong. Khi dé, vdi cdac s6 nguyén
duong a va k nguyén to cing nhau thi g({a,a+k)/d) la mot tua da thic bic

2 w01 hé so cao nhat la —.

2d

2.2 S6 Frobenious va giéng ctia thuong nita nhém s6
sinh b&i mot cap sé cong

Hai loai ntta nhém s6 dugc nghién ctu nhiéu nhat dé 1a cidc nita nhém
s6 dang (a,a + k,a + 2k) va (a,a + k,...,a + (a — 1)k), trong d6 a va k
14 cac s6 nguyén duong nguyén to ciing nhau. Chu ¥ réng nia nhém s6
(a,a+k,...,a+ (a—1)k) thuc chat 1a nita nhom s6 duge sinh bdi cac sd hang
clia cap sb6 cong vo han a,a + k,a + 2k, .... Ménh dé sau day 14 mot truong

hop dic biét clia mot két qua nam 2014 ctia T. Numata.

2.2.1 Bo dé. Néu a va k la cic s6 nguyén duong nguyén té cing nhau thi

nita nhém s6 {a,a + k,a + 2k) la doi zing khi va chi khi a la so chan.
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2.2.2 Bo dé. Cho d > 3 la mot s6 nguyén. Cho a va k la cdc s6 nguyén
duong nguyén to cung nhau. Néu a = sd la mot duong, chan va la mot boi

ctia d thi nita nhém so (a,a + k,a + 2k/d) la doi zing.

Chiing minh. Dat S = (a,a+k,a+ 2k). Do a va k nguyéen t6 cing nhau nén
ged (d, k) = 1. Mdi phan t1t ctia S ¢6 dang

ax + (a + k)y + (a + 2k)z,

trong dé6 x,y, z 1a cac s6 nguyen khong am. Dé phan t nay 1a mot boi cia

d, thi ta can d|(y + 2z). Do d6, S/d 1a nita nhém s6 sinh bdi s, a + k, a + 2k

(a+k)y + (a+ 2k)z
d

va tat cd cac s6 nguyen c6 dang sao cho d|(y + 2z) va
y,z2€4{0,1,...,d — 1}.
Dau tién, ta gia thiét d 1a s6 18 va dat d = 2t + 1. Theo gia thiét, s 1a s

chén. Cac cip s6 (y, z) théa man d|(y + 22) vay,z € {0,1,....d — 1} 1a

(d—2;1),(d—4;2),...(L;t),(d=1,t+1),...,(2;2¢) .

(a+k)y+ (a+2k)z
7 la

a+k—sa+k—2s,....,a+k—ts,...a+ 2k + s.

Cac gia tri tuong tng cua

Vi vay,
S/d = (s,a+k—ts,a+2k).

Mat khac, a = sd = (2t + 1) s nén
S/d=(s,s+k+ts, s+ 2k + 2ts).

Theo B6 dé2.2.1, S/d 1a nita nhém s6 dbi xiing.
Tiép theo, ching ta gid thiét d 1a sé chdn va dat d = 2t. Cac cap s6 (y, 2)
théa man d|(y + 2z) vay,z € {0,1,...,d — 1} 1a

(d—2,1),(d—4,2),....(0,1),(d — 2,t + 1), ..., (2,2t — 1).
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(a+k)y+ (a+2k)z
1a
d
a+k—sa+k—2s,...,a+k—ts,a+2k+(t—1)s....a+ 2k + s.

Cac gia tri tuong tng cua

Do do6
S/d = (s,a+k—st,a+2k) = (s, k+ st,2k + 2st) = (s, k + st).

Vi moi ntta nhém sb véi chieu nhing bang 2 déu 1a nita nhém sé déi xing,

nén ménh dé duge chitng minh. ]

Hai két qua tiép theo day cho ta cong thic tinh s6 Frobenius va giéng clia
thuong clia mot nita nhom s6 c6 chiéu nhing bang 3, sinh bdi mot cap so

cong.

2.2.3 Dinh ly. Cho d > 4 la mot s6 nguyén chin, a va k la cdc s6 nguyén
duong nguyén to cung nhau. Néu a = sd th

Flla,a+k,a+2k)/d) = 5= 1)(2”2]“) s

V4

(s —1)(a+2k—2)
1 .
Chitng minh. Viét d = 2t. Tt chimg minh ctia B dé[2.2.2] ta c¢6

g({a,a + k,a+2k/d)) =

(a,a + k,a+2k)/d = (s, k + st).

Ap dung He qua|l1.2.10] ta c6

(s —1)(a + 2k)

F((s,k+st)) = s(k+st) —s — (k+ st) = ; g
g((s,k + st)) = (s — 1)(7€2+ st —1) _ (s — 1)(a4+ 2k — 2)'
Do do6

Flla,a+ k,a+ 2k /d) = &= 1)(2“2’“) s
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va

(5—1)(a+2k—2).

g({a,a+ k,a+2k/d)) = 1

[]

2.2.4 Dinh ly. Cho nita nhém s6 S = {(a,a + k,a + 2k), trong dé a va k la
cdc s6 nguyén duong nguyén to cung nhau. Gid st d la mot wdc so duong cia
a va gid st a = sd. Néu a la so 1é, thi

s—1

F(S/d) = ((5—1)t+ 5 >S+(s—1)k—s

Va4
s2—1

2

1
g(S/d):§<s(s—1)t—|— —i—(s—l)k—(s—l)).
Chitng minh. Tit chimg minh ctia Bé dé[2.2.2] ta c6
S/d=(s,s+k+ts,s+2k+2ts) = (s,(t+1)s+k, (2t + 1)s + 2k),

trong d6 d = 2t + 1. Do do,

Ap(S,s) ={0,(t+1)s+k, (2t +1)s+ 2k, (3t +2) s+ 3k, (4t + 2) s + 4k, ...
Os—%t+i:i>&+@—2ﬂgOs—Dt+i:l>&+®—1M}

2 2

viged (s, k) = 1. Do d6 diéu can chting minh duge suy ra tit Dinh 1y(1.2.9. [
Trong truong hop a 1a s 1é thi ta c6 mdi quan hé sau day.

2.2.5 Hé qua. Cho nia nhém s6 S = {(a,a + k,a + 2k), trong dé a va k la
cdc s6 nguyén duong nguyén to cung nhau. Gid si d la mot wdc s6 duong clia
a va gid st a = sd. Néu a 1é thi

s+ 1

29(S/d) — F(S/d) = =~

Y
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Bay gio ta xét cac nita nhoém s6 sinh bdi cac s6 hang clia mot cap sé cong
vo han a,a + k,a + 2k, ..., trong d6 a va k 1& cic sd nguyén duong nguyén

t6 ciing nhau. Hay noi cach khac, chiung ta xét cac nita nhom s6 dang
S={(a,a+k,a+2k,..,a+(a—1)k).

Dinh 1y sau cho thay méi quan hé gitta s6 Frobenius va giong ctia nhiing nita

nhom s6 dang nay.
2.2.6 Dinh 1y. Cho niia nhém so6
S=(a,a+k,a+2k,..,a+ (a—1)k),

trong dé a va k la cdc so nguyén duong nguyén to cung nhau. Cho d la mot
udc s6 duong cia a va gid st a = sd. Khi dé, ta co

F(S/d)+s—1
5 .

g9(S/d) =

Chiing minh. Trudc hét, ta sé chiing té rang c6 thé quy vé truong hop d = 1.
That vay, cho x;, 1a phan tit duy nhét cta tap hop {0,1,...,a — 1} sao cho
Tiqok =1 (mod a) (tinh duy nhat 1a do gia thiét ged (a,k) = 1). Ching ta
khang dinh ring cidc phan ti ctia S dong du véi ¢ modulo a chinh 1a céc s6
nguyén c6 dang ta + x; ok v6i t 1a sé nguyéen duong. Dé thay duge diéu nay,
hay chd ¥ ring moi s6 nguyén khong am 1a t6 hop tuyén tinh ctia hé sinh ciia
S déu c6 dang ta +mk; dé c6 ta+mk = i(mod a), ta can m = z; ,(mod a).
Moi phan tit trong S/d déu ¢6 dang (ta + zd;,)/d véi i € {0,1,...,s}. Vi

Tgiq/d = ;s nén ta c6
S/d = (s,s+k,s+2k,...,s+ (s—1)k).

Diéu nay cho thay ring, ta c6 thé quy viéc ching minh ménh dé vé trusng

hopd=1va s =a.
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Tuy nhién, trong trucng hop nay, ap dung Dinh Iy va mot két qua

cua M. Omidali va F. Rahmati v6i d = 1 va s = a, ta c6

9(5/d) = g(5) = FH DD
F(S/d)=F(S)=k(a—1).
Do do,
4(S/d) = F(S/d)2+s—1_

[]

Tit Dinh 1y 2.2.6] ta c¢6 mot vai nhan xét hitu ich lién quan dén nita nhém
s6 S nhu sau. Truée hét, ta dé thay rang

S={as+kt:s>1,t>0} = (a,k)\{k,2k,....(a—1)k}.
Gidsid| (a—1)k.- Vi
F({a,k)) =ak —a—Fk < (a— 1)k,

nén ta c6 F(S/d) = (a — 1)k/d. Hon nita, g(S/d) bing tong cta g({a, k/d))
va cac boi s ctia d trong {k, 2k, ..., (a — 1)k}. Do d6, ta nhan duge két qua

sau.
2.2.7 Dinh 1y. Cho nia nhém soé
S={(a,a+k,a+2k,...a+ (a—1)k),

trong dé a va k la cdc so nguyén duong nguyén té cung nhau. Néu d | k, thi

4(S/d) = F(S/d);ra—l.

Chitng minh. Nhu da phan tich trude khi phat biéu meénh dé, khi d | k, ta c6

F(S/d) = (a — 1)k/d.
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Mit khac, ta cling dé dang kiém tra riang (a, k)/d = (a, k/d). Vi vay,

g9(S/d) =g ({a, k) /d) + (a—1)
=g ((a,k/d)) + (a = 1)
_(a—1)(k/d+1)

2

_F(S/d)+a—1

— 5 .

[]

K&ét thtc bai bao [4], cac tac gid da dat ra van dé md sau, day 1a mot cau
héi tu nhien dude dit ra tit cac két qua trong muc nay.

Van dé md. Cho nita nhém sb
S=(a,a+k,a+2k,...,a+ k),

trong d6 a va k 1a cac s6 nguyén duong nguyéen t6 cting nhau va 3 < ¢ < a—2.
Tim g(S/d), F(S/d) va mbi quan hé gita cac dai lugng nay, véi d 1a mot 6
nguyén duong.
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KET LUAN

Luan van da trinh bay mot cach chi tiét cac két qua trong bai bao [4] clia
A. Adeniran, S. Butler, C. Defant, Y. Gao, P. E. Harris, C. Hettle, Q. Liang,
H. Nam, A. Volk. Cu thé 1a ching t6i da trinh bay dudc nhitng két qua sau

day.

. Lién he vé giéng ciia mot nita nhém s6 va thuong ctia né (Dinh 1y 2.1.2)).

. Cong thic tinh gidng ctia thuong ctia mot nita nhém s6 c6 chiéu nhing

bang 2 (Dinh 1y .

Cong thiic tinh s6 Frobenius va giong clia thuong clia mot nita nhém s
c6 chiéu nhing bing 3, sinh béi mot cap s6 cong (Dinh 1y 2.2.3, Dinh 1y
5.2.4)

Moi lien hé gitta S6 Frobenious va giéng ciia thuong nita nhém sb sinh

b&i mot cap s6 cong (Dinh 1y [2.2.6, Dinh 1y [2.2.7).
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