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MỞ ĐẦU

Cho N là vị nhóm cộng các số tự nhiên. Ta nói S là một nửa nhóm số nếu

S là một vị nhóm con của N và phần bù của S trong N là một tập hợp hữu

hạn. Vì vậy, một nửa nhóm số S là một tập con của N chứa 0, đóng kín đối

với phép cộng các số thông thường và N \ S là tập hữu hạn.

Mỗi nửa nhóm số S đều có một hệ sinh hữu hạn, nghĩa là luôn tồn tại hữu

hạn số tự nhiên n1, . . . , ne ∈ S sao cho

S = 〈n1, . . . , ne〉 = {n1λ1 + . . .+ neλe | λ1, . . . , λe ∈ N}.

Mỗi nửa nhóm số S đều có duy nhất một hệ sinh tối tiểu và dĩ nhiên hệ sinh

tối tiểu này là hữu hạn. Lực lượng của hệ sinh tối tiểu của nửa nhóm số S

được gọi là chiều nhúng của S.

Cho d là một số nguyên dương và S là một nửa nhóm số. Khi đó ta dễ

dàng thấy rằng tập hợp

S

d
= {x ∈ N | dx ∈ S}

cũng là một nửa nhóm số. Nửa nhóm số S
d được gọi là thương của S bởi d.

Nửa nhóm số
S

d
xuất hiện một cách tự nhiên trong quá trình nghiên cứu các

nửa nhóm số modular tỷ lệ (proportonally modular numerical semigroups).

Một nửa nhóm số được gọi là modular tỷ lệ nếu và chỉ nếu nó là thương của

một nửa nhóm số có chiều nhúng bằng hai.

Vấn đề Frobenius do nhà toán học Frobenius (1849-1917) đưa ra trong các

bài giảng của mình, nó có thể được diễn đạt như sau: Cho m1,m2, . . . ,mn là

các số nguyên dương có ước chung lớn nhất bằng 1, tìm số nguyên lớn nhất
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không biểu thị tuyến tính được qua m1,m2, . . . ,mn với các hệ số nguyên

không âm. Về sau, người ta gọi số nguyên mà Frobenius đặt vấn đề tìm kiếm

là số Frobenius của tập {m1,m2, . . . ,mn}. Vấn đề này của Frobenius cũng

thường được biết đến với tên gọi là Bài toán đổi tiền Frobeninus (Frobenius

Coin Problem) vì số Frobenius của tập {m1,m2, . . . ,mn} chính là số tiền lớn

nhất không thể trả được bằng các mệnh giá tiền m1,m2, . . . ,mn cho trước.

Vấn đề Frobenius có nhiều ứng dụng trong toán học và tin học.

Vấn đề của Frobenius có thể được phát biểu như sau: Cho một nửa nhóm

số S, tìm số nguyên lớn nhất không thuộc S. Trường hợp chiều nhúng của

S bằng 2, vấn đề Frobenius đã được giải quyết hoàn toàn bởi nhà toán học

Sylvester [6]. Vấn đề Frobenius đã tồn tại một thời gian dài. Thậm chí cho

đến nay, người ta vẫn chưa đưa ra được một công thức tổng quát để tính

số Frobenius cho nửa nhóm số có chiều nhúng lớn hơn hoặc bằng 3. Trong

trường hợp chiều nhúng của S bằng 3, đã có một số nhà toán học đưa ra lời

giải cho một số trường hợp đặc biệt.

Ngoài vấn đề xác định số nguyên lớn nhất không biểu thị tuyến tính được

qua một họ hữu hạn các số nguyên nguyên tố cùng nhau với các hệ số nguyên

không âm như đã nói ở trên, nhà toán học Frobenius còn đặt ra một câu hỏi

là có bao nhiêu số nguyên không âm không biểu thị tuyến tính được như thế.

Điều này đồng nghĩa với việc xác định lực lượng của tập hợp N \ S và số

nguyên này được gọi là giống của nửa nhóm số S.

Như vậy, số Frobenius của nửa nhóm số S là F(S) = max(N \S) và giống

của nửa nhóm số S là g(S) = ](N \ S).
Năm 2019, trong bài báo [4], các tác giả A. Adeniran, S. Butler, C. Defant,

Y. Gao, P. E. Harris, C. Hettle, Q. Liang, H. Nam, A. Volk đã chỉ ra hệ thức

liên hệ giữa giống của nửa nhóm số S và giống của nửa nhóm số là thương

của S bởi một số nguyên dương d. Từ đó họ đưa ra công thức xác định giống

của thương của nửa nhóm số có chiều nhúng bằng hai. Cũng trong bài báo
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này các tác giả đã đưa ra công thức tính số Frobenius và giống của thương

của nửa nhóm số sinh bởi một cấp số cộng. Nội dung chính của luận văn là

trình bày lại các kết quả trong bài báo [4] nói trên.

Cấu trúc của luận văn gồm Mở đầu, nội dung chính của luận văn (được

trình bày trong 2 chương), Kết luận và Tài liệu tham khảo. Chương 1: Kiến

thức chuẩn bị về nửa nhóm số. Chương này trình bày một số kiến thức chuẩn

bị về nửa nhóm số có liên quan đến nội dung chính của luận văn, nhằm giúp

người đọc dễ theo dõi nội dung chính của luận văn, bao gồm các nội dung:

nửa nhóm số và chiều nhúng của một nửa nhóm số, số Frobenius và giống của

nửa nhóm số, thương của một nửa nhóm số bởi một số nguyên dương, nửa

nhóm số đối xứng và nửa nhóm số d-đối xứng. Chương 2: Giống của thương

của một nửa nhóm số. Trong chương này, chúng tôi trình bày các kết quả

trong bài báo [4] của A. Adeniran, S. Butler, C. Defant, Y. Gao, P. E. Harris,

C. Hettle, Q. Liang, H. Nam, A. Volk, gồm các nội dung: Liên hệ về giống

của một nửa nhóm số và thương của nó, Số Frobenius và giống của thương

của một nửa nhóm số sinh bởi một cấp số cộng.

Luận văn được thực hiện dưới sự hướng dẫn tận tình chu đáo của PGS.

TS Nguyễn Thị Hồng Loan. Tác giả xin gửi đến cô lời cảm ơn sâu sắc, người

đã tận tâm, nhiệt tình giúp đỡ, hướng dẫn, dạy dỗ, động viên và tạo điều

kiện hết sức thuận lợi cho tác giả trong quá trình học tập cũng như thực hiện

luận văn. Nhân dịp này tác giả cũng xin chân thành cảm ơn các thầy cô giáo

Ngành Toán đã trực tiếp giảng dạy và tạo mọi điều kiện tốt nhất trong suốt

quá trình học tập của lớp cao học 27 chuyên ngành Đại số và lý thuyết số tại

Trường Đại học Vinh.

Nghệ An, tháng 6 năm 2021

Tác giả
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ VỀ NỬA NHÓM SỐ

Trong chương này, chúng tôi trình bày (không chứng minh) một số kiến

thức về nửa nhóm số có liên quan đến nội dung chính của luận văn ở Chương

2. Cụ thể là, chúng tôi trình bày về khái niệm nửa nhóm số, số Frobenius,

giống của nửa nhóm số, thương của nửa nhóm số bởi một số nguyên dương,

nửa nhóm số đối xứng và nửa nhóm số d-đối xứng. Chương này được viết

dựa vào các tài liệu tham khảo [1], [2], [3].

1.1 Nửa nhóm số và chiều nhúng của một nửa nhóm

số

1.1.1 Định nghĩa. Cho S là một tập con của tập hợp các số tự nhiên N sao

cho 0 ∈ S. Khi đó, S được gọi là một nửa nhóm số nếu S đóng kín với đối

với phép cộng và N \ S là tập hữu hạn.

Như vậy, nửa nhóm số S là một vị nhóm con của vị nhóm cộng các số tự

nhiên N sao cho phần bù của S trong N là tập hợp hữu hạn. Nếu n1, n2, ..., np

là các số nguyên dương sao cho gcd(n1, n2, ..., np)= 1 thì tập hợp

〈n1, n2, ..., np〉 = {n1λ1 + n2λ2 + ...+ npλp | λ1, λ2, ..., λp ∈ N}

là một nửa nhóm số và ngược lại, mọi nửa nhóm số đều có dạng này. Khi đó

{n1, n2, . . . , np} được gọi là hệ sinh của nửa nhóm số 〈n1, n2, . . . , np〉.
Cho X là một tập con khác rỗng (có thể vô hạn) của tập hợp các số tự

nhiên N. Ta nói ước chung lớn nhất của X bằng 1, ký hiệu gcd(X) = 1 nếu
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ước chung lớn nhất của mọi tập con hữu hạn của X đều bằng 1. Ký hiệu 〈X〉
là tập tất cả các tổ hợp tuyến tính trên N của X, nghĩa là

〈X〉 = {λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn | λi ∈ N, xi ∈ X,n ∈ N}.

Khi đó ta có kết quả sau đây.

1.1.2 Mệnh đề. 〈X〉 là một nửa nhóm số nếu và chỉ nếu gcd(X) = 1.

Chứng minh. Giả sử gcd(X) = d. Nếu s ∈ 〈X〉 thì d | s. Do 〈X〉 là một nửa

nhóm số nên N \ 〈X〉 là một tập hữu hạn, Vì vậy tồn tại số nguyên dương n

để sao cho d | n và d | (n+ 1). Do đó ta suy ra d = 1.

Ngược lại, ta cần chứng minh N \ 〈X〉 là một tập hợp hữu hạn. Thật vậy,

vì gcd(X) = 1 nên tồn tại các số nguyên t1, t2, ..., tp và b1, b2, ..., bp∈ X sao

cho:

t1b1 + t2b2 + ...+ tpbp = 1.

Chuyển ti sang vế phải, tìm được i1, i2, ...ik, j1, ..., jl ∈ {1, 2, ..., p} sao cho:

ti1bi1 + ti2bi2 + ...+ tikbik = 1− tj1bj1 − ...− tjlbjl.

Do đó tồn tại s ∈ 〈X〉 sao cho (s + 1) ∈ 〈X〉. Ta cần chứng minh, nếu

p ≥ (s− 1) s+(s− 1) thì p ∈ 〈X〉. Thật vậy, lấym và n là các số nguyên sao

cho p = ms+n với 0 ≤ n < s. Vì p ≥ (s− 1) s+(s− 1) nên m ≥ s−1 ≥ n.

Do đó,

p = (ns+ n) + (m− n) s = n (s+ 1) + (n−m) s ∈ 〈X〉 .

Một hệ sinh của một nửa nhóm số S được gọi là hệ sinh tối tiểu nếu mọi

tập con thực sự của nó đều không thể sinh ra S.

1.1.3 Mệnh đề. Mỗi nửa nhóm số đều có duy nhất một hệ sinh tối tiểu và

hệ sinh tối tiểu này gồm hữu hạn phần tử.
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Mệnh đề 1.1.3 dẫn đến khái niệm sau đây.

1.1.4 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm số. Số phần tử của hệ sinh tối

tiểu của S được gọi là chiều nhúng của S.

1.2 Số Frobenious và giống của một nửa nhóm số

Nhà toán học Frobenius (1849-1917) đã đưa ra trong các bài giảng của

mình vấn đề tìm công thức xác định số nguyên lớn nhất không biểu thị tuyến

tính được qua một tập các số nguyên dương có ước chung lớn nhất bằng 1 với

các hệ số nguyên không âm. Đồng thời với câu hỏi đó, Frobenius cũng đặt ra

câu hỏi về việc xác định có bao nhiêu số nguyên dương không biểu thị tuyến

tính được như thế. Điều đặc biệt là, những vấn đề này Ông chỉ đưa ra trong

các bài giảng của mình mà không hề xuất bản dưới bất kỳ hình thức nào.

Theo ngôn ngữ của nửa nhóm số, vấn đề thứ nhất của Frobenius có nghĩa

là tìm công thức xác định số nguyên lớn nhất không thuộc một nửa nhóm số

S thông qua các phần tử trong hệ sinh tối tiểu của S.

1.2.1 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm số. Số nguyên lớn nhất không

thuộc S được gọi là số Frobenius của S và được ký hiệu là F(S).

Ký hiệu Z là tập hợp số nguyên. Từ định nghĩa trên ta có

F(S) = max(Z \ S).

1.2.2 Ví dụ. 1) Cho nửa nhóm số S = 〈4, 7〉. Ta có

S = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16, 18→},

(trong luận văn này sử dụng ký hiệu 18 → có nghĩa là các số tự nhiên liên

tiếp bắt đầu từ 18). Do đó F(S) = 17.

2) Cho nửa nhóm số S = 〈5, 7, 9〉. Ta có

S = {0, 5, 7, 9, 10, 12, 14→}.



10

Do đó F(S) = 13.

Vấn đề thứ hai của Frobenius dẫn đến khái niệm sau đây.

1.2.3 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm số. Ký hiệu H(S) = N \ S. Lực
lượng của tập H(S) ký hiệu là g(S) và được gọi là giống của nửa nhóm số S,

đôi khi nó còn được gọi là bậc kỳ dị của S.

1.2.4 Ví dụ. 1) Đối với nửa nhóm số S = 〈4, 7〉, do

S = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16, 18→}

nên

H(S) = N \ S = {1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 13, 17}

và do đó giống của S là g(S) = 9.

2) Đối với nửa nhóm số S = 〈5, 7, 9〉, ta có

S = {0, 5, 7, 9, 10, 12, 14→}.

Do đó H(S) = N \ S = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 13}. Vì vậy, g(S) = 8.

Để mô tả một nửa nhóm số, người ta thường sử dụng tập Apéry. Tập

Apéry được định nghĩa như sau.

1.2.5 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm số và n ∈ S \ {0}. Tập hợp

được xác định bởi

Ap(S, n) = {h ∈ S | h− n /∈ S}

được gọi là tập Apéry của n trong S.

Từ định nghĩa trên ta có phát biểu sau đây về tập Apéry.

1.2.6 Bổ đề. Cho S là một nửa nhóm số và n ∈ S là một số nguyên dương.

Giả sử x, y ∈ S sao cho x+ y ∈ Ap(S, n). Khi đó

{x, y} ⊆ Ap(S, n).
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Để xác định tập Apéry của một nửa nhóm số, ta có thể dựa vào kết quả

sau đây.

1.2.7 Mệnh đề. Cho S là một nửa nhóm số và n ∈ S \ {0}. Khi đó ta có

Ap(S, n) = {0 = w(0), w(1), ..., w(n− 1)}

trong đó w(i) là số nhỏ nhất của S sao cho

w(i) ≡ i (mod n),∀i ∈ {0, 1, ...n− 1}.

Từ Mệnh đề 1.2.7 ta thấy Ap(S, n) là một hệ thặng dư đầy đủ mod n. Do

đó, tập Apéry của phần tử n của nửa nhóm số S gồm n phần tử.

1.2.8 Ví dụ. Cho nửa nhóm số

S = 〈5, 7, 9〉 = {0, 5, 7, 9, 10, 12, 14→}.

Ta tính được

Ap(S, 5) = {0, 7, 9, 16, 18},

Ap(S, 7) = {0, 5, 9, 10, 15, 18, 20}.

Sử dụng Mệnh đề 1.2.7, ta có thể chứng minh được kết quả sau đây. Kết

quả này thường được sử dụng để tính giống và số Frobenius của một nửa

nhóm số, nó được biết đến với tên gọi công thức Selmer. Công thức này do

E. S. Selmer đưa ra năm 1977.

1.2.9 Định lý. Cho nửa nhóm số S và 0 < n ∈ S. Khi đó ta có:

(1) F(S) = maxAp(S, n)− n,

(2) g(S) =
1

n

 ∑
w∈Ap(S,n)

w

− n− 1

2
.

Trong trường hợp nửa nhóm số có chiều nhúng bằng 2, định lý trên cho

ta hệ quả sau đây, dễ dàng tính được giống và số Frobenius thông qua các

phần tử sinh. Công thức này được đưa ra bởi J. J. Sylvester năm 1882.
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1.2.10 Hệ quả. Cho nửa nhóm số S = 〈a, b〉, trong đó a, b là các số nguyên

dương sao cho gcd(a, b) = 1. Khi đó giống và số Frobenius của nửa nhóm số

S được xác định như sau:

(1) F(S) = ab− a− b,
(2) g(S) =

ab− a− b+ 1

2
.

Về mối liên hệ của giống và số Frobenius của một nửa nhóm số, ta có

mệnh đề sau.

1.2.11 Mệnh đề. Cho nửa nhóm số S. Khi đó ta có:

2g(S) > F(S) + 1.

1.3 Thương của một nửa nhóm số

Cho d là một số nguyên dương và S là một nửa nhóm số. Ký hiệu

S

d
= {x ∈ N | dx ∈ S}.

Khi đó S ⊆ S

d
và

S

d
cũng là một nửa nhóm số. Chú ý rằng

S

d
= N khi và chỉ

khi d ∈ S.

1.3.1 Định nghĩa. Nửa nhóm số
S

d
được gọi là thương của S bởi d.

Chú ý rằng, nếu S là một nửa nhóm số, m là một phần tử khác 0 của S

và d là một ước của m thì
m

d
∈ S
d
. Mệnh đề sau đây mô tả tập Ap

(
S

d
,
m

d

)
thông qua tập Ap (S,m).

1.3.2 Mệnh đề. Cho S là một nửa nhóm số, m là phần tử khác 0 của S và

d là một ước của m. Khi đó:

Ap

(
S

d
,
m

d

)
=
{w
d
| w ∈ Ap (S,m) , w ≡ 0 mod d

}
.
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Với các ký hiệu như trong mệnh đề trên, ta có hệ quả sau đây.

1.3.3 Hệ quả. Giả sử Ap(S,m) = {0, k1m+ 1, . . . , km−1m+m− 1}. Khi

đó:

(1). Ap

(
S

d
;
m

d

)
=

0; kd
m

d
+ 1, . . . , k(m

d
−1
)
d

m

d
+
m

d
− 1

 ,

(2). g
(s
d

)
=

kd + k2d + . . .+ k(m
d
−1
)
d

 ,

(3). F

(
S

d

)
= max

kdmd + 1, . . . , k(m
d
−1
)
d

m

d
+
m

d
− 1

− m

d
.

1.4 Nửa nhóm số đối xứng và nửa nhóm số d-đối xứng

1.4.1 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm số S.

(1). Nếu số Frobenius F (S) là số lẻ và z ∈ Z \ S kéo theo F (S)− z ∈ S
thì S được gọi là nửa nhóm số đối xứng.

(2) Nếu số Frobenius F (S) là số chẵn và z ∈ Z \S kéo theo F (S)− z ∈ S

hoặc z =
F (S)

2
thì S được gọi là nửa nhóm số giả đối xứng.

Chú ý rằng, có nhiều cách khác nhau để định nghĩa khái niệm nửa nhóm

số đối xứng. Từ định nghĩa trên ta có mệnh đề sau.

1.4.2 Mệnh đề. Cho S là một nửa nhóm số.

(1). S là nửa nhóm số đối xứng nếu và chỉ nếu g (S) =
F (S) + 1

2
.

(2). S là nửa nhóm số giả đối xứng nếu và chỉ nếu g (S) =
F (S) + 2

2
.

1.4.3 Định nghĩa. Cho d là một số nguyên dương. Một nửa nhóm số S được

gọi là d-đối xứng nếu với mọi số nguyên n ∈ Z mà n chia hết cho d thì n ∈ S
hoặc F(S)− n ∈ S.
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Rõ ràng, nếu S là nửa nhóm số đối xứng thì S là nửa nhóm số d-đối xứng

với mọi số nguyên dương d. Nếu S là nửa nhóm số 1-đối xứng thì S là nửa

nhóm số đối xứng. Cho S là một nửa nhóm số 2- đối xứng. Khi đó, S là nửa

nhóm số đối xứng nếu F(S) là một số nguyên lẻ.

1.4.4 Mệnh đề. Cho S và S ′ là các nửa nhóm số thỏa mãn S ⊆ S ′ và

F (S) = F (S ′) . Khi đó, nếu S là nửa nhóm số d-đối xứng thì S ′ cũng là nửa

nhóm số d-đối xứng và trong trường hợp này ta có
S

d
=
S ′

d
.

1.4.5 Ví dụ. Cho nửa nhóm số S = 〈12, 16, 21, 22, 23〉 . Ta có

S = {0, 12, 16, 21, 22, 23, 24, 28, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 39, 40, 42,→}.

Do đó

G(S) = N \ S

= {1, . . . , 11, 13, 14, 15, 17, 18, 19, 20, 25, 26, 27, 29, 30, 31, 38, 41}.

Từ đó suy ra:

• Giống của S là g(S) = 26,

• Số Frobenius của S là F(S) = 41,

• S là nửa nhóm số 4-đối xứng,

• Tập hợp các số nguyên n /∈ S mà F (S)− n /∈ S là

{10, 11, 14, 15, 26, 27, 30, 31}.

Nếu ta thêm 10 vào nửa nhóm số S thì do 2.10+21 = 41 nên 41 sẽ thuộc

vào nửa nhóm số đó. Vì vậy, số Frobenius sẽ không được giữ nguyên. Như

vậy, bất kỳ nửa nhóm đối xứng S ′ nào chứa S với F (S ′) = F (S) đều phải

chứa 31.
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Tuy nhiên, có các nửa nhóm số đối xứng (và 4 -đối xứng) S ′ chứa 11 và

trong số này có những nửa nhóm số chứa 30. Tất cả các nửa nhóm số đối

xứng S ′ có thể có chứa S với F (S ′) = F (S) là:

〈11, 12, 16, 21, 22, 23, 26, 31〉, 〈12, 14, 16, 21, 22, 23, 31〉,
〈12, 15, 16, 21, 22, 23, 31〉, 〈12, 16, 21, 22, 23, 26, 27, 30, 31〉.

1.4.6 Định lý. Cho S là một nửa nhóm số d-đối xứng. Khi đó

F (S/d) =
F (S)− x

d
,

trong đó x là số nguyên dương nhỏ nhất thuộc S thỏa mãn x ≡ F (S) (mod d).
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CHƯƠNG 2

GIỐNG CỦA THƯƠNG CỦA MỘT NỬA NHÓM SỐ

Trong [4], các tác giả A. Adeniran, S. Butler, C. Defant, Y. Gao, P. E.

Harris, C. Hettle, Q. Liang, H. Nam, A. Volk đã chỉ ra mối liên hệ giữa giống

của nửa nhóm số S và giống của nửa nhóm số là thương của S bởi một số

nguyên dương d. Cụ thể là họ đã chứng minh được công thức sau đây

g (S/d) =
1

d

[
g (S) +

d− 1

2

d−1∑
i=1

HS

(
ζd

i
)]

trong đó HS (x) =
∑
s∈S

xs là chuỗi Hilbert và ζd là căn nguyên thủy bậc d của

đơn vị. Từ đó họ đưa ra công thức xác định giống của thương của nửa nhóm

số có chiều nhúng bằng hai. Cũng trong bài báo này các tác giả đã đưa ra

công thức tính số Frobenius và giống của thương của nửa nhóm số có chiều

nhúng bằng 3 sinh bởi một cấp số cộng. Nội dung chính của chương này là

trình bày lại các kết quả của bài báo [4].

2.1 Liên hệ về giống của một nửa nhóm số và giống

của thương của nó

Khi nghiên cứu nửa nhóm số S, một công cụ hữu ích là chuỗi Hilbert

HS (x) =
∑
s∈S

xs

và đa thức nửa nhóm

PS (x) = (1− x)HS (x) = 1− (1− x)
∑
s/∈S

xs.
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Chú ý rằng PS(x) là một đa thức vì phần bù của S trong N là tập hợp hữu

hạn.

Cho n là một số nguyên dương. Ta biết rằng, có n căn bậc n của đơn vị,

đó là các số phức

ζk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, . . . , n− 1.

ζk được gọi là căn nguyên thủy bậc n của đơn vị nếu ζk không là căn bậc nhỏ

hơn n của đơn vị. Chú ý rằng số phức ζ là căn nguyên thủy bậc n của đơn

vị nếu và chỉ nếu n là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho ζn = 1. Do đó, ζk

là căn nguyên thủy bậc n của đơn vị nếu và chỉ nếu (k, n) = 1. Như vậy có

tất cả ϕ(n) căn bậc n của đơn vị, trong đó ϕ là hàm Euler (ϕ(n) là số các

số từ 1 đến n mà nguyên tố cùng nhau với n). Chú ý rằng ζk = ζk1 .

2.1.1 Bổ đề. Giả sử ζ là một căn bậc n của đơn vị. Khi đó ta có

(1) ζa = ζb khi và chỉ khi a ≡ b (mod n);

(2) Tập các căn bậc n của đơn vị là {1, ζ, ζ2, . . . , ζn−1}.

Định lý sau đây cho biết mối liên hệ giữa giống của nửa nhóm số S và

giống của nửa nhóm số S/d, với d là một số nguyên dương.

2.1.2 Định lý. Cho S là một nửa nhóm số và d là một số nguyên dương.

Khi đó

g (S/d) =
1

d

[
g (S) +

d− 1

2

d−1∑
i=1

HS

(
ζd

i
)]
,

trong đó HS (x) =
∑
s∈S

xs là chuỗi Hilbert và ζd là căn nguyên thủy bậc d của

đơn vị.

Chứng minh. Cố định một số nguyên dương d, và đặt

Ai = ]{s ∈ N\S | s ≡ i (mod d)}.
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Rõ ràng A0 = g (S/d). Cho ζd là một căn nguyên thủy bậc d của đơn vị. Khi

đó ta có

PS (ζd) = 1− (1− ζd)
(
A0 + ζdA1 + ζd

2A2 + ...+ ζd
d−1Ad−1

)
PS

(
ζd

2
)
= 1−

(
1− ζd2

) (
A0 + ζd

2A1 + ζd
4A2 + ...+ ζd

2(d−1)Ad−1

)
...

PS

(
ζd

d−1
)
= 1−

(
1− ζdd−1

)(
A0 + ζd

d−1A1 + ζd
2(d−1)A2 + ...+ ζd

(d−1)2Ad−1

)
Mặt khác, ta có

g (S) = A0 + A1 + A2 + ...+ Ad−1.

Viết lại các đẳng thức trên dưới dạng sau

A0 + ζdA1 + ζd
2A2 + ...+ ζd

d−1Ad−1 =
1− PS (ζd)

1− ζd

A0 + ζd
2A1 + ζd

4A2 + ...+ ζd
2(d−1)Ad−1 =

1− PS

(
ζd

2
)

1− ζd2
...

A0 + ζd
d−1A1 + ζd

2(d−1)A2 + ...+ ζd
(d−1)2Ad−1 =

1− PS

(
ζd

d−1
)

1− ζdd−1
A0 + A1 + ...+ Ad−1 = g (S) .

Cộng vế với vế tất cả các đẳng thức trên và sử dụng tính chất sau được suy

ra từ Bổ đề 2.1.1

1 + ζd + ζd
2 + ...+ ζd

d−1 = 0,

ta nhận được

A0 =
1

d

(
g (S) +

d−1∑
n=1

1− PS (ζd
n)

1− ζdn

)
=

1

d

(
g (S) +

d−1∑
n=1

1

1− ζdn
−

d−1∑
n=1

HS (ζd
n)

)
.

Bây giờ ta cần chứng minh

d−1∑
n=1

1

1− ζdn
=
d− 1

2
.
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Để chứng minh điều này, ta chú ý rằng, với 1 ≤ k ≤ d− 1, ta có

1

1− ζdk
+

1

1− ζdd−k
=

1

1− ζdk
+

1

1− ζd−k
= 1

Do đó, khi d là số lẻ thì đẳng thức cần chứng minh là hiển nhiên. Nếu d chẵn

thì
d−1∑
n=1

1

1− ζdn
=
d− 2

2
+

1

1− ζdd/2
=
d− 1

2

vì ζd
d/2 = −1. Do đó đẳng thức được chứng minh và điều này hoàn thành

việc chứng minh Định lý 2.1.2.

2.1.3 Hệ quả. Cho a, b và d là các số nguyên dương, nguyên tố cùng nhau

và a∗ là số nguyên duy nhất thỏa mãn aa∗ ≡ 1 (mod d) và 1 ≤ a∗ ≤ d− 1.

Khi đó, ta có

g (〈a, b〉 /d) = (a− 1) (b+ d− a∗ab)
2d

+
1

2

⌊
a− 1

d

⌋(
a∗b

⌊
a− 1

d

⌋
+ a∗b− 2

)
+

a−1∑
j=1
d-j

⌊
a∗bj

d

⌋
, ở đây

b∗c là ký hiệu chỉ phần nguyên.

Chứng minh. Ta gọi S = 〈a, b〉 là nửa nhóm số sinh bởi a, b. Dễ thấy rằng

HS (x) =
1− xab

(1− xa) (1− xb)
=

1

1− xa
(a−1)b∑
i=0

xi.

Vì vậy, ta có

d−1∑
i=1

HS

(
ζd

i
)
=

d−1∑
i=1

1 + ζd
bi + ζd

2bi + ...+ ζd
(a−1)bi

1− ζdai
=

d−1∑
i=1

a−1∑
j=1

ζd
bji

1− ζdai
.

Cho δd = ζad cũng là một căn nguyên thủy bậc d của đơn vị. Khi đó, ta có

ζa
∗

d = ζaa
∗

d = ζd.
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Ta có
d−1∑
i=1

HS

(
ζ id
)
=

d−1∑
i=1

a−1∑
j=0

δd
a∗bji

1− δdi

=
d−1∑
i=1

1

1− δdi
+

d−1∑
i=1

a−1∑
j=1

δd
a∗bji − 1 + 1

1− δdi

=
d− 1

2
+

d−1∑
i=1

a−1∑
j=1

(
−
(
1 + δd

i + δd
2i + ...+ δd

(a∗bj−1)i
)
+

1

1− δdi

)

=
a (d− 1)

2
−

a−1∑
j=1

d−1∑
i=1

(
1 + δd

i + δd
2i + ...+ δd

(a∗bj−1)i
)

=
a (d− 1)

2
−

a−1∑
j=1
d-j

d−1∑
i=1

(
δd

⌊
a∗bj
d

⌋
di
+ δd

(⌊
a∗bj
d

⌋
d+1

)
i
+ ...+ δd

(a∗bj−1)i
)

=
a (d− 1)

2
−

a−1∑
j=1
d-j

d−1∑
i=1

(
1 + δd

i + ...+ δd

(
a∗bj−1−

⌊
a∗bj
d

⌋
d
)
i
)

=
a (d− 1)

2
−

a−1∑
j=1
d-j

{
(d− 1) +

d−1∑
i=1

δd
i + ...+

d−1∑
i=1

δd

(
a∗bj−1−

⌊
a∗bj
d

⌋
d
)
i

}

=
a (d− 1)

2
−

a−1∑
j=1
d-j

{
(d− 1) + (−1)

(
a∗bj − 1−

⌊
a∗bj

d

⌋
d

)}

=
a (d− 1)

2
− d

(
(a− 1)−

⌊
a− 1

d

⌋
d

)

+ a∗b

a−1∑
j=1

j −

⌊
a∗bj
d

⌋
d∑

j=1

dj

− a−1∑
j=1
d-j

⌊
a∗bj

d

⌋
d

=
a (d− 1)

2
− (a− 1) d+

⌊
a∗bj

d

⌋
d+

a∗ba (a− 1)

2

− a∗bd

2

⌊
a− 1

d

⌋(⌊
a− 1

d

⌋
+ 1

)
−

a−1∑
j=1
d-j

⌊
a∗bj

d

⌋
d.
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Trong các biến đổi trên đây ta đã sử dụng đồng nhất thức

d−1∑
n=1

1

1− ζdn
=
d− 1

2

đã được chứng minh trong chứng minh của Định lý 2.1.2 và đồng nhất thức

1 + ζ id + ζ2id + ...+ ζ
(d−1)i
d = 0

với 1 ≤ i ≤ d − 1. Đến đây, áp dụng Định lý 2.1.2 ta suy ra ngay điều cần

chứng minh.

Bây giờ chúng ta xem xét trường hợp chiều nhúng bằng 2.

2.1.4 Định lý. Nếu a, b, d là các số nguyên dương, nguyên tố cùng nhau thì

g (〈a, b〉 /d) = 1

2d
(a− 1) (b− 1) + Ca,b,d,

trong đó Ca,b,d là một hằng số chỉ phụ thuộc vào d và các lớp thặng dư a và

b modulo d.

Chứng minh. Cho nửa nhóm số S = 〈a, b〉 sinh bởi a và b. Theo Hệ quả

1.2.10, ta có g(S) = (a − 1)(b − 1)/2. Trong chứng minh của Định lý 2.1.2,

ta đã có hệ thức

A0 =
1

d

(
g (S) +

d−1∑
n=1

1− PS (ζd
n)

1− ζdn

)
=

1

d

(
g (S) +

d−1∑
n=1

1

1− ζdn
−

d−1∑
n=1

HS (ζd
n)

)
.

Từ đó ta nhận được

g (S/d) = A0 =
1

d

g (S) + d−1∑
j=1

1− PS

(
ζ id
)

1− ζ id


=

1

2d
(a− 1) (b− 1) +

1

d

d−1∑
j=1

1− PS

(
ζ id
)

1− ζ id
.
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Chú ý rằng

q(x) = cd(x)x
k + cd−1(x)x

k−1 + . . .+ c0(x)

được gọi là một tựa đa thức bậc k theo biến x nếu các hệ tử ci(x) là các hàm

tuần hoàn của x. Năm 2015, trong một bài báo của mình, F. Strazzanti đã

chứng minh được rằng F ( 〈a,b〉2 ) và F ( 〈a,a+1〉
5 ) là các tựa đa thức bậc 2 theo

biến a (với chu kỳ tuần hoàn tương ứng là 2 và 5). Sử dụng Định lý 2.1.2 cho

trường hợp nửa nhóm số S = 〈a, a+k〉 với k là một số nguyên đương cố định

nguyên tố cùng nhau với a, ta nhận được hệ quả sau đây, là một tổng quát

hóa của kết quả nói trên của F. Strazzanti. Kết quả này cũng là một tổng

quát hóa của công thức tính g( 〈a,b〉2 ) (khi gcd(a, b) = 1) được đưa ra bởi Z.

Gu và X. Tang năm 2016. Ở đây, chúng ta nhận được công thức tính g( 〈a,b〉d )

với mọi d ≥ 2.

2.1.5 Hệ quả. Cho d là một số nguyên dương. Khi đó, với các số nguyên

dương a và k nguyên tố cùng nhau thì g(〈a, a+ k〉/d) là một tựa đa thức bậc

2 với hệ số cao nhất là
1

2d
.

2.2 Số Frobenious và giống của thương nửa nhóm số

sinh bởi một cấp số cộng

Hai loại nửa nhóm số được nghiên cứu nhiều nhất đó là các nửa nhóm

số dạng 〈a, a + k, a + 2k〉 và 〈a, a + k, ..., a + (a − 1)k〉, trong đó a và k

là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Chú ý rằng nửa nhóm số

〈a, a+k, ..., a+(a−1)k〉 thực chất là nửa nhóm số được sinh bởi các số hạng

của cấp số cộng vô hạn a, a+ k, a+ 2k, . . . . Mệnh đề sau đây là một trường

hợp đặc biệt của một kết quả năm 2014 của T. Numata.

2.2.1 Bổ đề. Nếu a và k là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau thì

nửa nhóm số 〈a, a+ k, a+ 2k〉 là đối xứng khi và chỉ khi a là số chẵn.
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2.2.2 Bổ đề. Cho d ≥ 3 là một số nguyên. Cho a và k là các số nguyên

dương nguyên tố cùng nhau. Nếu a = sd là một dương, chẵn và là một bội

của d thì nửa nhóm số 〈a, a+ k, a+ 2k/d〉 là đối xứng.

Chứng minh. Đặt S = 〈a, a+k, a+2k〉. Do a và k nguyên tố cùng nhau nên

gcd (d, k) = 1. Mỗi phần tử của S có dạng

ax+ (a+ k)y + (a+ 2k)z,

trong đó x, y, z là các số nguyên không âm. Để phần tử này là một bội của

d, thì ta cần d|(y + 2z). Do đó, S/d là nửa nhóm số sinh bởi s, a+ k, a+ 2k

và tất cả các số nguyên có dạng
(a+ k)y + (a+ 2k)z

d
sao cho d|(y + 2z) và

y, z ∈ {0, 1, ..., d− 1}.
Đầu tiên, ta giả thiết d là số lẻ và đặt d = 2t + 1. Theo giả thiết, s là số

chẵn. Các cặp số (y, z) thỏa mãn d|(y + 2z) và y, z ∈ {0, 1, ..., d− 1} là

(d− 2; 1) , (d− 4; 2) , ... (1; t) , (d− 1, t+ 1) , ..., (2; 2t) .

Các giá trị tương ứng của
(a+ k) y + (a+ 2k) z

d
là

a+ k − s, a+ k − 2s, ..., a+ k − ts, ..., a+ 2k + s.

Vì vậy,

S/d = 〈s, a+ k − ts, a+ 2k〉 .

Mặt khác, a = sd = (2t+ 1) s nên

S/d = 〈s, s+ k + ts, s+ 2k + 2ts〉 .

Theo Bổ đề 2.2.1, S/d là nửa nhóm số đối xứng.

Tiếp theo, chúng ta giả thiết d là số chẵn và đặt d = 2t. Các cặp số (y, z)

thỏa mãn d|(y + 2z) và y, z ∈ {0, 1, ..., d− 1} là

(d− 2, 1), (d− 4, 2), ..., (0, t), (d− 2, t+ 1), ..., (2, 2t− 1).
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Các giá trị tương ứng của
(a+ k)y + (a+ 2k)z

d
là

a+ k − s, a+ k − 2s, ..., a+ k − ts, a+ 2k + (t− 1) s..., a+ 2k + s.

Do đó

S/d = 〈s, a+ k − st, a+ 2k〉 = 〈s, k + st, 2k + 2st〉 = 〈s, k + st〉.

Vì mọi nửa nhóm số với chiều nhúng bằng 2 đều là nửa nhóm số đối xứng,

nên mệnh đề được chứng minh.

Hai kết quả tiếp theo đây cho ta công thức tính số Frobenius và giống của

thương của một nửa nhóm số có chiều nhúng bằng 3, sinh bởi một cấp số

cộng.

2.2.3 Định lý. Cho d ≥ 4 là một số nguyên chẵn, a và k là các số nguyên

dương nguyên tố cùng nhau. Nếu a = sd thì

F (〈a, a+ k, a+ 2k〉/d) = (s− 1)(a+ 2k)

2
− s

và

g(〈a, a+ k, a+ 2k/d〉) = (s− 1)(a+ 2k − 2)

4
.

Chứng minh. Viết d = 2t. Từ chứng minh của Bổ đề 2.2.2, ta có

〈a, a+ k, a+ 2k〉/d = 〈s, k + st〉.

Áp dụng Hệ quả 1.2.10, ta có

F (〈s, k + st〉) = s(k + st)− s− (k + st) =
(s− 1)(a+ 2k)

2
− s

và

g(〈s, k + st〉) = (s− 1)(k + st− 1)

2
=

(s− 1)(a+ 2k − 2)

4
.

Do đó

F (〈a, a+ k, a+ 2k〉/d) = (s− 1)(a+ 2k)

2
− s
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và

g(〈a, a+ k, a+ 2k/d〉) = (s− 1)(a+ 2k − 2)

4
.

2.2.4 Định lý. Cho nửa nhóm số S = 〈a, a+ k, a+ 2k〉, trong đó a và k là

các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Giả sử d là một ước số dương của

a và giả sử a = sd. Nếu a là số lẻ, thì

F (S/d) =

(
(s− 1) t+

s− 1

2

)
s+ (s− 1) k − s

và

g (S/d) =
1

2

(
s (s− 1) t+

s2 − 1

2
+ (s− 1) k − (s− 1)

)
.

Chứng minh. Từ chứng minh của Bổ đề 2.2.2, ta có

S/d = 〈s, s+ k + ts, s+ 2k + 2ts〉 = 〈s, (t+ 1)s+ k, (2t+ 1)s+ 2k〉,

trong đó d = 2t+ 1. Do đó,

Ap (S, s) = {0, (t+ 1) s+ k, (2t+ 1) s+ 2k, (3t+ 2) s+ 3k, (4t+ 2) s+ 4k, . . . ,(
(s− 2) t+

s− 1

2

)
s+ (s− 2) k,

(
(s− 1) t+

s− 1

2

)
s+ (s− 1) k}

vì gcd (s, k) = 1. Do đó điều cần chứng minh được suy ra từ Định lý 1.2.9.

Trong trường hợp a là số lẻ thì ta có mối quan hệ sau đây.

2.2.5 Hệ quả. Cho nửa nhóm số S = 〈a, a+ k, a+ 2k〉, trong đó a và k là

các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Giả sử d là một ước số dương của

a và giả sử a = sd. Nếu a lẻ thì

2g(S/d)− F (S/d) = s+ 1

2
.
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Bây giờ ta xét các nửa nhóm số sinh bởi các số hạng của một cấp số cộng

vô hạn a, a + k, a + 2k, . . . , trong đó a và k là các số nguyên dương nguyên

tố cùng nhau. Hay nói cách khác, chúng ta xét các nửa nhóm số dạng

S = 〈a, a+ k, a+ 2k, ..., a+ (a− 1) k〉 .

Định lý sau cho thấy mối quan hệ giữa số Frobenius và giống của những nửa

nhóm số dạng này.

2.2.6 Định lý. Cho nửa nhóm số

S = 〈a, a+ k, a+ 2k, ..., a+ (a− 1)k〉,

trong đó a và k là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Cho d là một

ước số dương của a và giả sử a = sd. Khi đó, ta có

g(S/d) =
F (S/d) + s− 1

2
.

Chứng minh. Trước hết, ta sẽ chứng tỏ rằng có thể quy về trường hợp d = 1.

Thật vậy, cho xi,a là phần tử duy nhất của tập hợp {0, 1, . . . , a− 1} sao cho

xi,ak ≡ i (mod a) (tính duy nhất là do giả thiết gcd (a, k) = 1). Chúng ta

khẳng định rằng các phần tử của S đồng dư với i modulo a chính là các số

nguyên có dạng ta + xi,ak với t là số nguyên dương. Để thấy được điều này,

hãy chú ý rằng mọi số nguyên không âm là tổ hợp tuyến tính của hệ sinh của

S đều có dạng ta+mk; để có ta+mk ≡ i(mod a), ta cần m ≡ xi,a(mod a).

Mọi phần tử trong S/d đều có dạng (ta + xdi,a)/d với i ∈ {0, 1, ..., s}. Vì
xdi,a/d = xi,s nên ta có

S/d = 〈s, s+ k, s+ 2k, . . . , s+ (s− 1)k〉.

Điều này cho thấy rằng, ta có thể quy việc chứng minh mệnh đề về trường

hợp d = 1 và s = a.
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Tuy nhiên, trong trường hợp này, áp dụng Định lý 1.2.9 và một kết quả

của M. Omidali và F. Rahmati với d = 1 và s = a, ta có

g (S/d) = g (S) =
(k + 1) (a− 1)

2

và

F (S/d) = F (S) = k (a− 1) .

Do đó,

g(S/d) =
F (S/d) + s− 1

2
.

Từ Định lý 2.2.6, ta có một vài nhận xét hữu ích liên quan đến nửa nhóm

số S như sau. Trước hết, ta dễ thấy rằng

S = {as+ kt : s ≥ 1, t ≥ 0} = 〈a, k〉 \ {k, 2k, ..., (a− 1) k} .

Giả sử d | (a− 1)k. Vì

F (〈a, k〉) = ak − a− k < (a− 1)k,

nên ta có F (S/d) = (a− 1)k/d. Hơn nữa, g(S/d) bằng tổng của g(〈a, k/d〉)
và các bội số của d trong {k, 2k, ..., (a− 1)k}. Do đó, ta nhận được kết quả

sau.

2.2.7 Định lý. Cho nửa nhóm số

S = 〈a, a+ k, a+ 2k, ..., a+ (a− 1)k〉,

trong đó a và k là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Nếu d | k, thì

g(S/d) =
F (S/d) + a− 1

2
.

Chứng minh. Như đã phân tích trước khi phát biểu mệnh đề, khi d | k, ta có

F (S/d) = (a− 1)k/d.
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Mặt khác, ta cũng dễ dàng kiểm tra rằng 〈a, k〉/d = 〈a, k/d〉. Vì vậy,

g (S/d) = g (〈a, k〉 /d) + (a− 1)

= g (〈a, k/d〉) + (a− 1)

=
(a− 1) (k/d+ 1)

2

=
F (S/d) + a− 1

2
.

Kết thúc bài báo [4], các tác giả đã đặt ra vấn đề mở sau, đây là một câu

hỏi tự nhiên được đặt ra từ các kết quả trong mục này.

Vấn đề mở. Cho nửa nhóm số

S = 〈a, a+ k, a+ 2k, . . . , a+ `k〉,

trong đó a và k là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau và 3 ≤ ` ≤ a−2.
Tìm g(S/d), F (S/d) và mối quan hệ giữa các đại lượng này, với d là một số

nguyên dương.
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KẾT LUẬN

Luận văn đã trình bày một cách chi tiết các kết quả trong bài báo [4] của

A. Adeniran, S. Butler, C. Defant, Y. Gao, P. E. Harris, C. Hettle, Q. Liang,

H. Nam, A. Volk. Cụ thể là chúng tôi đã trình bày được những kết quả sau

đây.

1. Liên hệ về giống của một nửa nhóm số và thương của nó (Định lý 2.1.2).

2. Công thức tính giống của thương của một nửa nhóm số có chiều nhúng

bằng 2 (Định lý 2.1.4).

3. Công thức tính số Frobenius và giống của thương của một nửa nhóm số

có chiều nhúng bằng 3, sinh bởi một cấp số cộng (Định lý 2.2.3, Định lý

2.2.4)

4. Mối liên hệ giữa Số Frobenious và giống của thương nửa nhóm số sinh

bởi một cấp số cộng (Định lý 2.2.6, Định lý 2.2.7).
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