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MỞ ĐẦU

Cho K là một trường, S = K[x1, ..., xn] là vành đa thức n biến trên K và M

là một S-môđun phân bậc. Giải tự do tối tiểu của M có dạng:

0 −→ · · · −→
⊕
j

S(−j)β1,j(I) −→
⊕
j

S(−j)β0,j(I) −→ I −→ 0.

Nghiên cứu về giải tự do tối tiểu của các iđêan đơn thức và lũy thừa của nó

là một vấn đề thời sự của toán học, đặc biệt là việc sử dụng các phương pháp

của tổ hợp trong nghiên cứu các tính chất đại số. Một trong những kết quả nổi

tiếng trong lĩnh vực này đạt được bởi Fröberg (1990) đó là đặc trưng tất cả

các iđêan đơn thức không chính phương có giải tự do tuyến tính. Herzog, Hibi

và Zheng (2004) chứng minh rằng một iđêan đơn thức không chính phương I

có giải tự do tuyến tính nếu và chỉ nếu mọi lũy thừa của I có giải tự do tuyến

tính. Một kết quả khác đã được chứng minh bởi Herzog và Takayama (2002)

đó là iđêan đa matroid luôn có giải tự do tuyến tính. Mặt khác, lũy thừa của

các iđêan đa matroid cũng là đa matroid (xem [6]) và do đó chúng có giải tự do

tuyến tính. Tuy nhiên, điều này không đúng trong trường hợp tổng quát rằng

nếu một iđêan đơn thức I có giải tự do tuyến tính thì các lũy thừa của nó cũng

có cùng tính chất này.

Với mỗi đồ thị G ta có iđêan phủ J(G) trong S được sinh bởi các đơn thức

không chính phương ứng với các phủ đỉnh tối tiểu của đồ thị G. Herzog và Hibi

(2005) đã chứng minh rằng nếu G là đồ thị hai phần sao cho J(G) có giải tự

do tuyến tính, thì J(G)k cũng có giải tự do, với mỗi số nguyên k ≥ 1. Herzog,

Hibi và Ngô Việt Trung (2007) đã chứng minh rằng với mọi đồ thị hai phần G,

ta có J(G)(k) = J(G)k, trong đó J(G)(k) ký hiệu lũy thừa hình thức bậc k của
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J(G). Do đó, kết quả của Herzog và Hibi cho thấy rằng nếu G là một đồ thị

hai phần sao cho J(G) có giải tự do tuyến tính, thì J(G)(k) cũng có giải tự do

tuyến tính với mọi số nguyên k ≥ 1. Trong [8, Theorem 3.6], tác giả đã tổng

quát hóa kết quả này cho đồ thị phủ rất tốt và đồng thời đặt ra câu hỏi sau

đây.

Câu hỏi ([8], Page 105). Cho G là một đồ thị phủ rất tốt và giả sử rằng J(G)(k)

có giải tự do tuyến tính với số nguyên k ≥ 2 nào đó. Khi đó có thể khẳng định

J(G) cũng có giải tự do tuyến tính được không?

Trong [11], S. A. Seyed Fakhari đã chứng minh được câu trả lời là đúng cho

câu hỏi trên và hơn thế nữa, tác giả cũng đã đặc trưng tất cả các đồ thị G với

tính chất là J(G)(k) có giải tự do tuyến tính với k ≥ 2 nào đó. Cụ thể hơn, S.

A. Seyed Fakhari đã chứng minh được rằng J(G)(k) có giải tự do tuyến tính với

số nguyên k ≥ 2 nào đó (hoặc một cách tương đương cho tất cả các số nguyên

k) nếu và chỉ nếu G là đồ thị phủ rất tốt sao cho J(G) có giải tự do tuyến tính.

Cho I là một iđêan thuần nhất, ký hiệu reg(I) là chỉ số chính quy Castelnuovo–

Mumford của I. Mart́inez-Bernal và các cộng sự đã chứng minh trong [7, Corol-

lary 5.3] rằng với mọi đồ thị hai phần G và mọi số nguyên k ≥ 1, ta có bất

đẳng thức

reg(J(G)k) ≤ reg(J(G)k+1).

Mặt khác, với mọi đồ thị hai phần G và mỗi số nguyên k ≥ 1, ta có J(G)(k) =

J(G)k. Do đó, từ bất đẳng thức trên, với G là đồ thị hai phần ta có

reg(J(G)(k)) ≤ reg(J(G)(k+1)). (†)

Sau đó, S. A. Seyed Fakhari ([11]) đã chứng minh bất đẳng thức † cũng đúng

cho đồ thị đơn G tùy ý, điều này là tổng quát hóa của [7, Corollary 5.3].

Trên cơ sở đó chúng tôi chọn đề tài “Về giải tự do tối tiểu của lũy thừa

hình thức của iđêan phủ của đồ thị” để trình bày lại kết quả đã đề cập ở

trên của S. A. Seyed Fakhari trong tài liệu tham khảo chính [11].
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Luận văn bao gồm phần mở đầu, phần kết luận, nội dung chính và tài liệu

tham khảo. Trong đó, nội dung của luận văn được chia làm hai chương:

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị. Nội dung chính của chương này là trình

bày các kiến thức cơ sở của Đại số giao hoán tổ hợp. Các nội dung của chương

bao gồm các khái niệm chung về đồ thị, về lũy thừa hình thức, giải tự do tuyến

tính tối tiểu và chỉ số chính quy của một iđêan trong vành đa thức.

Chương 2. Lũy thừa hình thức với giải tuyến tính. Nội dung của chương

này là trình bày một số kết quả về giải tự do tuyến tính và chỉ số chính quy

của lũy thừa hình thức của iđêan phủ của đồ thị phủ tốt, phủ rất tốt.

Luận văn được thực hiện tại Trường Đại học Vinh dưới sự hướng dẫn rất tận

tình và chu đáo của TS. Thiều Đình Phong. Tác giả xin bày tỏ sự cảm ơn sâu

sắc tới TS. Thiều Đình Phong. Tác giả cũng xin trân trọng cảm ơn các Cô giáo,

Thầy giáo của Nghành Toán học - Trường Đại học Vinh đã nhiệt tình giảng

dạy và giúp đỡ tác giả trong suốt thời gian học tập và làm luận văn. Mặc dù

tác giả đã rất cố gắng song luận văn có thể còn có một số sai sót, tác giả rất

mong nhận được các ý kiến góp ý, bổ sung và sửa chữa của các thầy cô giáo

cùng các bạn học viên.

Nghệ An, tháng 07 năm 2021

Tác giả
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong phần này, chúng tôi trình bày các khái niệm và tính chất cơ bản được

dùng cho các nội dung chính của luận văn.

1.1 Khái niệm chung về đồ thị

1.1.1 Định nghĩa. Cho G là một đồ thị đơn với tập đỉnh

V (G) = {x1, ..., xn}

và tập cạnh E (G). Với mỗi đỉnh xi, tập lân cận của xi là

NG (xi) = {xj| {xi, xj} ∈ E (G)} .

Tập NG [xi] = NG (xi) ∪ {xi} được gọi là lân cận đóng của xi.

Với tập con F ⊆ V (G), ta đặt NG [F ] =
⋃
xi∈F NG [xi]. Cho tập con A ⊂

V (G), đồ thị G\A được định nghĩa là đồ thị với tập đỉnh V (G\A) và tập cạnh

E (G\A) = {e ∈ E (G) |e ∩ A = ∅}. Một đồ thị con H của G được gọi là đồ

thị con cảm sinh của G nếu thỏa mãn điều kiện: với các đỉnh u và v trong H,

{u, v} là một cạnh trong H nếu và chỉ nếu {u, v} là một cạnh trong G.

1.1.2 Ví dụ. Cho đồ thị G như hình vẽ.
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Hình 1.1: Đồ thị G

i) Tập đỉnh V (G) = {a, b, c, d, e}; tập cạnh

E (G) = {ab, ac, ae, bc, bd, cd, de} .

ii) Tập lân cận của a là NG (a) = {b, c, e}; vùng lân cận đóng của a là

NG [a] = {b, c, e, a}.
iii) Xét tập các đỉnh A = {a, e} ⊂ V (G), ta có đồ thị G\A có tập đỉnh

V (G\A) = {b, c, d} và tập các cạnh E (G\A) = {bc, cd, bd}.
iv) Đồ thị con H ⊂ G với tập đỉnh V (H) = {a, b, c} và tập cạnh E (H) =

{ab, bc, ca}. Tập các cạnh của G chỉ chứa các đỉnh trongH là EH = {ab, bc, ca}.
Khi đó H là đồ thị con cảm sinh của G.

Hình 1.2: Đồ thị G/A và H

1.1.3 Định nghĩa. Cho đồ thị G. Nếu tồn tại sự phân chia V (G) = A∪B sao

cho mỗi cạnh của G có dạng xixj với xi ∈ A và xj ∈ B thì G được gọi là đồ thị

hai phần. Hơn nữa, nếu mọi đỉnh của A liền kề với mọi đỉnh của B, thì ta nói

rằng G là đồ thị hai phần hoàn chỉnh và kí hiệu nó là Ka,b, trong đó a = |A|
và b = |B|. Đồ thị K1,3 được gọi là có vuốt và đồ thị G được cho là không vuốt

nếu nó không có bất kỳ đồ thị con cảm sinh nào có vuốt.
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1.1.4 Ví dụ. Cho đồ thị G

Hình 1.3: Đồ thị hai phần

Ta có E (G) = {ac, ad, ae, bd, be}. Đồ thị G là đồ thị hai phần vì có thể phân

chia V (G) thành V (G) = A ∪B với A = {a, b} và B = {c, d, e}.
Nếu đồ thị G có dạng như hình sau

Hình 1.4: Đồ thị hai phần hoàn chỉnh

thì G là đồ thị hai phần hoàn chỉnh với cách phân chia như trên và đồ thị G

được ký hiệu là K2,3 vì |A| = 2, |B| = 3.

1.1.5 Ví dụ. Cho đồ thị G

Hình 1.5: Đồ thị không vuốt

Đồ thị G có V (G) = {a, b, c, d, e}. Ta có: deg (a) = deg (c) = deg (d) = 2;

deg (b) = deg (e) = 4. Không có đỉnh nào của G có bậc bằng 3 nên G không



10

có bất kỳ đồ thị con cảm sinh nào dạng K1,3. Vậy đồ thị G như trên là đồ thị

không vuốt.

1.1.6 Định nghĩa. Cho G là một đồ thị. Ta có một số khái niệm như sau:

i) Tập con W của V (G) được gọi là tập con độc lập của G nếu không có

cạnh nào nối hai đỉnh của W .

ii) Tập con độc lập W của G là một tập con độc lập tối đại, nếu W ∪ {x}
không là tập con độc lập của G, với mọi đỉnh x ∈ V (G) \W , hayW không

là tập con của bất cứ tập độc lập nào khác.

iii) Tập con C của V (G) được gọi là phủ đỉnh của G nếu mọi cạnh của G đều

có ít nhất một đỉnh của C.

iv) Một phủ đỉnh C được gọi là phủ đỉnh tối tiểu của G nếu không một tập

con thực sự nào của C là một phủ đỉnh của G. Lưu ý rằng C là phủ đỉnh

tối tiểu nếu và chỉ nếu V (G) \C là tập độc lập tối đại.

v) Đồ thị G được gọi là không trộn lẫn nếu mọi tập con độc lập tối đại của

G đều có cùng số phần tử.

vi) Đồ thị G không có đỉnh cô lập được gọi là được phủ rất tốt nếu n là số

chẵn và mọi tập con độc lập tối đại của G đều có lực lượng là
n

2
. Đặc biệt,

bất kỳ đồ thị hai phần không trộn lẫn và không có đỉnh cô lập đều là đồ

thị được phủ rất tốt.

1.1.7 Ví dụ. Cho đồ thị G như hình vẽ.

Hình 1.6: Đồ thị G
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Các tập con độc lập của V (G) là {a, d}, {a, e}, {b, d}, {d, e}, {a, d, e}. Các
tập con độc lập tối đại của V (G) là {a, d, e}, {b, d}. Các phủ đỉnh của V (G)

là {b, c}, {a, b, c}, {a, c, e}, {a, b, c, d}, . . . Các phủ đỉnh tối tiểu của V (G) là

{b, c}, {a, c, e}.

1.1.8 Ví dụ. Cho đồ thị G như hình vẽ.

Hình 1.7: Đồ thị G

Các tập con độc lập tối đại của V (G) là {a, c}, {a, d}, {b, d}, {b, e}, {c, e}.
Các tập con tối đại của V (G) đều có 2 phần tử. Vậy G là một đồ thị không

trộn lẫn.

Kết quả sau từ [3] xác định cấu trúc của các đồ thị phủ rất tốt.

1.1.9 Mệnh đề ([3, Proposition 2.3]). Cho G là đồ thị phủ rất tốt với 2h đỉnh.

Khi đó các đỉnh của G được gọi là V (G) = (x1, ..., xh, y1, ..., yh) thỏa mãn các

điều kiện sau:

(i) X = {x1, ..., xh} là phủ đỉnh tối tiểu của G và Y = {y1, ..., yh} là tập

con độc lập tối đại của G.

(ii) {xi, yi} ∈ E (G) với mỗi số nguyên i = 1, ..., h.

(iii) Nếu {zi, xj} , {yj, xk} ∈ E (G), thì {zi, xk} ∈ E (G) với các chỉ số phân

biệt i, j và k và với zi ∈ {xi, yi}.
(iv) Nếu {xi, yj} ∈ E (G), thì {xi, xj} /∈ E (G).

1.1.10 Định nghĩa. Một phức đơn hình ∆ trên tập các đỉnh V (∆) = {x1, ..., xn}
là tập hợp các tập con của V (∆) thỏa mãn các điều kiện sau:

i) {xi} ∈ ∆ với mọi xi ∈ V (∆),
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ii) nếu F ∈ ∆ và F ′ ⊆ F thì F ′ ∈ ∆.

Phần tử F ∈ ∆ được gọi là một mặt của ∆, số chiều của F được xác

định là dimF = |F | − 1. Số chiều của ∆ được ký hiệu là dim ∆, là d − 1, với

d = max {|F | |F ∈ ∆}. Một mặt cực đại của ∆ là mặt cực đại đối với quan hệ

thứ tự bao hàm. Ta nói rằng ∆ là thuần túy nếu tất cả các mặt cực đại của ∆

có cùng số chiều.

Một phức đơn hình thuần túy ∆ được gọi là liên thông mạnh nếu với mỗi

cặp mặt cực đại F,G ∈ ∆, có một dãy các mặt cực đại F = F0, F1, ..., Fm = G

sao cho dim (Fi ∩ Fi+1) = dim ∆ − 1, với mọi số nguyên i và 0 ≤ i ≤ m − 1.

Cái liên kết của ∆ đối với một mặt F ∈ ∆ được định nghĩa là phức đơn hình

lk∆F = {G ⊆ V (∆) \F |G ∪ F ∈ ∆} .

1.1.11 Ví dụ. Cho phức đơn hình ∆ trên tập V (G) = {x1, x2, x3, x4, x5} như
hình sau:

Hình 1.8: Phức đơn hình ∆ có chiều 2

Ta có

∆ = {∅, x1, x2, x3, x4, x5, x1x2, x1x3, x1x4, x2x3, x3x4, x1x2x3} .

Tập hợp các mặt ứng với các số chiều của ∆ là:

F−1 = {∅} ;

F0 = {x1, x2, x3, x4, x5} ;

F1 = {x1x2, x1x3, x1x4, x2x3, x3x4} ;

F2 = {x1x2x3} .
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Các mặt cực đại của ∆ là {x5}, {x1x4}, {x3x4}, {x1x2x3}. Số chiều của ∆ là

2 được xác định bởi mặt cực đại {x1x2x3}. Vì các mặt cực đại của ∆ không có

cùng số chiều nên ∆ không thuần túy.

1.1.12 Ví dụ. Cho phức đơn hình ∆ trên tập V (G) = {x1, x2, x3, x4} như

hình sau:

Hình 1.9: Phức đơn hình ∆ có chiều 1

Ta có

∆ = {∅, x1, x2, x3, x4, x5, x1x2, x1x3, x1x4, x2x3, x3x4} .

Tập hợp các mặt ứng với các số chiều của ∆ là

F−1 = {∅} ;

F0 = {x1, x2, x3, x4, x5} ;

F1 = {x1x2, x1x3, x1x4, x2x3, x3x4} .

Các mặt cực đại của ∆ là: {x1x2}, {x1x3}, {x1x4}, {x2x3} và {x3x4}. Số chiều

của ∆ là 1. Vì các mặt cực đại của ∆ có cùng số chiều là 1 nên ∆ thuần túy.

1.1.13 Định nghĩa. Cho S = K[x1, ..., xn] là vành đa thức n biến trên trường

K. Với mọi tập con F ⊆ V (∆), ta đặt xF =
∏

xi∈F xi. Iđêan Stanley-Reisner

của phức đơn hình ∆ trên K là iđêan I∆ của S được sinh bởi các đơn thức

không chính phương xF với F /∈ ∆. Vành Stanley-Reisner của ∆ trên K, ký

hiệu là K[∆], được định nghĩa là K[∆] = S/I∆. Phức đơn hình ∆ được gọi là

Cohen-Macaulay nếu vành Stanley–Reisner của nó là vành Cohen-Macaulay.

Cho đồ thị G. Phức đơn hình độc lập của G được xác định bởi

∆ (G) = {A ⊆ V (G) |A là tập con độc lập của G} .
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Khi đó iđêan Stanley-Reisner của A (G) là iđêan cạnh của G được xác định bởi

I (G) = (xixj |{x1, xj} ∈ E (G)) ⊂ S.

Đồ thị G được gọi là đồ thị Cohen-Macaulay nếu ∆ (G) là một phức đơn hình

Cohen-Macaulay. Một kết quả đã biết đó là mọi đồ thị Cohen-Macaulay là

không trộn lẫn. Kết quả sau đây của Mahmoudi và các cộng sự (2011) cho ta

một đặc trưng của các đồ thị phủ rất tốt Cohen-Macaulay.

1.1.14 Mệnh đề. Cho G là đồ thị phủ rất tốt với 2h đỉnh. Khi đó G là đồ

thị Cohen-Macaulay nếu và chỉ nếu tập các đỉnh của G, ký hiệu là V (G) =

{x1, ..., xh, y1, ..., yh} thỏa mãn các điều kiện (i)-(iv) của Mệnh đề 1.1.9 và i ≤ j

với {xi, yj} ∈ E (G).

1.1.15 Định nghĩa. Đối ngẫu Alexander của iđêan cạnh của G trong S là

iđêan

J (G) = I(G)∨ =
⋂

{xi,xj}∈E(G)

(xi, xj)

được gọi là iđêan phủ của G. Ta dễ dàng kiểm tra được rằng J (G) được sinh

bởi các đơn thức tối tiểu
∏

xi∈C xi, trong đó C là một phủ đỉnh tối tiểu của G.

1.2 Lũy thừa hình thức và giải tự do tối tiểu của iđêan

1.2.1 Định nghĩa. Gọi I là một iđêan của S và đặt Min (I) là tập các iđêan

nguyên tố tối tiểu của I. Với mọi số nguyên k ≥ 0, lũy thừa hình thức thứ k

của I, kí hiệu là I(k), được xác định bởi

I(k) =
⋂

p∈Min(I)

Ker
(
S →

(
S/Ik

)
p

)
.

Cho I là iđêan đơn thức không chính phương của S và giả sử rằng I có sự

phân tích nguyên sơ thu gọn

I = p1 ∩ ... ∩ pr,
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trong đó mỗi pi là một iđêan nguyên sơ của S sinh bởi một tập con các biến

của S. Từ [6, Proposition 1.4.4], ta suy ra rằng với mọi số nguyên k ≥ 0,

I(k) = pk1 ∩ ... ∩ pkr .

Đặc biệt, với mọi đồ thị G và với bất kỳ số nguyên k ≥ 0, ta có

J(G)(k) =
⋂

{xi,xj}∈E(G)

(xi, xj)
k.

1.2.2 Ví dụ. Cho đồ thị như hình vẽ.

Hình 1.10: Đồ thị G

Ta có: V (G) = {x1, x2, x3, x4}, E (G) = {x1x2, x1x3, x1x4, x2x3}. Các phủ

đỉnh tối tiểu của G gồm có: {x1, x2}, {x1, x3}, {x2, x3, x4}. Khi đó J (G) =

(x1x2, x1x3, x2x3x4). Phân tích nguyên sơ của J (G) là

J (G) = (x1, x2) ∩ (x2, x3) ∩ (x1, x3) ∩ (x1, x4) .

Từ đó ta có

J (k) (G) = (x1, x2)
k ∩ (x2, x3)

k ∩ (x1, x3)
k ∩ (x1, x4)

k.

Ví dụ với k = 2, ta có

J (2) (G) = (x1, x2)
2 ∩ (x2, x3)

2 ∩ (x1, x3)
2 ∩ (x1, x4)

2

=
(
x2

1, x
2
2, x1x2

)
∩
(
x2

2, x
2
3, x2x3

)
∩
(
x2

1, x
2
3, x1x3

)
∩
(
x2

1, x
2
4, x1x4

)
=
(
x2

1x
2
3, x

2
1x2x3, x1x2x3x4, x

2
1x

2
2, x

2
2x

2
3x

2
4

)
.

1.2.3 Định nghĩa. Cho M là một S-môđun phân bậc và

0 −→ · · · −→
⊕
j

S(−j)β1,j(M) −→
⊕
j

S(−j)β0,j(M) −→M −→ 0
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là giải phân bậc tự do tối tiểu của M .

Các số nguyên βi,j (M) được gọi là các số Betti phân bậc của M . Chỉ số

chính quy Castelnuovo-Mumford (hay ngắn gọn là chỉ số chính quy) của M , kí

hiệu là reg (M), được định nghĩa như sau:

reg (M) = max {j − i |βi,j (M) 6= 0} .

Một iđêan thuần nhất I được gọi là có giải tuyến tính nếu với số nguyên d,

βi,i+t (I) = 0 với mọi i và với mọi số nguyên t 6= d.

Rõ ràng từ định nghĩa này nếu một iđêan có giải tuyến tính, thì các phần tử

sinh tối tiểu của I đều cùng bậc. Theo định lý Eagon-Reiner [6, Theorem 8.1.9]

ta có một đồ thị G là Cohen-Macaualy nếu và chỉ nếu iđêan phủ J (G) của nó

có giải tự do tuyến tính. Cho I là iđêan thuần nhất được sinh bởi các đa thức

thuần nhất bậc d. Ta nói rằng I có biểu diễn tuyến tính nếu β1,1+t (I) = 0 với

mỗi số nguyên t 6= d. Rõ ràng I sẽ có biểu diễn tuyến tính nếu nó có giải tuyến

tính.

Cho I là một iđêan đơn thức của S = K[x1, ..., xn] với các đơn thức sinh tối

tiểu u1, ..., um, ở đây uj =
∏n

i=1 x
ai,j
i , 1 ≤ j ≤ m. Với mọi i thỏa mãn 1 ≤ i ≤ n,

ký hiệu

ai := max {ai,j |a ≤ j ≤ m} ,

và giả sử rằng

T = K[x1,1, x1,2, ..., x1,a1, x2,1, x2,2, ..., x2,a2, ..., xn,1, xn,2, ..., xn,an]

là một vành đa thức trên trường K. Gọi Ipol là iđêan đơn thức không chính

phương của T với hệ sinh tối tiểu upol
1 , ..., upol

m , trong đó

upol
j =

∏n

i=1

∏ai,j

k=1
xi,k, 1 ≤ j ≤ m.

Đơn thức upol
j được gọi là sự phân cực của uj, và iđêan Ipol được gọi là iđêan

phân cực của I. Ta biết rằng βi,j (I) = βi,j
(
Ipol
)
, với mỗi cặp số nguyên i và

j (xem ví dụ, [6, Corollary 1.6.3]).
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1.2.4 Ví dụ. Cho S = K [x, y] và I =
(
x2y, y2

)
. Giả sử giải phân bậc tự do tối

tiểu của I có dạng như sau:

· · · ∂3−→ F2
∂2−→ F1

∂1−→ F0
∂0−→ I.

Dãy phức trên khớp tại F0 nên Im ∂0 = I =
(
x2y, y2

)
. Suy ra rankS (Im ∂0) =

rankS (I) = 2. Do tính tối tiểu của giải tự do, ta chọn ta chọn F0 sinh bởi 2

phần tử e1, e2 sao cho ∂0 (e1) = x2y, ∂0 (e2) = y2. Do tính bảo toàn bậc của

đồng cấu phân bậc nên deg e1 = deg
(
x2y
)

= 3 và deg e2 = deg y2 = 2. Ta có

F0 = Se1 ⊕ Se2 = S [−3]⊕ S [−2].

Suy ra dãy khớp

F1
∂1−→ S [−3]⊕ S [−2]

[x2y y2]
−−−−−−→ I.

Ta có Im ∂1 = Ker∂0. Suy ra

Im ∂1 = {α1e1 + α2e2 ∈ F0|αi ∈ S, ∂0 (α1e1 + α2e2) = 0}

= {α1e1 + α2e2 ∈ F0|αi ∈ S, α1∂0 (e1) + α2∂0 (e2) = 0}

=
{
α1e1 + α2e2 ∈ F0|αi ∈ S, α1x

2y + α2y
2 = 0

}
.

Chọn α1 = y, α2 = −x2. Khi đó Im ∂1 = S
(
ye1 − x2e2

)
. Vì giải tự do tối tiểu

nên rank (F1) = rankS (Im ∂1) = 1 và deg f = deg
(
ye1 − x2e2

)
= 4. Do đó

F1 = Sf ≡ S [−4]. Bây giờ ta có các dãy khớp

F2
∂2−→ S [−4]

[
y
−x2

]
−−−−→ S [−3]⊕ S [−2]

[x2y y2]
−−−−−−→ I.

Ta có

Im ∂2 = Ker∂1 = {βf ∈ F1|β ∈ S, ∂1 (βf) = 0}

= {βf ∈ F1|β ∈ S, β∂1 (f) = 0}

=
{
βf ∈ F1|β ∈ S, β

(
ye1 − x2e2

)
= 0
}

= {0} .
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Suy ra F2 = 0. Vì vậy giải phân bậc tự do tối tiểu của I có dạng

0
∂2−→ S [−4]

[
y
−x2

]
−−−−→ S [−3]⊕ S [−2]

[x2y y2]
−−−−−−→ I.

Từ đó ta có các chỉ số Betti phân bậc khác 0 của I là: β0,2 (I) = 1; β0,3 (I) = 1;

β1,4 (I) = 1. Vậy reg (I) = max {j − i|βi,j 6= 0} = 4− 1 = 3.
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CHƯƠNG 2

LŨY THỪA HÌNH THỨC VỚI GIẢI TUYẾN TÍNH

Mục tiêu của chương này là trình bày đặc trưng của các đồ thị G với tính

chất J(G)(k) có giải tuyến tính với số nguyên k ≥ 2.

2.1 Lũy thừa hình thức với giải tuyến tính

2.1.1 Mệnh đề. Cho G là đồ thị phủ rất tốt và giả sử J(G)(k) có giải tuyến

tính, với số nguyên k ≥ 1 nào đó. Khi đó J (G) có giải tuyến tính.

Chứng minh. Sử dụng Mệnh đề 1.1.9, các đỉnh của G có thể ký hiệu là

V (G) = {x1, ...xh, y1, ..., yh}

sao cho các điều kiện sau được thỏa mãn.

(i) X := {x1, ..., xh} là một phủ đỉnh tối tiểu của G và Y := {y1, ..., yh} là
một tập con độc lập tối đại của G.

(ii) {xi, yi} ∈ E (G), với mỗi số nguyên i = 1, ..., h.

(iii) Nếu {zi, xj} , {yj, xk} ∈ E (G), thì {zi, xk} ∈ E (G), với i, j và k phân

biệt và zi ∈ {xi, yi}.
(iv) Nếu {xi, yj} ∈ E (G), thì {xi, xj} /∈ E (G).

Từ [8, Lemma 3.4], chúng ta biết rằng
(
J(G)(k)

)pol
là iđêan phủ của đồ thị

Gk với tập đỉnh

V (Gk) =
{
xi,p, yi,p

∣∣1 ≤ i ≤ h và 1 ≤ p ≤ k
}
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và tập cạnh

E (Gk) =
{
{xi,p, xj,q}

∣∣{xi, xj} ∈ E (G) và p+ q ≤ k + 1
}⋃{

{xi,p, yj,q}
∣∣{xi, yj} ∈ E (G) và p+ q ≤ k + 1

}
.

Theo giả thiết và [6, Corollary 1.6.3] ta có J (Gk) có giải tuyến tính. Như là một

hệ quả, từ [6, Theorem 8.1.9] ta suy ra rằng Gk là một đồ thị Cohen-Macaulay.

Lưu ý rằng

F = {yi,j|1 ≤ i ≤ h và 2 ≤ j ≤ k}

là một tập con độc lập của Gk. Ta có

NGk
[F ] = F ∪ {xi,j |1 ≤ i ≤ h ; 1 ≤ j ≤ k − 1} .

Do đó, Gk\NGk
[F ] đẳng cấu với đồ thị hai phần có được từ G bằng cách xóa

các cạnh có điểm kết nằm trong X. Ta ký hiệu đồ thị mới này là G′. Nói cách

khác, G′ là đồ thị với tập hợp đỉnh V (G′) = V (G) và tập cạnh

E (G′) = {{xi, yj} |1 ≤ i, j ≤ h; {xi, yj} ∈ E (G)} .

Theo đó lk∆(Gk)F = ∆ (G′). Từ Gk là Cohen-Macaulay, ta kết luận G′ cũng

là Cohen-Macaulay. Do đó, G′ là đồ thị phủ rất tốt. Sử dụng [3, Lemma 3.5],

tồn tại một hoán vị σ : [h] → [h] với tính chất σ (i) ≤ σ (j) bất cứ khi nào{
xσ(i), yσ(j)

}
∈ E (G). Dễ thấy là đồ thịG với kí hiệu xσ(1), ..., xσ(h), yσ(1), ..., yσ(h)

của các đỉnh của nó cũng thỏa mãn các điều kiện (i)-(iv) của Mệnh đề 1.1.9. Do

đó, dùng Mệnh đề 1.1.14, chúng ta kết luận được G là đồ thị Cohen-Macaulay.

Như là một hệ quả, [6, Theorem 8.1.9] suy ra rằng J (G) có giải tuyến tính.

Như chúng ta đã đề cập trong Chương 1, nếu iđêan thuần nhất I có giải

tuyến tính thì nó phải được sinh từ các phần tử sinh cùng bậc. Do đó, để đặc

trưng các đồ thị G với tính chất J(G)(k) có giải tuyến tính, trước tiên chúng ta

cần xác định các đồ thị G sao cho J(G)(k) được sinh từ các phần tử sinh cùng

bậc. Điều này sẽ được thể hiện trong bổ đề tiếp theo. Lưu ý rằng đối với một
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iđêan đơn thức I, tập duy nhất các đơn thức sinh tối tiểu của I được ký hiệu

là G (I).

2.1.2 Bổ đề. Cho G là một đồ thị không có đỉnh cô lập và giả sử J(G)(k) được

sinh trong cùng một bậc, với số nguyên k ≥ 2 nào đó. Khi đó G là đồ thị phủ

rất tốt.

Chứng minh. Giả sử V (G) = {x1, ..., xn} và u là một đơn thức trong hệ các đơn

thức sinh tối tiểu của J (G). Chú ý là u(k) ∈ J(G)k ⊆ J(G)(k). Vì u ∈ G (J (G)),

với mọi số nguyên 1 ≤ i ≤ n, tồn tại đỉnh NG (xi) sao cho u/xi /∈ (xi, xj). Do

đó,

uk
/
xi = (u/xi)

kxk−1
i /∈ (xi, xj)

k
.

Đặc biệt, với mọi số nguyên i, 1 ≤ i ≤ n ta có uk
/
xi ∈ J(G)(k). Do đó, uk

thuộc hệ các đơn thức sinh tối tiểu của J(G)(k). Vì J(G)(k) được sinh ra trong

cùng một bậc, ta suy ra

deg
(
J(G)(k)

)
= deg

(
uk
)

= k deg (u) .

Do các đẳng thức ở trên đúng với mọi đơn thức u ∈ G (J (G)), nên J (G) được

sinh bởi cùng một bậc. Vì thế, G là một đồ thị không trộn lẫn. Gọi d là bậc

của các đơn thức sinh tối tiểu của J (G). Ta có

deg
(
J(G)(k)

)
= kd.

Bởi [4] (xem [3, Theorem 0.1]), ta có d ≥ n/2. Do đó, để hoàn thành chứng

minh, chúng ta chỉ cần chỉ ra rằng d ≤ n/2. Đặt v := x1 . . . xn. Ta chia phần

còn lại của chứng minh thành hai trường hợp sau đây.

Trường hợp 1. Giả sử k = 2m là một số nguyên chẵn. Rõ ràng vm ∈ J(G)(k).

Điều này suy ra rằng

mn = deg (vm) ≥ deg
(
J(G)(k)

)
= kd = 2md.

Do đó, n ≥ 2d.



22

Trường hợp 2. Giả sử k = 2m+1 là một số nguyên lẻ. Như trên, cho u là một

đơn thức trong tập các đơn thức sinh tối tiểu của J (G). Rõ ràng, uvm ∈ J(G)(k).

Vì thế,

d+mn = deg (uvm) ≥ deg
(
J(G)(k)

)
= kd = (2m+ 1) d.

Từ các định nghĩa trên thì điều kiện có giải tuyến tính mạnh hơn là có một

biểu diễn tuyến tính. Tuy nhiên, chúng ta sẽ thấy trong Mệnh đề 2.1.3 là hai

khái niệm này là tương đương đối với các lũy thừa hình thức của iđêan phủ của

đồ thị phủ rất tốt. Để chứng minh điều này, ta sử dụng điều kiện Serre sau đây:

ChoM là S- môđun hữu hạn sinh khác không và cho r ≥ 1 là một số nguyên

dương. Khi đó M được gọi là thoả mãn điều kiện Serre (Sr), nếu với mọi iđêan

nguyên tố p của S thì bất đẳng thức sau là đúng

depthMp ≥ min {r, dimMp} .

Ta nói phức đơn hình ∆ thỏa mãn điều kiện Serre nếu vành Stanley-Reisner

thỏa mãn điều kiện Serre.

2.1.3 Mệnh đề. Cho G là đồ thị phủ rất tốt và giả sử k là một số nguyên

dương. Khi đó J(G)(k) có giải tuyến tính nếu và chỉ nếu J(G)(k) có biểu diễn

tuyến tính.

Chứng minh. Phần “ngược lại” của Mệnh đề là hiển nhiên. Vì vậy, chúng ta chỉ

chứng minh phần “nếu”. Giả sử J(G)(k) có biểu diễn tuyến tính. Theo [6, Corol-

lary 1.6.3], iđêan (J(G)(k))pol có biểu diễn tuyến tính. Sử dụng [8, Proposition

3.1 và Lemma 3.4], tồn tại đồ thị phủ rất tốt Gk với (J(G)(k))pol = J(Gk) . Vì

J(Gk) có biểu diễn tuyến tính, nên từ [12, Corollary 3.7], ∆(Gk) thỏa mãn điều

kiện Serre (S2). Ta biết rằng mọi phức đơn hình thỏa mãn điều kiện Serre (S2)

là liên thông mạnh. Đặc biệt, ∆(Gk) là phức đơn hình liên thông mạnh. Do đó,

ta có thể kết luận từ [3, Theorem 0.2] rằng Gk là đồ thị Cohen-Macaulay. Vì

thế, bởi [6, Theorem 8.1.9] ta suy ra rằng J(Gk) có giải tuyến tính. Do đó, theo

[6, Corollary 1.6.3], J(G)(k) có giải tuyến tính.
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Định lý tiếp theo là định lý chính của mục này.

2.1.4 Định lí. Với bất kỳ đồ thị G không có đỉnh cô lập, các điều kiện sau là

tương đương.

(i) J(G)(k) có giải tuyến tính, với mọi số nguyên k ≥ 1.

(ii) J(G)(k) có giải tuyến tính, với một số nguyên k ≥ 2.

(iii) J(G)(k) có biểu diễn tuyến tính, với mọi số nguyên k ≥ 1.

(iv) J(G)(k) có biểu diễn tuyến tính, với một số nguyên k ≥ 2.

(v) G là đồ thị Cohen-Macaulay phủ rất tốt.

Chứng minh. Nếu G thỏa mãn một trong các điều kiện (i)-(v), thì J(G) được

sinh ra từ một bậc đơn. Do đó, sử dụng Bổ đề 2.1.2, ta suy ra G là đồ thị phủ

rất tốt. Vì vậy, các tương đương (i)⇔ (iii) và (ii)⇔ (iv) theo Mệnh đề 2.1.3.

Sự kéo theo (i) ⇒ (ii) là tầm thường. Bởi [6, Theorem 8.1.9] và [8, Theorem

3.6], (v) kéo theo (i). Để chứng minh (ii)⇒ (v), như chúng ta đã đề cập ở trên,

theo (ii) và Bổ đề 2.1.2 thì G là đồ thị phủ rất tốt. Khi đó sử dụng Mệnh đề

2.1.1 và [6, Theorem 8.1.9], ta kết luận được G là đồ thị Cohen-Macaulay.

2.1.5 Nhận xét. (1) Giả sử I là iđêan đơn thức không chính phương. Nói chung

là không đúng khi nói rằng nếu I(k) có giải tuyến tính, với số nguyên k ≥ 2, thì

I cũng có giải tuyến tính. Ví dụ, cho I = (x1x2, x2x3, x3x4, x4x5, x1x5) là iđêan

cạnh của đồ thị chu kỳ 5. Có thể kiểm tra dễ dàng rằng I(2) có giải tuyến tính

nhưng I thì không.

(2) Giả sử I là iđêan đơn thức không chính phương. Nói chung, nếu I(2) có

giải tuyến tính thì không khẳng định được rằng I(k) có cùng tính chất, với mọi

số nguyên k ≥ 2. Ví dụ, cho I cùng là iđêan như trên. Khi đó, I(2) có giải tuyến

tính. Mặt khác, x3
1x

3
2 và x1x2x3x4x5 thuộc tập các đơn thức sinh tối tiểu của

I(3). Suy ra I(3) không được sinh cùng một bậc. Do đó, nó không có giải tuyến

tính.
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2.2 Chỉ số chính quy của lũy thừa hình thức

Nội dung của mục này là trình bày một số kết quả về chỉ số chính quy của

lũy thừa hình thức của iđêan phủ của đồ thị. Matinez-Bernal và cộng sự [7,

Corollary 5.3] đã chứng minh được rằng chỉ số chính quy của lũy thừa của

iđêan phủ của đồ thị hai phần là hàm không giảm. Định lý 2.2.1 là tổng quát

hóa kết quả này bằng cách chỉ ra dãy
(

reg
(
J(G)(k)

))∞
k

là không giảm với mọi

đồ thị hai phần G.

2.2.1 Định lí. Cho G là một đồ thị. Khi đó với mọi số nguyên k ≥ 1, ta có

reg
(
S
/
J(G)(k)

)
≤ reg

(
S
/
J(G)(k+1)

)
.

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử G không có đỉnh cô

lập. Gọi V (G) = {x1, ..., xn} là tập đỉnh của G. Xét các iđêan không chính

phương
(
J(G)(k)

)pol
⊆ Tk và

(
J(G)(k+1)

)pol
⊆ Tk+1, trong đó

Tr = K [xi,p |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ p ≤ r ]

với r = k, k + 1. Từ [6, Corollary 1.6.3], ta có

reg

(
Tr

/(
J(G)(r)

)pol
)

= reg
(
S
/
J(G)(r)

)
.

Như là một hệ quả, ta chỉ cần chứng minh rằng

reg

(
Tk

/(
J(G)(k)

)pol
)
≤ reg

(
Tk+1

/(
J(G)(k+1)

)pol
)
.

Bởi [8, Lemma 3.4], với r = k, k + 1, iđêan
(
J(G)(r)

)pol
là iđêan phủ của đồ

thị Gr, với tập đỉnh

V (Gr) = {xi,p |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ p ≤ r}

và tập cạnh

E (Gr) = {{xi,p, xj,q} |{xi, xj} ∈ E (G) , p+ q ≤ r + 1 } .
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Đặt

W :=
{
xi,[k+1

2 ]+1 |1 ≤ i ≤ n
}
⊆ V (Gk+1)

và xét ánh xạ ϕ : V (Gk)→ V (Gk+1\W ) được xác định như sau:

ϕ (xi,k) =

{
xi,j khi 1 ≤ j ≤

[
k+1

2

]
xi,j+1 khi j ≥

[
k+1

2

]
+ 1.

Khi đó ϕ là một đẳng cấu giữa GK và Gk+1\W . Do đó Gk là đồ thị con cảm

sinh của Gk+1. Từ [5, Lemma 3.1], ta có

reg (Tk/J (Gk)) ≤ reg (Tk+1/J (Gk+1)) ,

tức là

reg

(
Tk

/(
J(Gk)

(k)
)pol

)
≤ reg

(
Tk+1

/(
J(Gk+1)

(k+1)
)pol

)
và điều này hoàn thành chứng minh.

2.3 Bậc cực đại của các phần tử sinh của lũy thừa hình

thức

Trong mục này, chúng tôi trình bày lại các kết quả về bậc cực đại của các

phần tử sinh của lũy thừa hình thức của iđêan phủ. L. X. Dung, T. T. Hien,

H. D. Nguyen và T. N. Trung (2019) đã chứng minh rằng deg
(
J(G)(k)

)
không

nhất thiết là một hàm tuyến tính. Tuy nhiên, chúng ta sẽ thấy trong Định lý

2.3.2 và Hệ quả 2.3.3 rằng deg
(
J(G)(k)

)
là một hàm tuyến tính đối với một số

lớp đồ thị cụ thể. Để chứng minh những kết quả này, chúng ta cần bổ đề sau.

2.3.1 Bổ đề. Cho G là một đồ thị với tập đỉnh V (G) = {x1, ..., xn}. Giả sử

x ∈ V (G) là một đỉnh của G. Đặt u :=
∏

xi∈NG(x) xi và J
′ = J (G\NG [x])S.

Khi đó J(G)(k) + (x) = ukJ ′(k) + (x).

Chứng minh. Ta có
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J(G)(k) + (x) =
⋂

{xi,xj}∈E(G)

(xi, xj)
k + (x) =

⋂
{xi,xj}∈E(G)

(
(xi, xj)

k + (x)
)

=

 ⋂
{xi,xj}∈NG(x)

(
(xi, x)k + (x)

) ∩
 ⋂
{xi,xj}∈E(G);x/∈{xi,xj}

(
(xi, xj)

k + (x)
)

=

 ⋂
{xi,xj}∈NG(x)

(
(xi)

k + (x)
) ∩

 ⋂
{xi,xj}∈E(G);x/∈{xi,xj}

(
(xi, xj)

k + (x)
) .

Chú ý rằng với mọi đỉnh xi ∈ NG (x) và với mọi cạnh {xi, xj} ∈ E (G), ta có

(xi)
k + (x) ⊆ (xi, xj)

k + (x). Do đó, từ các đẳng thức trên ta suy ra

J(G)(k) + (x) =

 ⋂
xi∈NG(x)

(
(xi)

k + (x)
) ∩

 ⋂
{xi,xj}∈E(G\NG[x])

(
(xi, xj)

k + (x)
)

=

 ⋂
xi∈NG(x)

(xi)
k

 ∩
 ⋂
{xi,xj}∈E(G\NG[x])

(
(xi, xj)

k
)+ (x)

=
(
uk ∩ J ′(k)

)
+ (x)

= ukJ ′(k) + (x) .

Nội dung tiếp theo là trình bày chứng minh định lý chính của mục này như

sau.

2.3.2 Định lí. Cho H là họ các đồ thị thoả mãn các điều kiện sau.

(i) Với mọi đồ thị G ∈ H và mọi đỉnh x ∈ V (G), đồ thị G\NG [x] thuộc H.
(ii) Nếu G ∈ H không có đỉnh cô lập, thì nó có một phủ đỉnh tối tiểu với lực

lượng nhỏ nhất là |V (G)|
2 .

Khi đó mọi đồ thị G ∈ H và mọi số nguyên k ≥ 1, ta có

deg
(
J(G)(k)

)
= k deg (J (G)) .

Chứng minh. Bằng cách thay H bởi H ∪ {K2}, ta có thể giả sử K2 ∈ H. Gọi

m là số cạnh của G. Ta chứng minh bằng quy nạp theo k + m. Trường hợp
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k = 1 là tầm thường, không có gì để chứng minh. Do đó, ta giả sử k ≥ 2. Giả

sử m = 1 và {x1, x2} là cạnh duy nhất của G. Khi đó J (G) = (x1, x2). Như

vậy, deg (J (G)) = 1 và deg
(
J(G)(k)

)
= k. Do đó, giả sử rằng m ≥ 2. Không

mất tính tổng quát, ta có thể giả sử G không có đỉnh cô lập. Từ [10, Lemma

3.1], ta có deg
(
J(G)(k)

)
≥ k deg (J (G)). Do đó, ta chỉ cần chứng minh rằng

với mọi đơn thức w ∈ G
(
J(G)(k)

)
, bất đẳng thức deg (w) ≤ k deg (J (G)) là

đúng. Giả sử V (G) = {x1, ..., xn} và đặt v := x1...xn. Ta xét hai trường hợp

sau.

Trường hợp 1. Giả sử v chia hết w. Khi đó w/v thuộc tập các đơn thức

sinh tối tiểu của
(
J(G)(k) : v

)
. Từ [9, Lemma 3.4], ta có(

J(G)(k) : v
)

= J(G)(k−2).

Do đó, sử dụng giả thiết quy nạp, ta kết luận được

deg (w/v) ≤ (k − 2) deg (J (G)) .

Vì vậy

deg (w) ≤ (k − 2) deg (J (G)) + n.

Trường hợp 2. Giả sử v không chia hết w. Khi đó, tồn tại một biến, g là

xj không chia hết w. Đặt u :=
∏

xi∈NG(xj)
xi. Từ Bổ đề 2.3.1, ta có w thuộc tập

các đơn thức sinh tối tiểu của ukJ(G\NG [xj])
(k). Nói cách khác, uk chia hết w,

và

w/uk ∈ G
(
J((G) \NG [xj])

(k)
)
.

Từ giả thiết quy nạp

deg(w)− kdegG(xj) = deg(w)− kdeg(u) ≤ kdeg(J(G \NG[xj]). (1)

Mặt khác, nếu C là phủ đỉnh tối tiểu của G\NG [xj], thì C ∪ NG (xj) là phủ

đỉnh tối tiểu của G. Vì thế,

deg(J(G \NG[xj])) + degG(xj) ≤ deg(J(G)). (2)
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Sử dụng (1) và (2), ta có thể kết luận rằng

deg (w) ≤ k deg (J (G\NG [xj])) + kdegG (xj) ≤ k deg (J (G)) .

Như là một hệ quả của Định lý 2.3.2, ta có khẳng định sau đây.

2.3.3 Hệ quả. Cho G là một đồ thị không trộn lẫn hoặc không vuốt. Khi đó

với mọi số nguyên k ≥ 1, ta có

deg
(
J(G)(k)

)
= k deg (J (G)) .

Đặc biệt, deg
(
J(G)(k)

)
là một hàm tuyến tính của k.

Chứng minh. Ta có mọi đồ thị không trộn lẫn G không có đỉnh cô lập có phủ

đỉnh tối tiểu với lực lượng nhỏ nhất là |V (G)|
2 . Ngoài ra, từ chứng minh của [10,

Theorem 3.7] ta có mọi đồ thị không vuốt G không có đỉnh cô lập có phủ đỉnh

tối tiểu với lực lượng nhỏ nhất là |V (G)|
2 . Gọi H là lớp các đồ thị không trộn lẫn

hoặc không vuốt. Khi đó từ Định lý 2.3.2 ta có điều phải chứng minh.
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KẾT LUẬN

Dựa vào các tài liệu tham khảo, luận văn đã hoàn thành được các nội dung

cơ bản sau:

1. Trình bày các khái niệm chung về đồ thị.

2. Trình bày các khái niệm và tính chất về lũy thừa hình thức của một iđêan

trong vành đa thức.

3. Trình bày các khái niệm về giải tự do tuyến tính tối tiểu của một iđêan

trong vành đa thức.

4. Trình bày khái niệm và các tính chất của về chỉ số chính quy.

5. Trình bày một số kết quả về giải tự do tuyến tính và chỉ số chính quy của

lũy thừa hình thức của iđêan phủ của đồ thị phủ tốt, phủ rất tốt.

6. Đưa ra một số ví dụ cụ thể cho từng phần nội dung dựa trên tài liệu tham

khảo chính.
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TÀI LIỆU THAM KHẢO

Danh mục tài liệu tham khảo bao gồm các tài liệu sau, trong đó tài liệu tham

khảo chính là [11].
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