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MỞ ĐẦU

Vào cuối thế kỷ 19 và đầu thế kỷ 20, nhà toán học Frobenius (1849-1917)

đã đưa ra trong các bài giảng của mình, vấn đề tìm công thức xác định số

nguyên lớn nhất không biểu thị tuyến tính được qua một tập các số nguyên

dương có ước chung lớn nhất bằng 1, với các hệ số nguyên không âm. Điều

đặc biệt là những vấn đề này, Ông chỉ đưa ra trong các bài giảng của mình mà

không hề xuất bản dưới bất kỳ hình thức nào. Vấn đề Frobenius có thể được

diễn đạt như sau: Cho s1, s2, . . . , sn là các số nguyên dương có ước chung lớn

nhất bằng 1, xác định số nguyên lớn nhất không biểu thị tuyến tính được qua

s1, s2, . . . , sn với các hệ số là các số nguyên không âm. Số nguyên lớn nhất

đó được gọi là số Frobenius của tập {s1, s2, . . . , sn}. Vấn đề Frobenius cũng

thường được biết đến với tên gọi Bài toán đổi tiền Frobeninus (Frobenius Coin

Problem) vì số Frobenius của tập {s1, s2, . . . , sn} chính là số tiền lớn nhất

không thể trả được bằng các mệnh giá tiền s1, s2, . . . , sn cho trước. Vấn đề

Frobenius có nhiều ứng dụng trong lý thuyết số, lý thuyết tự động (automata

theory), thuật toán phân loại (sorting algorithm), ....

Sử dụng thuật ngữ nửa nhóm số thì vấn đề Frobenius được phát biểu dưới

dạng: Cho trước một nửa nhóm số S, xác định số nguyên lớn nhất không

thuộc S. Trường hợp chiều nhúng của S bằng 2, vấn đề Frobenius đã được

giải quyết bởi Sylvester [7]. Vấn đề này là một bài toán khó, tồn tại một thời

gian dài. Đến nay, người ta vẫn chưa tìm được một công thức tổng quát để

tính số Frobenius cho nửa nhóm số có chiều nhúng lớn hơn hoặc bằng 3. Tuy
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nhiên, trong trường hợp chiều nhúng của S bằng 3, đã có một số nhà toán

học đưa ra lời giải cho một số trường hợp đặc biệt. Chẳng hạn, ta có các

thuật toán Rödseth, thuật toán Greenberg để tính số Frobenius trong trường

hợp chiều nhúng của S bằng 3.

Cho S là một nửa nhóm số. Với một tính chất P cho trước, người ta xét

các hàm P -kiểu như sau:

PR(S) := số nguyên lớn nhất có tính chất P không thuộc S

Pr(S) := số nguyên nhỏ nhất có tính chất P không thuộc S.

Các hàm P -kiểu đã được giới thiệu và nghiên cứu trong một số công trình

của Joge Luis Ramírez Alfonsín.

Trong [4], một bài báo đang ở dạng tiền ấn phẩm của hai nhà toán học

Jonathan Chappelon và Joge Luis Ramírez Alfonsín trên arXiv ngày 25 tháng

6 năm 2020, họ đã nghiên cứu biến k-lũy thừa sau đây của số Frobenius g(S)

của nửa nhóm số S. Cho k là một số nguyên, k ≥ 2, số nguyên ký hiệu kg(S)

và được xác định bởi

kg(S) := số nguyên lũy thừa k lớn nhất không thuộc S

được gọi là số Frobenius k-lũy thừa của S. Trong bài báo này, các tác giả tập

trung nghiên cứu số Frobenius 2-lũy thừa và gọi là số Frobenius bình phương.

Họ đã đưa ra một chặn trên cho 2g(SA), trong đó SA là một nửa nhóm số

sinh bởi một cấp số cộng. Ngoài ra, họ cũng đưa ra công thức tính 2g(S)

trong trường hợp S = 〈a, a + d〉 với a là một số nguyên thỏa mãn tính chất

nào đó và d = 1, 2, 3, 4.

Nội dung của luận văn là trình bày lại các kết quả của bài báo [4], cụ thể

là chúng tôi sẽ trình bày chi tiết các kết quả đã nói trên đây.

Ngoài phần mở đầu, kết luận và danh mục tài liệu tham khảo, nội dung

của luận văn được viết thành hai chương. Chương 1 trình bày các kiến thức
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chuẩn bị về nửa nhóm số có liên quan đến Chương 2, nhằm làm cơ sở cho

việc trình bày Chương 2. Chương 2 là nội dung chính của luận văn. Trong

chương này, chúng tôi trình bày lại một cách chi tiết toàn bộ các kết quả của

bài báo [4] mà nội dung chính của nó như đã tóm lược ở trên.

Luận văn này được hoàn thành dưới sự hướng dẫn của PGS. TS. Nguyễn

Thị Hồng Loan. Tác giả xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới Cô-người

đã giảng dạy, hướng dẫn, chỉ bảo tận tình và chu đáo trong quá trình tác

giả học tập và thực hiện luận văn. Tác giả cũng xin được gửi lời cảm ơn tới

các thầy cô Ngành Toán - Viện Sư phạm Tự nhiên, Phòng Đào tạo Sau đại

học, Trường Đại học Vinh về những sự hỗ trợ cần thiết và quý báu trong quá

trình tác giả học tập tại trường. Cuối cùng, tác giả xin được gửi lời cảm ơn

tới Ban giám hiệu Trường THPT Đô Lương 2, các đồng nghiệp, gia đình và

người thân đã luôn quan tâm giúp đỡ và tạo mọi điều kiện thuận lợi để tác

giả có thể học tập, nghiên cứu và hoàn thành luận văn.

Nghệ An, tháng 6 năm 2021

Tác giả
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ VỀ NỬA NHÓM SỐ

Trong chương này, chúng tôi trình bày các kiến thức chuẩn bị về nửa nhóm

số có liên quan đến Chương 2, nhằm làm cơ sở cho việc trình bày nội dung

chính của luận văn ở Chương 2. Các kết quả trong chương này được tham

khảo chủ yếu từ các tài liệu [1], [2], [3] và [6].

1.1 Nửa nhóm số

1.1.1 Định nghĩa. Một nửa nhóm số S là một vị nhóm con của vị nhóm

cộng các số tự nhiên N sao cho phần bù của S trong N là hữu hạn.

Như vậy, S là một nửa nhóm số nếu S là một tập con của N, chứa 0, đóng

kín đối với phép cộng và N \ S là tập hữu hạn.

Cho A là một tập con (có thể vô hạn) của tập hợp các số tự nhiên N. Ký

hiệu

〈A〉 = {λ1a1 + · · ·+ λnan | n ∈ N∗, ai ∈ A, λi ∈ N,∀i = 1, . . . , n}.

Khi đó 〈A〉 là nửa nhóm con bé nhất (theo quan hệ bao hàm) của N chứa A.

Do đó, 〈A〉 là nửa nhóm con sinh bởi A. Nếu 〈A〉 = S thì A là một hệ sinh

của nửa nhóm số S.

Ta nói ước chung lớn nhất của A bằng 1, ký hiệu gcd(A) = 1 nếu ước

chung lớn nhất của mọi tập con hữu hạn của A đều bằng 1.

1.1.2 Mệnh đề. Cho A là một tập con khác rỗng của N \ {0}. Khi đó 〈A〉
là một nửa nhóm số khi và chỉ khi gcd(A) = 1.
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Chứng minh. Đặt d = gcd(A). Rõ ràng nếu s ∈ 〈A〉 thì d | s. Do 〈A〉 là một

nửa nhóm số nên N \ 〈A〉 là tập hữu hạn và vì vậy tồn tại số nguyên dương

x sao cho d | x và d | (x+ 1). Vậy d = 1.

Ngược lại, ta cần chứng minh N\〈A〉 là tập hữu hạn. Thật vậy, do gcd(A) =

1 nên tồn tại các số nguyên z1, z2, ..., zn và a1, a2, ..., an ∈ A sao cho

z1a1 + z2a2 + · · ·+ znan = 1.

Bằng cách chuyển zi sang vế phải, ta có thể tìm được i1, ..., ik, j1, ..., jl ∈
{1, ..., n} sao cho

zi1ai1 + · · ·+ zikaik = 1− zj1aj1 − · · · − zjlajl.

Do đó tồn tại s ∈ 〈A〉 sao cho s + 1 cũng thuộc 〈A〉. Ta chứng minh nếu

n > (s − 1)s + (s − 1) thì n ∈ 〈A〉. Thật vậy, lấy q và r là các số nguyên

sao cho n = qs + r với 0 6 r < s. Do n > (s − 1)s + (s − 1) ta suy ra

q > s− 1 > r. Vì vậy

n = (rs+ r) + (q − r)s = r(s+ 1) + (q − r)s ∈ 〈A〉.

Mệnh đề được chứng minh.

Chú ý rằng, mỗi nửa nhóm số có thể có nhiều hệ sinh. Tuy nhiên, kết quả

sau đây chỉ ra rằng mỗi nửa nhóm số chỉ có duy nhất một hệ sinh hữu hạn.

1.1.3 Mệnh đề. Mỗi nửa nhóm số đều có duy nhất một hệ sinh hữu hạn.

Như vậy, mỗi nửa nhóm số S là một tập con của tập hợp các số tự nhiên

N, gồm các tổ hợp tuyến tính trên N của một tập hữu hạn các số nguyên

dương nguyên tố cùng nhau cho trước.

Cho s1, . . . , sn là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Khi đó, nửa

nhóm số sinh bởi s1, . . . , sn là

S = 〈s1, . . . , sn〉 = {λ1s1 + · · ·+ λnsn | λi ∈ N,∀i = 1, . . . , n}.

Mệnh đề 1.1.3 dẫn đến khái niệm sau đây.
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1.1.4 Định nghĩa. Số phần tử của một hệ sinh hữu hạn của nửa nhóm số

S được gọi là chiều nhúng của S.

Trong luận văn này, chúng ta sẽ nghiên cứu các nửa nhóm số SA sinh bởi

một cấp số cộng, nghĩa là hệ sinh của nửa nhóm số này là một dãy các số

nguyên tố cùng nhau có dạng: a, a + d, . . . , a + kd trong đó a, d, k là các số

nguyên dương. Do điều kiện các phần tử của hệ sinh là nguyên tố cùng nhau

nên ta dễ dàng suy ra được gcd(a, d) = 1. Sau đây là tính chất của nửa nhóm

số sinh bởi một cấp số cộng.

1.1.5 Mệnh đề. Điều kiện cần và đủ để M ∈ 〈a, a+ d, . . . , a+ kd〉 là tồn

tại các số tự nhiên x, y sao cho M = ax+ dy với 0 ≤ y ≤ kx.

Chứng minh. Ta có M ∈ 〈a, a+ d, ..., a+ kd〉 khi và chỉ khi tồn tại các số tự

nhiên x1, x2, . . ., xk+1 sao cho

M = ax1 + (a+ d)x2 + . . .+ (a+ kd)xk+1.

Điều này tương đương với

M = a (x1 + x2 + . . .+ xk+1) + d (x2 + . . .+ kxk+1) .

Đặt x = x1 + x2 + ...+ xk+1 ; y = x2 + . . .+ kxk+1. Khi đó

0 ≤ y = x2 + ...+ kxk+1 ≤ k (x1 + x2 + ...+ xk+1) = kx.

Như vậy, ta đã chứng minh được điều kiện cần và đủ đểM ∈ 〈a, a+ d, ..., a+ kd〉
là tồn tại các số tự nhiên x, y sao cho M = ax+ dy với 0 ≤ y ≤ kx.

1.2 Số Frobenius của nửa nhóm số

Việc nghiên cứu các nghiệm nguyên không âm của một hệ phương trình

tuyến tính thuần nhất với các hệ số nguyên dương là một vấn đề cổ điển
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trong Đại số, mà dưới ngôn ngữ của Toán học hiện đại, đồng nghĩa với việc

nghiên cứu một nửa nhóm số. Đã có nhiều nhà toán học quan tâm đến vấn

đề này, trong đó đặc biệt là hai nhà toán học Frobenius và Sylverster đã có

nhiều kết quả quan trọng. Vấn đề này đã được nhiều nhà toán học quan tâm

bởi người ta tìm thấy những ứng dụng của nó trong Hình học Đại số và Đại

số giao hoán. Chính nhờ những nghiên cứu này mà nhiều khái niệm về các

bất biến trong nửa nhóm số được đưa ra như: bội, chiều nhúng, bậc kỳ dị,

conductor, tập Apéry, số giả Frobenius, kiểu,....

Trong số các bất biến của nửa nhóm số, có một bất biến quan trọng và có

nhiều ứng dụng là số Frobenius. Nói một cách đơn giản, số Frobenius của một

nửa nhóm số S là số nguyên lớn nhất mà không thuộc S, ký hiệu bởi g(S)

hoặc g (〈s1, ..., sn〉) nếu muốn chỉ rõ hệ sinh. Hiện nay, chưa có công thức cụ

thể nào để tính số Frobenius của một nửa nhóm số bất kỳ. Trong mục này,

chúng tôi trình bày các kết quả về công thức tính số Frobenius trong trường

hợp cụ thể.

Trước tiên, ta tìm hiểu một trong những công cụ tốt nhất để nghiên cứu

về nửa nhóm số, đó là tập Apéry. Tập Apéry được định nghĩa như sau.

1.2.1 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm số và n ∈ S \ {0}. Tập hợp

được xác định bởi

Ap(S, n) = {h ∈ S | h− n /∈ S}

được gọi là tập Apéry của n trong S.

Kết quả sau đây được suy ra ngay từ định nghĩa của tập Apéry.

1.2.2 Bổ đề. Giả sử S là một nửa nhóm số và n là một số nguyên dương

thuộc S. Nếu x, y ∈ S sao cho x+ y ∈ Ap(S, n) thì {x, y} ⊆ Ap(S, n).

Mệnh đề sau đây cho ta cách tìm tập Apéry của một nửa nhóm số.
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1.2.3 Mệnh đề. Cho S là một nửa nhóm số và n ∈ S \ {0}. Khi đó ta có

Ap(S, n) = {0 = w(0), w(1), . . . , w(n− 1)},

trong đó w(i) là số nhỏ nhất của S sao cho

w(i) ≡ i (mod n),∀i ∈ {0, 1, ...n− 1}.

Chứng minh. Rõ ràng, với mỗi i ∈ {1, 2, ...n− 1} thì tập hợp

{i+ kn | k ∈ N}

các số tự nhiên đồng dư với i theo môđun n là tập hợp vô hạn. Vì tập hợp

N \ S là hữu hạn nên tồn tại k ∈ N sao cho i + kn ∈ S. Gọi w(i) là số nhỏ

nhất thuộc S có dạng i+ kn, nghĩa là w(i) là số nhỏ nhất thuộc S đồng dư

với i theo môđun n. Khi đó rõ ràng w(i)−n /∈ S vì w(i)−n = i+ kn−n =

i+ (k − 1)n < w(i). Vậy w(i) ∈ Ap(S, n) với mọi i ∈ {1, 2, ...n− 1}. Do đó

Ap(S, n) ⊇ {0 = w(0), w(1), ..., w(n− 1)}.

Ngược lại, giả sử x ∈ Ap(S, n). Khi đó x ∈ S và x− n /∈ S. Do đó

x ∈ {0 = w(0), w(1), ..., w(n− 1)}.

Suy ra

Ap(S, n) ⊆ {0 = w(0), w(1), ..., w(n− 1)}.

Vì vậy

Ap(S, n) = {0 = w(0), w(1), ..., w(n− 1)}.

Từ Mệnh đề 1.2.3, ta thấy Ap(S, n) là một hệ thặng dư đầy đủ mod n.

Từ mỗi lớp thặng dư mod n ta trích ra số nguyên nhỏ nhất trong đó thuộc

S, ta được một hệ thặng dư đầy đủ môđun n và đó chính là tập Ap(S, n).

Như vậy tập Apéry của phần tử n trong nửa nhóm số S có n phần tử.
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1.2.4 Ví dụ. Cho nửa nhóm số

S = 〈5, 7, 9〉 = {0, 5, 7, 9, 10, 12, 14→}

(trong đó ký hiệu 14→ nghĩa là các số tự nhiên liên tiếp bắt đầu từ 14). Ta

tính được

Ap(S, 5) = {0, 7, 9, 16, 18},

Ap(S, 7) = {0, 5, 9, 10, 15, 18, 20}.

1.2.5 Định nghĩa. Cho S là một nửa nhóm số.

(1) Số nguyên lớn nhất không thuộc S được gọi là số Frobenius của S và

được ký hiệu là g(S).

(2) Số chính phương lớn nhất không thuộc S được gọi là số Frobenius bình

phương và ký hiệu là 2g (S).

Ký hiệu Z là tập hợp số nguyên. Từ định nghĩa trên ta có

g(S) = max(Z \ S),

2g (S) ≤ g (S) .

1.2.6 Ví dụ. 1) Cho nửa nhóm số

S = 〈4, 7〉 = {0, 4, 7, 8, 11, 12, 14, 15, 16, 18→}.

Khi đó ta tính được g(S) = 17 và 2g (S) = 9.

2) Cho nửa nhóm số

S = 〈5, 7, 9〉 = {0, 5, 7, 9, 10, 12, 14→}.

Khi đó ta tính được g(S) = 13 và 2g (S) = 4.

Mệnh đề sau đây cho ta một công thức tính số Frobenius của một nửa

nhóm số thông qua tập Apéry.
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1.2.7 Mệnh đề. Cho nửa nhóm số S và 0 < n ∈ S. Khi đó

g(S) = maxAp(S, n)− n.

Chứng minh. Giả sử Ap(S, n) = {0 = w0, w1, ..., wn−1}, trong đó 0 = w0 <

w1 < · · · < wn−1. Ta có

maxAp(S, n) = wn−1.

Theo định nghĩa của tập hợp Apéry thì wn−1 − n /∈ S. Ta đặt

wi = kin+ ri , i ∈ {0, 1, ..., n− 1} , 0 6 ri 6 n− 1.

Khi đó

ko < k1 < · · · < kn−1.

Vì thế

wn−1 − n+ 1 = (kn−1 − 1)n+ rn−1 + 1 ∈ S.

Từ những chứng minh trên ta thấy ngay g(S) = maxAp(S, n)− n.

Trong trường hợp nửa nhóm số sinh bởi hai phần tử thì từ mệnh đề trên

ta có công thức tính số Frobenius như sau. Kết quả này được đưa ra bởi

Sylvester [7].

1.2.8 Hệ quả. Cho nửa nhóm số S = 〈a, b〉, trong đó a, b là các số nguyên

dương sao cho gcd(a, b) = 1. Khi đó số Frobenius của nửa nhóm số S được

xác định như sau:

g(S) = ab− a− b.

Chứng minh. Vì gcd(a, b) = 1 nên Ap(S, a) = {0, b, ..., (a−1)b}. Do đó, theo

Mệnh đề 1.2.7, ta có

g(S) = maxAp(S, a)− a = (a− 1)b− a = ab− a− b.
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Mệnh đề sau đây cho ta công thức tính số Frobenius của nửa nhóm số sinh

bởi một cấp số cộng (xem [5]).

1.2.9 Mệnh đề. Cho nửa nhóm số SA sinh bởi cấp số cộng a, a+d, ..., a+kd

trong đó a, d, k là các số nguyên dương. Khi đó

g (SA) =

(⌊
a− 2

k

⌋
+ 1

)
a+ (d− 1) (a− 1)− 1.

Ở đây ký hiệu b. . .c để chỉ phần nguyên.
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CHƯƠNG 2

SỐ FROBENIUS BÌNH PHƯƠNG

Số Frobenius bình phương, hay còn được gọi số Frobenius lũy thừa 2 có thể

diễn đạt một cách sơ cấp như sau: Cho s1, s2, . . . , sn là các số nguyên dương

có ước chung lớn nhất bằng 1, xác định số chính phương lớn nhất không

biểu diễn tuyến tính được qua s1, s2, . . . , sn với các hệ số nguyên không âm.

Số chính phương lớn nhất đó được gọi là số Frobenius bình phương của tập

{s1, s2, . . . , sn}. Các số Frobenius lũy thừa k với k ≥ 2 được định nghĩa hoàn

toàn tương tự. Hiển nhiên, ta luôn có một chặn trên của số Frobenius bình

phương đó chính là số Frobenius. Tuy nhiên, cũng giống như tìm công thức

tính số Frobenius, công thức tính số Frobenius bình phương là không đơn

giản.

Sử dụng thuật ngữ nửa nhóm số thì vấn đề số Frobenius bình phương

được phát biểu dưới dạng: Cho trước một nửa nhóm số S, xác định số chính

phương lớn nhất không thuộc S. Trong trường hợp nửa nhóm số sinh bởi một

cấp số cộng, trong [4] đã cho ra một số kết quả thú vị. Trong bài báo này, các

tác giả đã đưa ra một chặn trên cho 2g(SA), trong đó SA là một nửa nhóm

số sinh bởi một cấp số cộng. Ngoài ra, họ cũng đưa ra công thức tính 2g(S)

trong trường hợp S = 〈a, a + d〉 với a là một số nguyên thỏa mãn tính chất

nào đó và d = 1, 2, 3, 4, 5.

Trong chương này, chúng tôi trình bày toàn bộ các kết quả trong bài báo

[4] của Jonathan Chappelon và Joge Luis Ramírez Alfonsín đã nói trên đây.
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2.1 Chặn trên của số Frobenius bình phương của nửa

nhóm số sinh bởi một cấp số cộng

Xét nửa nhóm số SA sinh bởi một cấp số cộng, nghĩa là hệ sinh của nửa

nhóm số là một dãy các số nguyên tố cùng nhau có dạng: a, a + d, . . . , a +

kd trong đó a, d, k là các số nguyên dương. Do điều kiện các phần tử của

hệ sinh là nguyên tố cùng nhau nên ta dễ dàng suy ra được gcd(a, d) =

1. Mục đích chính của mục này là chứng minh Định lý 2.1.5 đưa ra một

chặn trên của số Frobenius bình phương nửa nhóm số SA. Để thống nhất,

ta ký hiệu số Frobenius bình phương của nửa nhóm số SA là 2g (SA) hoặc

2g (〈a, a+ d, . . . , a+ kd〉).
Liên quan đến vấn đề chính của luận văn, mệnh đề dưới đây cho ta một

điều kiện cần và đủ để một số chính phương có dạng cho trước thuộc vào nửa

nhóm số SA.

2.1.1 Mệnh đề. Cho i là một số nguyên và λi là số tự nhiên sao cho 0 ≤
λi ≤ d− 1 và λia+ i2 ≡ 0 mod d. Khi đó,

(a− i)2 ∈ SA ⇔ (i+ kd)2 ≤
((⌊

i2 + λia

ad

⌋
+ k

)
d− λi

)
(a+ kd) .

Chứng minh. Chứng minh mệnh đề này hoàn toàn dựa vào kiến thức phần

nguyên và các phép biến đổi sơ cấp. Cụ thể, ta có:

(a− i)2 = (a− 2i)a+ i2

= (a− 2i− λi)a+
i2 + λia

d
d

=

(
a− 2i− λi +

⌊
i2 + λia

ad

⌋
d

)
a+

(
i2 + λia

d
−
⌊
i2 + λia

ad

⌋
a

)
d.

Kết hợp với Mệnh đề 1.1.5, ta suy ra (a− i)2 ∈ SA khi và chỉ khi:
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i2 + λia

d
−
⌊
i2 + λia

ad

⌋
a ≤ k

(
a− 2i− λi +

⌊
i2 + λia

ad

⌋
d

)
⇔ i2 + λia

d
≤ k(a− 2i− λi) +

⌊
i2 + λia

ad

⌋
(a+ kd)

⇔ i2 + λia ≤ kd(a− 2i− λi) +
⌊
i2 + λia

ad

⌋
d(a+ kd)

⇔ i2 + 2ikd ≤ kda− λi(a+ kd) +

⌊
i2 + λia

ad

⌋
d(a+ kd)

⇔ i2 + 2ikd+ k2 + d2 ≤ kd(a+ kd)− λi(a+ kd) +

⌊
i2 + λia

ad

⌋
d(a+ kd)

⇔ (i+ kd)2 ≤
((⌊

i2 + λia

ad

⌋
+ k

)
d− λi

)
(a+ kd).

Từ mệnh đề trên, để trình bày kết quả chính ở Định lý 2.1.5 ta cần một

số ký hiệu sau đây.

2.1.2 Định nghĩa. Cho a và d ≥ 3 là các số nguyên dương nguyên tố cùng

nhau.

• Gọi λ∗ là số nguyên λi lớn nhất thỏa mãn giả thiết Mệnh đề 2.1.1, nghĩa

là

λ∗ = max
0≤i≤d−1

{
λi ∈ {0, 1, . . . , d− 1} | λia+ i2 ≡ 0 mod d

}
.

• Ký hiệu {α1, . . . , αn} là tập con của {0, 1, . . . , d− 1} sao cho λαj
= λ∗

và đặt αn+1 = d+ α1.

• Gọi 1 ≤ j ≤ n là chỉ số duy nhất sao cho

(µd+ αj)
2 ≤ (kd− λ∗)(a+ kd) < (µd+ αj+1)

2,

với số tự nhiên µ nào đó.
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• Ta định nghĩa hàm số nguyên h(a, d, k) xác định như sau:

h(a, d, k) := (a− ((µ− k)d+ αj+1))
2.

Để chứng minh Định lý 2.1.5, ta cần bổ đề sau đây.

2.1.3 Bổ đề. Cho a và d là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau với

d ≥ 3. Nếu a+ kd > 4kλ∗d3 thì

2d2(µ+ 1) ≤ a+ kd.

Chứng minh. Trường hợp 1. j ∈ {1, . . . , n− 1}.
Từ Định nghĩa 2.1.2 ta có

(µd+ αj)
2 ≤ (kd− λ∗) (a+ kd) < (µd+ αj+1)

2.

Kết hợp với 0 < αj < d và αj+1 ≤ αn < d, ta suy ra

µ =

⌊√
(kd− λ∗) (a+ kd)

d

⌋
.

Theo giả thiết a+ kd > 4kλ∗d3 nên ta có a+ kd > 4 (kd− λ∗) d2. Từ đó suy

ra

µ ≥ 2 (kd− λ∗) . (2.1)

Do đó
(kd− λ∗)(a+ kd) ≥ (µd+ αj)

2

> µ2d2

> (µ2 − 1)d2

= (µ− 1)(µ+ 1)d2

≥ 2(kd− λ∗)(µ+ 1)d2.

Vì vậy

(kd− λ∗)(a+ kd) > 2(kd− λ∗)(µ+ 1)d2
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hay a+ kd > 2(µ+ 1)d2 với mọi j ∈ {1, . . . , n− 1} .
Trường hợp 2. j = n.

Do αj = αn = d− α1 và αj+1 = αn+1 = d+ α1 nên ta có⌊√
(kd− λ∗) (a+ kd)

d

⌋
∈ {µ, µ+ 1} .

Mặt khác,

(µd+ αj)
2 ≤ (kd− λ∗)(a+ kd) < (µd+ αj+1)

2,

nên ta có

((µ− 1) d− α1)
2 ≤ (kd− λ∗) (a+ kd) < ((µ+ 1) d+ α1)

2.

Do đó µ+ 1 ≥ 2 (kd− λ∗). Suy ra

(kd− λ∗)(a+ kd) ≥ ((µ+ 1)d− α1)
2

≥
(
(µ+ 1)d− d

2

)2

=

(
µ2 + µ+

1

4

)
d2

> µ(µ+ 1)d2

≥ 2(kd− λ∗)(µ+ 1)d2.

Do đó a+ kd > 2(µ+ 1)d2. Vậy bổ đề đã được chứng minh.

2.1.4 Nhận xét. 1). Chứng minh của Bổ đề 2.1.3 đã chỉ ra công thức tính

số µ trong hàm h(a, d, k) như sau:

µ =

⌊√
(kd− λ∗) (a+ kd)

d

⌋
với 1 ≤ j ≤ n− 1

và ⌊√
(kd− λ∗) (a+ kd)

d

⌋
∈ {µ, µ+ 1} với j = n.

2) Ta có các nhận xét sau đây về các ký hiệu trong Định nghĩa 2.1.2.
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• λ0 = 0, λ1 6= 0 do đó λ∗ = λαj
≥ 1, αj ≥ 1.

• 0 ≤ α1 < α2 < ... < αn < d

• Với j = n thì αj = d− α1 và αj+1 = d+ α1 < d+ αj. Do đó α1 ≤ d
2 .

3). Giả thiết a+kd > 4kλ∗d3 có thể được thay thế bởi giả thiết a+kd >

4 (kd− λ∗) d2.
4). Sau đây, chúng tôi trình bày một chứng minh của Bổ đề 2.1.3 gọn hơn

so với trình bày trong bài báo như sau.

Ta có

(µd+ αj+1)
2 > (kd− λ∗) (a+ kd) > 4d2(kd− λ∗)2,

có nghĩa là µ > 2 (kd− λ∗) − αj+1

d với 1 ≤ j ≤ n. Từ đây có hai khả năng

xảy ra. Khả năng thứ nhất, nếu µ ≥ 2 (kd− λ∗) thì

(kd− λ∗)(a+ kd) ≥ (µd+ αj)
2

> µ2d2

> (µ2 − 1)d2

= (µ− 1)(µ+ 1)d2 ≥ 2(kd− λ∗)(µ+ 1)d2.

Do đó (kd − λ∗)(a + kd) > 2(kd − λ∗)(µ + 1)d2 hay a + kd > 2(µ + 1)d2.

Khả năng thứ hai, nếu µ+ 1 = 2(kd− λ∗) thì từ giả thiết ta suy ra

a+ kd > 4d2 (kd− λ∗) = 2d2 (kd− λ∗) .

Định lý sau đây cho ta một chặn trên của 2g (SA).

2.1.5 Định lý. Cho a và d là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau với

d ≥ 3. Nếu a+ kd > 4kλ∗d3 thì

2g(SA) ≤ h(a, d, k).
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Chứng minh. Trước hết, theo Mệnh đề 1.2.9 ta có

g (SA) =

(⌊
a− 2

k

⌋
+ 1

)
a+ (d− 1) (a− 1)− 1.

Vì a2 >
(⌊

a−2
k

⌋
+ 1
)
a, 2akd > (d− 1) (a− 1) và (kd)2 > 0 nên

g (SA) < a2 + 2kad+ (kd)2 = (a− (−kd))2.

Vì 2g (SA) ≤ g (SA) nên định lý sẽ được chứng minh nếu ta chỉ ra được

(a− i)2 ∈ SA với mọi −kd ≤ i < (µ− k) d + αj+1. Ta xét hai trường hợp

như sau.

Trường hợp 1. −kd ≤ i ≤ (µ− k) d+ αj.

Vì i ≤ (µ− k) d + αj, theo Định nghĩa 2.1.2 thì λ∗ ≥ λi và
⌊
i2+λia
ad

⌋
> 0

nên ta có

(i+ kd)2 ≤ (µd+ αj)
2

≤ (kd− λ∗)(a+ kd)

≤
((⌊

i2 + λia

ad

⌋
+ k

)
d− λi

)
(a+ kd) .

Theo Mệnh đề 2.1.1, ta có (a− i)2 ∈ SA.
Trường hợp 2. (µ− k) d+ αj < i < (µ− k) d+ αj+1.

Dựa vào Mệnh đề 2.1.1, vấn đề sẽ được giải quyết nếu ta chứng minh được

(i+ kd)2 ≤ (kd− λi) (a+ kd) .

Trong trường hợp này ta có αj < i − (µ− k) d ≤ αj+1 và theo định nghĩa

của λ∗ như trong Định nghĩa 2.1.2 ta suy ra λi ≤ λ∗ − 1 và do đó

(kd− λi) (a+ kd) ≥ (kd− λ∗) (a+ kd) + (a+ kd) . (2.2)

Mặt khác,

(i+ kd)2 ≤ (µd+ αj+1)
2

= ((µd+ αj) + αj+1 − αj))2

= (µd+ αj)
2 + (αj+1 − αj)(2(µd+ αj) + (αj+1 − αj))
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= (µd+ αj)
2 + (αj+1 − αj)(2µd+ αj + αj+1). (2.3)

Do λαj
= λ∗ nên αj > 0. Với mọi chỉ số j ∈ {1, . . . , n− 1} ta có

αj+1 − αj < αj+1 ≤ αn < d và αj + αj+1 < 2αn < 2d, (2.4)

còn với j = n thì αj = αn = d− α1 và αj+1 = αn+1 = d+ α1, do đó

αj+1 − αj = 2α1 ≤ d và αj + αj+1 = 2d. (2.5)

Từ 2.2, 2.3 và 2.4 ta suy ra

(i+ kd)2 < (µd+ αj)
2 + d (2µd+ 2d) = (µd+ αj)

2 + 2d2 (µ+ 1) (2.6)

với mọi j ∈ {1, ..., n}. Từ 2.2 và Định nghĩa 2.1.2 ta có

(µd+ αj)
2≤ (kd− λ∗) (a+ kd)≤ (kd − λi) (a+ kd)− (a+ kd) .

Suy ra

(i+ kd)2 < (kd− λi) (a+ kd)− (a+ kd) + 2d2 (µ+ 1) . (2.7)

Áp dụng Bổ đề 2.1.3 ta có

(i+ kd)2 < (kd− λi)(a+ kd) + 2d2(µ+ 1)− (a+ kd) ≤ (kd− λi)(a+ kd)

≤
((⌊

i2 + λia

ad

⌋
+ k

)
d− λi

)
(a+ kd) .

Như vậy, theo Mệnh đề 2.1.1, Định lý được chứng minh.

Ta dự đoán rằng, chặn trên của 2g (SA) trong Định lý 2.1.5 sẽ trở thành

chặn trên đúng, nghĩa là nó sẽ là công thức tính 2g (SA) với một số nửa nhóm

SA nào đó. Hệ quả dưới đây cho ta một sự khẳng định chắc chắn cho dự đoán

trên với những nửa nhóm số chỉ sinh bởi hai phần tử (tức k = 1).

2.1.6 Hệ quả. Cho a và d ≥ 3 là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau.

Nếu a+ d > 4λ∗d3 thì

2g (〈a, a+ d〉) = h(a, d, 1).
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Chứng minh. Từ Định lý 2.1.5 ta có

2g(〈a, a+ d〉) ≤ (a− ((µ− 1)d+ αj+1))
2.

Đặt i = (µ− 1) d + αj+1 (khi đó λi = λ∗). Dựa vào Mệnh đề 2.1.1 và giả

thiết (i+ d)2 = (µd+αj +1)2 > (d−λ∗)(a+ d), hệ quả sẽ được chứng minh

nếu ta chỉ ra được

(a− i)2 /∈ 〈a, a+ d〉 .

Điều này tương đương với

(i+ d)2 >

((⌊
i2 + λia

ad

⌋
+ 1

)
d− λi

)
(a+ d)

hay

(d− λ∗)(a+ d) >

((⌊
i2 + λ∗a

ad

⌋
+ 1

)
d− λ∗

)
(a+ d).

Do đó ta cần chứng minh
⌊
i2+λ∗a
ad

⌋
= 0 hay nói cách khác i2+λ∗a

ad < 1. Thật

vậy, ta có

i2 = ((µ− 1)d+ αj + 1)2

= ((µd+ αj)− (d+ αj − αj + 1))2

= (µd+ αj)
2 − (d+ αj − αj + 1)((2µ− 1)d+ αj + αj + 1).

Ta có các nhận xét sau.

• d+ αj − αj+1 = d− 1− αj+1 + 1 + αj ≥ 2.

• (2µ− 1) d+ αj + αj+1 > (2µ− 1) d.

• a+ d > 4λ∗d3 ⇒ a+ d > (d− λ∗) d2.

• Từ chứng minh Định lý 2.1.5, ta suy ra µ ≥ 2(d− λ∗)− 1 ≥ 1, do đó

d− λ∗ < 1

2
(µ+ 1) < 2 (2µ− 1) .
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Từ những nhận xét trên, ta có

i2 < (µd+ αj)
2 − 2(2µ− 1)d

≤ (d− λ∗)(a+ d)− 2(2µ− 1)d

< (d− λ∗)(a+ d)− (d− λ∗)d = (d− λ∗)a.

Từ đó suy ra i2+λ∗a
ad < (d−λ∗)a+λ∗a

ad = 1 và Hệ quả đã được chứng minh.

Điều kiện a + d > 4λ∗d3 trong Hệ quả 2.1.6 là cần thiết không thể bỏ đi

được. Sau đây,chúng tôi chỉ ra ví dụ chứng tỏ điều này.

2.1.7 Ví dụ. Chẳng hạn với a = 2, d = 5, k = 1 thay số kiểm tra thấy điều

kiện a + d > 4λ∗d3 không được thỏa mãn. Nửa nhóm số trong trường hợp

này sẽ có dạng

S = 〈2, 7〉 = {0, 2, 4, 6, 7→}.

Do đó 2g(S) = 2g (〈2, 7〉) = 1.

Từ Định nghĩa 2.1.2 ta xác định được các λi ∈ {0, 1, 2, 3, 4} thỏa mãn

2λi + i2 ≡ 0 mod 5 với mọi i ∈ {0, 1, 2, 3, 4} như sau

λ0 = 0;λ1 = 2;λ2 = λ3 = 3;λ4 = 2

Do đó λ∗ = λαj
= λ2 = λ3 = 3 nên αj = 2 hoặc αj = 3. Ta xét điều kiện sau

với j là chỉ số duy nhất thỏa mãn và µ là số tự nhiên nào đó

(5µ+ αj)
2 ≤ (1.5− 3)(2 + 1.5) < (5µ+ αj+1)

2,

tương đương với

(5µ+ αj)
2 ≤ 14 < (5µ+ αj+1)

2.

Với αj = 2 hoặc αj = 3 và (5µ+ αj)
2 ≤ 14 ta suy ra µ = 0. Từ đó dẫn đến

α2
j+1 > 14 hay αj+1 ≥ 4.

Xét hai trường hợp.

Trường hợp 1. j < n.
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Ta có 4 ≤ αj+1 ≤ αn ≤ 4 từ đó suy ra αj+1 = αn = 4.

Với αj = 2 hoặc αj = 3 thì ta đều có αj < αj+1 do đó j không là chỉ số

duy nhất thỏa mãn điều kiện. Vậy trường hợp j < n loại.

Trường hợp 2 j = n.

Trong trường hợp này ta có

αj = d− α1

và

αj+1 = d+ α1.

Nếu αj = 2 thì α1 = 3 mâu thuẫn với α1 < αj với 1 ≤ j ≤ n. Vậy αj = 3

dẫn đến α1 = 2 và αj+1 = 5 + 2 = 7. Từ đó ta tính được

h(2, 5, 1) = (2− ((0− 1).5 + 7))2 = 0.

Nhận thấy 2g (〈2, 7〉) 6= h(2, 5, 1), tức là đẳng thức trong Hệ quả 2.1.6

không thỏa mãn. Tuy nhiên, các kết quả tiếp theo ở những mục sau, chúng ta

sẽ thấy rằng số các giá trị của a không thỏa mãn đẳng thức 2g (〈a, a+ d〉) =
h(a, d, 1) là hữu hạn đối với mỗi giá trị xác định của d.

2.2 Số Frobenius bình phương của nửa nhóm số 〈a, a + d〉
với d bé

Trong mục này chúng ta trình bày công thức tính 2g (〈a, a+ d〉) trong

trường hợp d = 3, 4, 5.

Đầu tiên, nếu 2g(〈a, a + d〉) 6= h(a, d, 1) thì từ Hệ quả 2.1.6 ta suy ra

a+ d ≤ 4λ∗d3. Nếu d là số nguyên dương bất kỳ thỏa mãn d ≥ 3 và với tính

chất λ∗ ≤ d− 1 thì ta suy ra được

2 ≤ a ≤ 4(d− 1)d3 − d.

Vì ta đang quan tâm đến những giá trị của a không thỏa mãn đẳng thức ở

Hệ quả 2.1.6 nên thật tự nhiên ta có định nghĩa sau đây.
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2.2.1 Định nghĩa. Cho d là một số nguyên dương bất kỳ thỏa mãn d ≥ 3

và gcd(a, d) = 1. Ký hiệu tập E(d) là tập các số tự nhiên a không thỏa mãn

đẳng thức ở Hệ quả 2.1.6, nghĩa là:

E(d) :=
{
a ∈ N\ {0, 1} | gcd(a, d) = 1; 2g(〈a, a+ d〉) 6= h(a, d, 1)

}
.

Dễ thấy rằng E(d) ⊂ [2, 4(d − 1)d3 − d] ∩ N. Với những giá trị d nhỏ,

3 ≤ d ≤ 12, [4] đã xác định được E(d) như bảng sau đây nhờ vào việc tính

toán trên các phần mềm máy tính

d |E(d)| E(d)
3 0 ∅
4 0 ∅
5 5 {2, 4, 13, 27, 32}
6 0 ∅
7 10 {2, 3, 4, 9, 16, 18, 19, 23, 30, 114}
8 5 {5, 9, 21, 45, 77}
9 5 {2, 4, 7, 8, 16}
10 14 {3, 9, 13, 23, 27, 33, 43, 123, 133, 143, 153, 163, 333, 343}
11 14 {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 14, 16, 18, 25, 36, 38, 47}
12 9 {13, 19, 25, 31, 67, 79, 139, 151, 235}

Với những giá trị nhỏ của d như đã nói ở trên, giá trị chính xác của 2g(〈a, a+
d〉) khi a ∈ E(d) được tính toán nhờ vào các phần mềm mà [4] đã đưa ra cho

ở bảng dưới đây.
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d a 2g(〈a, a+ d〉) d(a, d, 1)
5 2 1 0
5 4 1 22

5 13 102 9
5 27 212 202

5 32 262 252

7 2 1 52

7 3 22 0
7 4 52 62

7 9 72 62

7 16 142 132

7 18 172 162

7 19 142 132

7 23 212 202

7 30 282 272

7 114 1052 1042

8 5 42 32

8 9 102 122

8 21 162 152

8 45 362 352

8 77 642 632

9 2 32 42

9 4 32 62

9 7 62 112

9 8 62 42

9 16 92 122

10 3 22 72

10 9 72 122

10 13 102 92

10 23 202 192

10 27 262 252

10 33 302 292

d a 2g(〈a, a+ d〉) d(a, d, 1)
10 43 402 392

10 123 1102 1092

10 133 1202 1192

10 143 1302 1292

10 153 1402 1392

10 163 1502 1492

10 333 3102 3092

10 343 3202 3192

11 2 32 42

11 3 52 92

11 4 52 62

11 5 72 92

11 7 42 22

11 8 72 122

11 9 82 122

11 14 132 192

11 16 142 202

11 18 152 132

11 25 222 202

11 36 332 312

11 38 362 342

11 47 442 422

12 13 142 182

12 19 172 162

12 25 262 302

12 31 292 282

12 67 592 582

12 79 712 702

12 139 1252 1242

12 151 1372 1362

12 235 2152 2142

Với mỗi giá trị d ∈ {3, . . . , 12}, ta có thể thiết lập công thức để tính

2g(〈a, a + d〉) ngoài những giá trị cho trong bảng trên. Ngoài ra trong bảng

trên ta nhận thấy khi d = 3, 4, 5 thì tập E(d) = ∅, có nghĩa là ta có thể thiết

lập công thức tính 2g(〈a, a+ d〉) với mọi số nguyên a.

Dựa vào các phương pháp chứng minh ở Định lý 2.1.5 và Hệ quả 2.1.6 ta
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có kết quả sau về công thức tính 2g(〈a, a+ d〉) trong trường hợp d = 3.

2.2.2 Định lý. Cho a ≥ 3 là số nguyên dương không chia hết cho 3 và

S = 〈a, a+ 3〉. Khi đó,

2g(S) =



(a− (3b− 1))2 nếu hoặc (3b+ 1)2 ≤ a+ 3 < (3b+ 2)2và a ≡ 1 mod 3

hoặc (3b+ 1)2 ≤ 2(a+ 3) < (3b+ 2)2 và a ≡ 2 mod 3,

(a− (3b+ 1))2 nếu hoặc (3b+ 2)2 ≤ a+ 3 < (3b+ 4)2 và a ≡ 1 mod 3

hoặc (3b+ 2)2 ≤ 2(a+ 3) < (3b+ 4)2 và a ≡ 2 mod 3.

Chứng minh. Vì g(S) = (a− 1)(a+ 2)− 1 = a2 + a− 3 < (a+ 1)2 nên

2g(S) 6 (a− 1)2.

Theo Mệnh đề 2.1.1, ta có

(a− i)2 ∈ S ⇔ (i+ 3)2 6

(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+ 3). (2.8)

với i ∈ Z, λi ∈ {0, 1, 2} sao cho aλi + i2 ≡ 0 mod 3, nghĩa là

λi =


0 nếu i ≡ 0 mod 3 và a ≡ 1, 2 mod 3,

1 nếu i ≡ 1, 2 mod 3 và a ≡ 2 mod 3,

2 nếu i ≡ 1, 2 mod 3 và a ≡ 1 mod 3.

Ta xét 4 trường hợp sau đây.

Trường hợp 1. Giả sử a ≡ 1 mod 3 và (3b+ 1)2 ≤ a+ 3 < (3b+ 2)2.

Nếu i ≤ 3b− 2 thì

(i+ 3)2 ≤ (3b+ 1)2 ≤ a+ 3 ≤
(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+ 3).

Do đó, từ đẳng thức 2.8 ta suy ra (a− i)2 ∈ S.
Nếu i = 3b− 1, do b ≥ 1 ta có

i2 = (3b− 1)2 = 9b2 − 6b+ 1 < 9b2 + 6b− 2 = (3b+ 1)2 − 3 ≤ a.
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Vì 3b− 1 ≡ 2 mod 3 nên ta có

0 6
i2 + λia

3a
=
i2 + 2a

3a
< 1.

Do đó ⌊
i2 + λia

3a

⌋
= 0.

Hơn nữa, vì(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+ 3) = a+ 3 < (3b+ 2)2 = (i+ 3)2,

nên từ đẳng thức 2.8, ta suy ra (a− i)2 /∈ S.
Trường hợp 2. Giả sử a ≡ 1 mod 3 và (3b+ 2)2 6 a+ 3 < (3b+ 4)2.

Nếu i 6 3b− 1 thì

(i+ 3)2 = (3b+ 2)2 6 a+ 3 6

(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+ 3).

Do đó, theo 2.8, ta có (a− i)2 ∈ S.
Nếu i = 3b thì

(i+3)2 = (3b+3)2 6 3(3b+2)2 6 3(a+3) 6

(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+3).

Do đó, theo 2.8, ta có (a− i)2 ∈ S.
Nếu i = 3b+ 1, do b ≥ 1 nên ta có

i2 = (3b+ 1)2 = 9b2 + 6b+ 1 < 9b2 + 12b+ 1 = (3b+ 2)2 − 3 6 a.

Vì 3b+ 1 ≡ 1 mod 3 ta suy ra

0 6
i2 + λia

3a
=
i2 + 2a

3a
< 1

và do đó ⌊
i2 + λia

3a

⌋
= 0.
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Hơn nữa, vì(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+ 3) = a+ 3 < (3b+ 4)2 = (i+ 3)2,

nên theo đẳng thức 2.8, ta có (a− i)2 /∈ S.
Trường hợp 3. Giả sử rằng a ≡ 2 mod 3 và (3b+1)2 6 2(a+3) < (3b+2)2.

Nếu i 6 3b− 2 thì

(i+ 3)2 = (3b+ 1)2 6 2(a+ 3) 6

(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+ 3).

Do đó, từ đẳng thức 2.8 ta suy ra (a− i)2 ∈ S.
Nếu i = 3b− 1, do b ≥ 1 nên

i2 = (3b− 1)2 = 9b2 − 6b+ 1< 9b2 + 6b− 5 = (3b+ 1)2 − 6 6 2a.

Vì 3b− 1 ≡ 2 mod 3 nên ta suy ra

0 6
i2 + λia

3a
=
i2 + a

3a
< 1

và do đó ⌊
i2 + λia

3a

⌋
= 0.

Hơn nữa, vì(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+ 3) = 2(a+ 3) < (3b+ 2)2 = (i+ 3)2,

nên theo 2.8, ta có (a− i)2 /∈ S.
Trường hợp 4. Giả sử a ≡ 2 mod 3 và (3b+ 2)2 6 2(a+ 3) < (3b+ 4)2.

Nếu i 6 3b− 1 thì

(i+ 3)2 = (3b+ 2)2 6 2(a+ 3) 6

(
3

[
i2 + λia

3a

]
+ 3− λi

)
(a+ 3).

Do đó, theo 2.8, ta có (a− i)2 ∈ S.
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Nếu i = 3b thì a2 ∈ S khi b = 0 và b > 1 nên

(i+3)2 = (3b+3)2<
3

2
(3b+2)2 6 3(a+3) 6

(
3

⌊
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+3)

Do đó, từ đẳng thức 2.8, ta có (a− i)2 ∈ S.
Nếu i = 3b+ 1, do b > 1 nên

i2 = (3b+ 1)2 = 9b2 + 6b+ 1< 9b2 + 12b− 2 = (3b+ 2)2 − 6 6 2a.

Mặt khác, i2 = 1 < 2a khi b = 0 nên ta suy ra

0 6
i2 + λia

3a
=
i2 + a

3a
< 1.

Điều đó có nghĩa là ⌊
i2 + λia

3a

⌋
= 0.

Hơn nữa, vì(
3

[
i2 + λia

3a

⌋
+ 3− λi

)
(a+ 3) = 2(a+ 3) < (3b+ 4)2 = (i+ 3)2

nên theo 2.8, ta có (a− i)2 /∈ S.

Dựa vào cách chứng minh định lý trên, ta có thể chứng minh hai định lý

dưới đây với trường hợp d = 4, 5 một cách hoàn toàn tương tự.

2.2.3 Định lý. Cho a > 3 là một số nguyên lẻ và đặt S = 〈a, a+4〉. Khi đó

2g(S) =



(a− (4b− 1))2 nếu hoặc (4b+ 1)2 ≤ a+ 4 < (4b+ 2)2 và a ≡ 1 mod 4

hoặc (4b+ 1)2 ≤ 3(a+ 4) < (4b+ 3)2 và a ≡ 3 mod 4,

(a− (4b+ 1))2 nếu hoặc (4b+ 3)2 ≤ a+ 4 < (4b+ 5)2 và a ≡ 1 mod 4

hoặc (4b+ 3)2 ≤ 3(a+ 4) < (4b+ 5)2 và a ≡ 3 mod 4.
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2.2.4 Định lý. Cho a > 2 là một số nguyên không chia hết cho 5 và đặt

S = 〈a, a+ 5〉. Khi đó

2g(S) =



(a− (5b− 2))2 nếu hoặc (5b+ 2)2 ≤ a+ 5 < (5b+ 3)2 và a ≡ 4 mod 5

hoặc (5b+ 2)2 ≤ 2(a+ 5) < (5b+ 3)2 và a ≡ 2 mod 5,

(a− (5b− 1))2 nếu hoặc (5b+ 1)2 ≤ a+ 5 < (5b+ 4)2 và a ≡ 1 mod 5

hoặc (5b+ 1)2 ≤ 2(a+ 5) < (5b+ 4)2 và a ≡ 3 mod 5, a 6= 13,

(a− (5b+ 1))2 nếu hoặc (5b+ 4)2 ≤ a+ 5 < (5b+ 6)2 và a ≡ 1 mod 5

hoặc (5b+ 4)2 ≤ 2(a+ 5) < (5b+ 6)2 và a ≡ 3 mod 5,

(a− (5b+ 2))2nếu hoặc (5b+ 3)2 ≤ a+ 5 < (5b+ 7)2và a ≡ 4 mod 5, a 6= 4

hoặc (5b+ 3)2 ≤ 2(a+ 5) < (5b+ 7)2 và a ≡ 2 mod 5, a 6= 2, 27, 32.

2.3 Số Frobenius bình phương của nửa nhóm số S =

〈a, a + d〉 với d = 1, 2.

Định lý sau đây chúng ta trình bày công thức tính số Frobenius bình

phương cho nửa nhóm số có dạng 〈a, a+ 1〉 trong trường hợp a hoặc a + 1

không là số chính phương và a ≥ 2.

2.3.1 Định lý. Cho a là một số nguyên dương thỏa mãn b2 < a < a + 1 <

(b+ 1)2 với b là một số nguyên dương nào đó. Khi đó,

2g(〈a, a+ 1〉) = (a− b)2.

Chứng minh. Theo Hệ quả 1.2.8, ta có g(〈a, a+ 1〉) = a2 − a− 1 nên

(a− 1)2 6 g(〈a, a+ 1〉) < a2

và 2g(〈a, a+ 1〉) < a2.

Ta sẽ chứng minh rằng (a− i)2 ∈ 〈a, a+ 1〉 với mọi i ∈ {1, 2, . . . , b− 1}.
Đầu tiên, ta nhận thấy

(a− i)2 = a2 − 2ai+ i2 = (a− 2i)a+ i2 = (a− 2i− i2)a+ i2(a+ 1),
(2.9)
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với mọi số nguyên i. Do với mọi i ∈ {1, 2, . . . , b− 1}, ta có

a− 2i− i2 = a− i(i+ 2) > a− (b− 1)(b+ 1) = a− b2 + 1 > 0

và i2 > 0 nên từ 2.9, ta suy ra (a−i)2 ∈ 〈a, a+1〉 với mọi i ∈ {1, 2, . . . , b−1}.
Cuối cùng, vì a + 1 < (b + 1)2 (nghĩa là a− 2b− b2 < 0

)
và 0 < b2 < a

nên từ 2.9, ta có (a− b)2 /∈ 〈a, a+ 1〉.

2.3.2 Nhận xét. Sau đây chúng tôi đưa ra một cách chứng minh khác cho

định lý trên, khác với chứng minh trình bày trong [4].

Áp dụng Mệnh đề 2.1.1 với k = d = 1, ta có (a − i)2 ∈ 〈a, a + 1〉 khi và
chỉ khi (i+ 1)2 ≤ (a+ 1)

(⌊
i2

a

⌋
+ 1
)
. Ta xét hai trường hợp.

Trường hợp 1. Với i ≤ b− 1 ta có

(i+ 1)2 ≤ b2 < a+ 1 < (a+ 1)

(⌊
i2

a

⌋
+ 1

)
.

Do đó (a− i)2 ∈ 〈a, a+ 1〉 với i ≤ b− 1.

Trường hợp 2. Với i = b, do 0 < b2

a < 1 nên ta có
⌊
b2

a

⌋
= 0. Do đó

(i+ 1)2 = (b+ 1)2 > a+ 1 = (a+ 1) .1 = (a+ 1)

(⌊
i2

a

⌋
+ 1

)
tức là (a− i)2 /∈ 〈a, a+ 1〉.

Như vậy, (a − i)2 ∈ 〈a, a + 1〉 với mọi i ∈ {1, 2, . . . , b − 1} và (a− b)2 /∈
〈a, a+ 1〉. Do đó, 2g (〈a, a+ 1〉) = (a− b)2.

Tiếp theo, chúng ta trình bày công thức tính số Frobenius bình phương

của nửa nhóm số có dạng S = 〈a, a+ 2〉 với a > 3 là một số nguyên lẻ, a và

a+ 2 không là số chính phương.

2.3.3 Định lý. Cho số nguyên lẻ a > 3 thỏa mãn

(2b+ 1)2 < a < a+ 2 < (2b+ 3)2

với b là một số nguyên dương nào đó. Khi đó,

2g(〈a, a+ 2〉) = (a− (2b+ 1))2.
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Chứng minh. Theo Hệ quả 1.2.8, ta có g(〈a, a+2〉) = (a−1)(a+1)−1 = a2−2
nên

(a− 1)2 < g(〈a, a+ 2〉) < a2.

Từ đó ta suy ra
2g(〈a, a+ 2〉) < a2.

Ta sẽ chứng minh rằng (a− i)2 ∈ 〈a, a+ 2〉 với i ∈ 1, 2, . . . , 2b. Thật vậy,

với mọi số nguyên i, ta có

(a− 2i)2 = a2 − 4ai+ 4i2 = (a− 4i)a+ 4i2 =
(
a− 4i− 2i2

)
a+ 2i2(a+ 2).

(2.10)

Mặt khác, với mọi i ∈ {1, 2, . . . , b}, ta có

a−4i−2i2 = a−2i(i+2) > a−2i(2i+1) > a−(2i+1)2 > a−(2b+1)2 > 0

và do 2i2 > 0 nên từ 2.10, ta suy ra (a − 2i)2 ∈ 〈a, a + 2〉 với mọi i ∈
{1, 2, . . . , b}.

Hơn nữa, với mọi số nguyên i, ta có

(a− (2i+ 1))2 = a2 − 2a(2i+ 1) + (2i+ 1)2

= (a− 2(2i+ 1))a+ (2i+ 1)2

= (a− 4i− 3)a+ (2i+ 1)2 + a

=

(
a− 4i− 3− (2i+ 1)2 + a

2

)
a+

(2i+ 1)2 + a

2
(a+ 2)

=
a− 4i2 − 12i− 7

2
a+

(2i+ 1)2 + a

2
(a+ 2)

=
a+ 2− (2i+ 3)2

2
a+

(2i+ 1)2 + a

2
(a+ 2). (2.11)

Do đó, với mọi i ∈ {0, 1, . . . , b− 1} thì

a+ 2− (2i+ 3)2

2
>
a+ 2− (2b+ 1)2

2
> 0
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và
(2i+ 1)2 + a

2
> 0,

từ đó kết hợp với 2.11, ta suy ra (a− (2i+ 1))2 ∈ 〈a, a+ 2〉. Cuối cùng, vì

0 <
(2b+ 1)2 + a

2
< a

và
a+ 2− (2b+ 3)2

2
< 0

nên từ 2.11, ta có (a− (2b+ 1))2 /∈ 〈a, a+ 2〉.
Vì vậy ta có

2g(〈a, a+ 2〉) = (a− (2b+ 1))2.

2.3.4 Nhận xét. Chứng minh trên của Định lý 2.3.3 được trình bày trong

[4]. Sau đây, chúng tôi đưa ra một cách chứng minh khác cho định lý này.

Với i là số nguyên tùy ý, với định nghĩa của ký hiệu λi như trong Định

nghĩa 2.1.2, ta có

0 ≤ λi ≤ 1 và aλi + i2 ≡ 0 mod 2.

Do đó

λi =

{
0 khi i ≡ 0 mod 2,

1 khi i ≡ 1 mod 2.

Ta xét ba trường hợp

Trường hợp 1. Với i ≤ 2b− 1, ta có

(i+ 1)2 ≤ (2b+ 1)2 < a+ 2 = (a+ 2)

(
2

⌊
i2 + λia

2a

⌋
+ 2− λi

)
.

Do đó, theo Mệnh đề 2.1.1, (a− i)2 ∈ 〈a, a+ 1〉 với i ≤ 2b− 1.

Trường hợp 2. Với i = 2b, nghĩa là λi = 0, ta có

(i+ 2)2 = (2b+ 2)2 < 2(2b+ 1)2 < 2 (a+ 2) ≤ (a+ 2)

(
2

⌊
i2 + λia

2a

⌋
+ 2− λi

)
.
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Do đó, theo Mệnh đề 2.1.1, (a− i)2 ∈ 〈a, a+ 1〉 với i = 2b.

Trường hợp 3. Với i = 2b+ 1, nghĩa là λi = 1, ta có

0 <
i2 + λia

2a
=

(2b+ 1)2 + λia

2a
<
a+ a

2a
< 1.

Từ đó suy ra ⌊
i2 + λia

a

⌋
=

⌊
(2b+ 1)2 + a

2a

⌋
= 0.

Do đó

(i+ 2)2 = (2b+ 3)2 > (a+ 2) = (a+ 2)

(
2

⌊
i2 + λia

2a

⌋
+ 2− λi

)
.

Vì vậy, theo Mệnh đề 2.1.1 (a− i)2 /∈ 〈a, a+ 2〉.
Từ những chứng minh trên, ta suy ra

2g (〈a, a+ 1〉) = (a− (2b+ 1))2.
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KẾT LUẬN

Nội dung chính của luận văn là trình bày các kết quả trong bài báo [4] của

Jonathan Chappelon và Joge Luis Ramírez Alfonsín. Cụ thể là chúng tôi đã

trình bày được những nội dung sau đây.

1. Trình bày chứng minh cho một chặn trên của số Frobenius bình phương

của nửa nhóm số sinh bởi cấp số cộng với điều kiện cho trước (Định lý

2.1.5), đồng thời từ đó suy ra công thức tính số Frobenius bình phương

khi nửa nhóm số sinh bởi hai phần tử (Hệ quả 2.1.6). Trong phần này,

chúng tôi cũng có cải tiến một phần trong chứng minh của Định lý 2.1.5

(xem Nhận xét 2.1.4) và chỉ ra ví dụ chứng tỏ điều kiện đưa ra trong Hệ

quả 2.1.6 là không thể bỏ đi được (Ví dụ 2.1.7).

2. Trình bày công thức tính số Frobenius bình phương của nửa nhóm số

có dạng 〈a, a + d〉 với d = 3, 4, 5 (Định lý 2.2.2, Định lý 2.2.3, Định lý

2.2.4).

3. Trình bày và đưa ra một cách chứng minh khác cho công thức tính số

Frobenius bình phương của nửa nhóm số có dạng S = 〈a, a + 1〉 và
S = 〈a, a+ 2〉 (Định lý 2.3.1, Định lý 2.3.3).
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