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LÍI NÂI ��U

�i·u ki»n câ nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh, h» ph÷ìng tr¼nh v  h» b§t ph÷ìng

�¤i sè l  mët trong nhúng v§n �· quan trång trong �¤i sè, �°c bi»t chóng câ

nhi·u ùng döng trong c¡c b i to¡n thüc t¸. Cho �¸n nay ph¦n lîn c¡c k¸t qu£

�¤t �÷ñc l  cho tr÷íng hñp ph÷ìng tr¼nh �a thùc bªc k mët bi¸n sè. T¼nh

h¼nh trð n¶n phùc t¤p hìn n¸u chóng ta xem x²t v§n �· n y vîi h» ph÷ìng

tr¼nh, h» b§t ph÷ìng tr¼nh �a thùc nhi·u bi¸n. Do �â trong khuæn khê lu¥n

v«n n y chóng tæi nghi¶n cùu v· v§n �· tçn t¤i nghi»m cõa mët sè h» ph÷ìng

tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh bªc hai nhi·u bi¸n.

Tr¶n cì sð b i b¡o [6] v  c¡c t i li»u tham kh£o [8, 11, 7], chóng tæi lüa

chån �· t i: "�i·u ki»n tçn t¤i nghi»m cõa mët sè h» ph÷ìng tr¼nh,

b§t ph÷ìng tr¼nh bªc hai". Cö thº chóng tæi tªp trung v o t¼m hiºu c¡c

h» câ d¤ng sau

(B1) :

xTAx+ 2aTx+ a0 < 0

xTBx+ 2bTx+ b0 ≤ 0
; (B2) :

xTAx+ 2aTx+ a0 < 0

xTBx+ 2bTx+ b0 = 0
,

trong �â A,B l  c¡c ma trªn �èi xùng c§p n, a, b l  c¡c v²c tì trong Rn,

a0, b0 l  c¡c sè thüc.

Nëi dung luªn v«n �÷ñc chia ra th nh hai ch÷ìng:

Ch÷ìng 1. Ki¸n thùc chu©n bà

Ch÷ìng n y nh¬m möc �½ch tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc li¶n quan �¸n nëi

dung Ch÷ìng 2, chõ y¸u chóng tæi tham kh£o trong c¡c t i li»u [1, 2, 6, 3].
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Ch÷ìng 2. �i·u ki»n tçn t¤i nghi»m cõa mët sè h» ph÷ìng tr¼nh,

b§t ph÷ìng tr¼nh bªc hai

Ch÷ìng n y tr¼nh b y mët c¡ch câ h» thèng h÷îng ti¸p cªn b i to¡n b¬ng

vi»c sû döng t½nh ch§t cõa tªp £nh cõa ¡nh x¤ bªc hai d¤ng

F (x) = (xTAx+ aTx+ a0, x
TBx+ bTx+ b0).

Qua �â ùng döng v o b i to¡n t¼m �i·u ki»n c¦n v  �õ �º c¡c h» B1 v  B2

væ nghi»m.

Luªn v«n n y �÷ñc thüc hi»n d÷îi sü h÷îng d¨n cõa TS. Nguy¹n Húu

Quang, nh¥n dàp n y t¡c gi£ xin gûi líi c£m ìn �¸n th¦y gi¡o h÷îng d¨n.

T¡c gi£ công �÷ñc xin gûi líi c£m ìn �¸n c¡c nh  gi¡o, nh  khoa håc thuëc

Chuy¶n ng nh �¤i sè v  Lþ thuy¸t sè, Khoa To¡n håc, Tr÷íng S÷ ph¤m -

Tr÷íng �¤i håc Vinh �¢ nhi»t t¼nh gi£ng d¤y v  t¤o måi �i·u ki»n thuªn lñi

cho chóng tæi ho n th nh ch÷ìng tr¼nh håc tªp v  nghi¶n cùu.

Xin gûi líi c£m ìn tîi Ban gi¡m hi»u Tr÷íng THPT Chuy¶n L¶ Quþ �æn

�¢ t¤o �i·u ki»n v· thíi gian, tinh th¦n v  vªt ch§t cho chóng tæi �º ho n

th nh nhi»m vö håc tªp sau �¤i håc.

M°c dò t¡c gi£ �¢ h¸t sùc cè g­ng tr¼nh b y mët c¡ch chi ti¸t nhúng nëi

dung chuy¶n s¥u mët c¡ch ch°t ch³, nh÷ng vîi ki¸n thùc v  thíi gian câ h¤n

n¶n luªn v«n n y khæng tr¡nh khäi nhúng sai sât. T¡c gi£ r§t mong nhªn

�÷ñc sü gâp þ, ch¿ b£o cõa c¡c th¦y cæ gi¡o v  cõa c¡c b¤n håc vi¶n lîp sau

�¤i håc ng nh to¡n �º chóng tæi thu �÷ñc mët b£n luªn v«n ho n thi»n hìn.

Ngh» An, th¡ng 6 n«m 2022

T¡c gi£
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

1.1 C¡c kþ hi»u v  t½nh ch§t cì b£n

Cho tr÷îc mët tªp K ⊆ Rn, Bao �âng cõa K kþ hi»u l  K̄; Ph¦n trong cõa

K kþ hi»u l  IntK; Ph¦n trong t÷ìng �èi cõa K kþ hi»u l  riK; Bi¶n cõa

K kþ hi»u l  bdK; Ph¦n bò cõa K kþ hi»u l  C(K). Kþ hi»u ⟨·, ·⟩ l  t½ch væ

h÷îng trong Rn, tùc ⟨a, b⟩ = a⊤b vîi måi a, b ∈ Rn. Kþ hi»u K⊥ l  khæng

gian con bò trüc giao vîi K, ngh¾a l  K⊥ = {u ∈ Rn : ⟨u, v⟩ = 0 ∀v ∈ K};
trong tr÷íng hñp K = {u}, ta kþ hi»u K⊥ �ìn gi£n bði u⊥.

Cho tr÷îc ma trªn A cï m× n,A⊤ l  kþ hi»u cõa ma trªn chuyºn và cõa

A. Tªp t§t c¡c ma trªn �èi xùng c§p n �÷ñc kþ hi»u bði Sn.

Ta nâi r¬ng hai ma trªn A,B trong Sn câ t½nh ch§t ch²o hâa �÷ñc �çng

thíi, kþ hi»u SD (Simultaneous Diagonalization), n¸u tçn t¤i ma trªn khæng

suy bi¸n C sao cho c£ hai C⊤AC v  C⊤BC �·u câ d¤ng �÷íng ch²o.

Mët ma trªn �èi xùng A l  x¡c �ành d÷ìng, tùc ⟨Ax, x⟩ > 0 vîi måi

x ∈ Rn, x ̸= 0 (nûa x¡c �ành d÷ìng, tùc ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 vîi måi x ∈ Rn) �÷ñc

kþ hi»u bði A ≻ 0 (t÷ìng ùng A ⪰ 0). Tªp t§t c£ c¡c ma trªn x¡c �ành
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d÷ìng, nûa x¡c �ành d÷ìng �÷ñc kþ hi»u l¦n l÷ñt l  Sn
++ v  Sn

+.

Ta câ c¡c k¸t qu£ cì b£n v· ma trªn x¡c �ành d÷ìng v  nûa x¡c �ành

d÷ìng nh÷ sau.

�ành l½ 1.1.1. C¡c m»nh �· sau l  t÷ìng �÷ìng:

(1) Ma trªn �èi xùng A l  nûa x¡c �ành d÷ìng;

(2) Måi gi¡ trà ri¶ng cõa A l  khæng ¥m;

(3) Tçn t¤i ma trªn B sao cho A = BTB.

�ành l½ 1.1.2. C¡c m»nh �· sau l  t÷ìng �÷ìng:

(1) Ma trªn �èi xùng A l  x¡c �ành d÷ìng;

(2) Måi gi¡ trà ri¶ng cõa A l  d÷ìng;

(3) Tçn t¤i ma trªn B khæng suy bi¸n sao cho A = BTB.

�ành l½ 1.1.3 (Schur's complement). Cho A ≻ 0. Khi �â A B

BT C

 ⪰ 0 ⇐⇒ C −BTA−1B ⪰ 0.

�ành ngh¾a 1.1.4. C°p ma trªn A v  B �÷ñc gåi l  khæng suy bi¸n, kþ hi»u

l  (ND), n¸u

⟨Au, u⟩ = 0 = ⟨Bu, u⟩ =⇒ u = 0. (1.1)

1.2 Tªp afin

�ành ngh¾a 1.2.1. �÷íng th¯ng �i qua hai �iºm x1, x2 ∈ Rn l  tªp t§t c£

c¡c �iºm x câ d¤ng (xem H¼nh 1.2)

x = θx1 + (1− θ)x2 (θ ∈ R).
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Tªp afin l  tªp chùa t§t c£ c¡c �÷íng th¯ng �i qua hai �iºm cõa tªp �â.

V½ dö 1.2.2. Tªp t§t c£ c¡c nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh Ax = b

l  mët tªp afin. Ng÷ñc l¤i, cho tr÷îc tªp afin D, luæn tçn t¤i mët h» ph÷ìng

tr¼nh tuy¸n t½nh m  nâ câ tªp nghi»m l  D.

1.3 Tªp lçi

�ành ngh¾a 1.3.1. Mët tªp A ⊂ Rn �÷ñc gåi l  lçi n¸u måi t ∈ [0, 1] v 

x, y ∈ A th¼ tx+ (1− t)y công thuëc tªp A.

Nhªn x²t 1.3.2. Mët t½nh ch§t cì b£n nh÷ng kh¡ quan trång �º kiºm tra

t½nh lçi cõa tªp con A ⊂ Rn, (�÷ñc suy ra ngay tø �ành ngh¾a 1.3.1): tªp

A ⊂ Rn l  lçi n¸u v  ch¿ n¸u A∩Ha
u l  lçi vîi måi si¶u ph¯ng afin Ha

u ⊂ Rn.

Giao cõa mët hå c¡c tªp lçi trong Rn l  mët tªp lçi. Do �â tçn t¤i mët

tªp lçi b² nh§t chùa tªp con b§t ký A ⊂ Rn, nâ l  giao cõa t§t c£ c¡c tªp lçi

chùa A.

�ành ngh¾a 1.3.3. Bao lçi cõa mët tªp A ⊂ Rn l  tªp lçi b² nh§t trong Rn

chùa A, nâ �÷ñc kþ hi»u bði Conv(A).
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Nhªn x²t 1.3.4. �ành ngh¾a 1.3.3 suy ra r¬ng A l  lçi n¸u v  ch¿ n¸u

A = Conv(A). M°c dò nhªn x²t n y l  kh¡ hiºn nhi¶n nh÷ng nâ kh¡ húu

döng trong mët sè tr÷íng hñp, nâ cung c§p mët c¡ch �º kiºm tra t½nh lçi cõa

A ⊂ Rn.

Tø �ành ngh¾a cõa Conv(A), ta câ

Conv(A) =

{
m∑
i=1

λiai : ai ∈ A, λi ∈ R+,
m∑
i=1

λi = 1

}
. (1.2)

Tø (1.2) ta d¹ d ng suy ra r¬ng Conv(L(A)) = L(Conv(A)) �óng cho vîi

måi ¡nh x¤ tuy¸n t½nh L : Rn → Rm v  måi A ⊂ Rn.

Bê �· sau nâi v· mët sè t½nh ch§t li¶n quan �¸n tªp lçi v  bao lçi.

Bê �· 1.3.5. Gi£ sû A ⊂ Rn, khi �â

(i) N¸u A l  tªp compact th¼ Conv(A) công l  tªp compact;

(ii) N¸u A l  lçi th¼ bao �âng cõa nâ công lçi;

(iii) N¸u A l  lçi v  câ ph¦n trong kh¡c réng th¼ ph¦n trong cõa A công

l  mët tªp lçi.

1.4 Nân

�ành ngh¾a 1.4.1. Tªp hñp K ⊂ Rn �÷ñc gåi l  nân n¸u vîi måi λ ∈ R+

v  måi x ∈ K, λx công thuëc tªp K.

Nhªn x²t 1.4.2. Cho tr÷îc tªp K b§t ký, ta �°t cone(K)
.
=
⋃

t≥0 tK, d¹

th§y cone(K) l  c¡i nân b² nh§t chùa K v  cone(K)
.
=
⋃
tK. Trong tr÷íng

hñp K l  tªp mët �iºm {u}, ta kþ hi»u coneK = R+u v  Ru .
= {tu : t ∈ R}.
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�ành ngh¾a 1.4.3. Nân �èi cüc cõa K, kþ hi»u K∗, l  tªp �÷ñc x¡c �ành

nh÷ sau

K∗ .
= {ξ ∈ Rn : ⟨ξ, a⟩ ≥ 0 ∀a ∈ K} .

Tªp lçi K �÷ñc gåi l  nhån n¸u P ∩ (−P ) = {0}.

1.5 �nh x¤ bªc hai

Cho tr÷îc mët h m bªc hai d¤ng

f(x) = ⟨Ax, x⟩+ ⟨a, x⟩+ k1

trong �â A ∈ Sn, a ∈ Rn v  k1 ∈ R, ta �°t

fH(x)
.
= ⟨Ax, x⟩, fL(x)

.
= ⟨a, x⟩.

N¸u g(x) l  mët h m bªc hai kh¡c

g(x) = ⟨Bx, x⟩+ ⟨b, x⟩+ k2,

trong �â B ∈ Sn, b ∈ Rn v  k2 ∈ R, ta �°t

zu,v
.
=

 ⟨Au, v⟩
⟨Bu, v⟩

 , FH(u)
.
=

 fH(u)

gH(u)

 . (1.3)

K¸t qu£ sau �¥y li¶n quan �¸n tªp £nh cõa ¡nh x¤ thu¦n nh§t bªc hai.

�ành l½ 1.5.1 ([8], �ành lþ 1). Vîi m ≥ 2 th¼ tªp FH (Rn) l  mët nân lçi.

Hìn núa, n¸u (1.1) �¤t �÷ñc th¼ ho°c FH (Rn) = R2 ho°c FH (Rn) l  �âng v 

l  c¡i nân nhån.

10



Vîi f(x), g(x) l  c¡c h m bªc hai têng qu¡t th¼ tªp F (Rn) trong �â

F (x) = (f(x), g(x))T câ thº khæng lçi, v½ dö sau �¥y kh¯ng �ành �i·u n y.

V½ dö 1.5.2. Xem x²t f (x1, x2) = x1 + x2 − x21 − x22 − 2x1x2, g (x1, x2) =

x21 + x22+ 2x1x2 − 1, v  ta x¡c �ành tªp

M
.
=
{
(f (x1, x2) , g (x1, x2)) ∈ R2 : (x1, x2) ∈ R2

}
.

Rã r ng (0, 0) = (f(0, 1), g(0, 1)) ∈ M v  (−2, 0) = (f(−1, 0), g(−1, 0)) ∈
M , nh÷ng (−1, 0) = 1

2(0, 0) +
1
2(−2, 0) /∈ F

(
R2
)
. Ta th§y ngay r¬ng

FH

(
R2
)
= R+(−1, 1), and F

(
R2
)
=
{(

t− t2, t2 − 1
)
: t ∈ R

}
.

Mët v½ dö kh¡c, V½ dö 2.2.3, trong �â

F
(
R2
)
=
{
(0, 0} ∪

[
R2\(R× {0})

]
, FH

(
R2
)
= R× {0} .

Chó þ r¬ng F
(
R2
)
+ R+d v¨n khæng lçi, trong �â −d ∈ bd FH

(
R2
)
=

FH

(
R2
)
.

1.6 Ma trªn gi£ nghàch �£o Moore�Penrose

�ành ngh¾a 1.6.1. Cho tr÷îc ma trªn A cï m× n, ma trªn gi£ nghàch �£o

cõa A, kþ hi»u A+, l  ma trªn thäa m¢n �çng thíi bèn �i·u ki»n sau �¥y

(P1) AA+A = A;

(P2) A+AA+ = A+;

(P3) (AA+)T = AA+;

(P4) (A+A)T = A+A.
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�ành l½ 1.6.2 ([4]). Vîi måi ma trªn A, ma trªn gi£ nghàch �£o A+ luæn tçn

t¤i v  duy nh§t v  nâ �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

A+ = lim
δ→0

(
ATA+ δ2I

)−1
AT

= lim
δ→0

AT
(
AAT + δ2I

)−1
.

V½ dö 1.6.3. Cho ma trªn A =


1 0 0

0 1 1

1 1 1

, d¹ th§y r¬ng A l  mët ma trªn

suy bi¸n, do �â khæng tçn t¤i A−1, nh÷ng ma trªn gi£ nghàch �£o cõa nâ l 

A+ =
1

6


4 −2 2

−1 2 1

−1 2 1

 .
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Ch÷ìng 2

�i·u ki»n câ nghi»m cõa

mët sè h» ph÷ìng tr¼nh

Cho �¸n nay câ nhi·u h÷îng �º ti¸p cªn b i to¡n �i·u ki»n tçn t¤i nghi»m

cõa c¡c h» ph÷ìng tr¼nh b§t ph÷ìng tr¼nh bªc hai câ d¤ng sau:

(B1) :

f(x) = xTAx+ 2aTx+ a0 < 0

g(x) = xTBx+ 2bTx+ b0 ≤ 0
; (2.1)

(B2) :

f(x) = xTAx+ 2aTx+ a0 < 0

g(x) = xTBx+ 2bTx+ b0 = 0
, (2.2)

trong �â A,B l  c¡c ma trªn �èi xùng c§p n, a, b l  c¡c v²c tì trong Rn,

a0, b0 l  c¡c sè thüc.

Chóng tæi chån t¼m hiºu c¡ch ti¸p cªn thæng qua £nh cõa ¡nh x¤ �a thùc

bªc hai F : Rn −→ R2, F (x) = (f(x), g(x)).
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2.1 C¡c k¸t qu£ li¶n quan �¸n SD and ND

Trong ph¦n n y chóng tæi dòng c¡c kþ hi»u sau: u = (u1, u2) ∈ R2, �°t

u⊥
.
= (−u2, u1), khi �â ∥u∥ = ∥u⊥∥ v  ⟨u⊥, u⟩ = 0.

M»nh �· 2.1.1. Cho tr÷îc u, v ∈ R2. Ta câ c¡c kh¯ng �ành sau

(a) ⟨v⊥, u⟩ = −⟨u⊥, v⟩ ;
(b) ⟨v⊥, u⟩ ≠ 0 ⇐⇒ {u, v} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh;

(c) Gi£ sû {u, v} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh th¼

(c1) h = t1u+ t2v, t2 ≥ 0 (t÷ìng ùng t2 > 0) ⇐⇒ ⟨u⊥, v⟩ ⟨u⊥, h⟩ ≥ 0 (t÷ìng

ùng > 0);

(c2) h = t1u+t2v, t1 ≥ 0, t2 ≥ 0 ⇐⇒ ⟨u⊥, v⟩ ⟨u⊥, h⟩ ≥ 0 v  ⟨v⊥, u⟩ ⟨v⊥, h⟩ ≥
0;

Bê �· sau �¥y r§t húu ½ch trong vi»c nghi¶n cùu £nh cõa ¡nh x¤ �a thùc

bªc hai.

Bê �· 2.1.2. Gi£ sû X l  mët tªp con kh¡c réng cõa Rn, h ̸= 0 v  h1 l 

mët ph¦n tû cõa R2 sao cho

F (X) + Rh+ R+h1 ⊆ F (Rn) . (2.3)

Khi �â F (Rn) l  lçi n¸u mët trong c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

(a) {h1, h} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh v  X̄ = Rn;

(b) {h1, h} l  phö thuëc tuy¸n t½nh v  X = Rn.

Chùng minh. Gi£ sû 0 < t < 1 v  x, y ∈ Rn vîi F (x) ̸= F (y). Ta s³ chùng

minh �¯ng thùc sau l  �óng

ft
.
= tF (x) + (1− t)F (y) ∈ F (Rn) .
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(a): Bði gi£ thi¸t ⟨h⊥, h1⟩ ̸= 0, v  do �â, tø (2.3) v  M»nh �· 2.1.1 ta câ,

vîi måi x0 ∈ X,

H (x0)
.
= {u : ⟨h⊥, h1⟩ ⟨h⊥, u− F (x0)⟩ > 0} ⊆ F (Rn) . (2.4)

Bê �· l  �óng n¸u ta chùng minh �÷ñc:

ft
.
= tF (x) + (1− t)F (y) ∈ H (x0) ,

vîi x0 n o �â trong X.

Ta x²t 2 tr÷íng hñp �°c bi»t (a1) : ⟨h⊥, h1⟩ ⟨h⊥, F (y)− F (x)⟩ > 0 (tr÷íng

hñp "<" �÷ñc thüc hi»n t÷ìng tü). V¼

⟨h⊥, h1⟩ ⟨h⊥, ft − F (x)⟩ > 0,

bði t½nh trò mªt v  li¶n töc, ta câ x̄ ∈ X g¦n x sao cho ft ∈ H(x̄), v  do �â

ft ∈ F (Rn) nhªn �÷ñc tø (2.4).

(a2) : ⟨h⊥, h1⟩ ⟨h⊥, F (y)− F (x)⟩ = 0. Ta xem x²t h m sè q1 : R → R2 v 

q : R → R x¡c �ành bði

q1(λ)
.
= F (λx+ (1− λ)y), q(λ)

.
= ⟨h⊥, h1⟩ ⟨h⊥, q1(λ)− F (x)⟩ .

Rã r ng q l  h m bªc hai thäa m¢n q(0) = q(1) = 0. Tr÷îc ti¶n ta xem x²t

tr÷íng hñp q ≡ 0. Bði t½nh li¶n töc, q1([0, 1]) l  tªp li¶n thæng n¬m trong

�÷íng th¯ng F (x)+Rh �i qua F (x) v  F (y). Do �â, ft ∈ q1([0, 1]) ⊆ F (Rn).

B¥y gií ta x²t tr÷íng hñp q ̸≡ 0. Khi �â tçn t¤i λ1 ∈ R thäa m¢n

q (λ1) < 0, ngh¾a l , ⟨h⊥, h1⟩ ⟨h⊥, F (λ1x+ (1− λ1) y)− ft⟩ =
⟨h⊥, h1⟩ ⟨h⊥, F (λ1x+ (1− λ1) y)− F (x)⟩ < 0.
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Do �â bði l§y x̄ ∈ X g¦n λ1x+ (1− λ1) y, ta câ

⟨h⊥, h1⟩ ⟨h⊥, ft − F (x̄)⟩ > 0,

v  dâ �â, bði (2.4), ta câ ft ∈ F (Rn).

(b) : V¼ {h1, h} l  phö thuëc tuy¸n t½nh, n¶n (2.3) câ ngh¾a r¬ng vîi måi

x0 ∈ X,

H0 (x0)
.
=
{
u ∈ R2 : ⟨h⊥, u− F (x0)⟩ = 0

}
⊆ F (Rn) .

Gi£ sû q(λ) = ⟨h⊥, F (λx+ (1− λ)y)− ft⟩ th¼ q l  li¶n töc v  q(0) =

t ⟨h⊥, F (y)− F (x)⟩ , q(1) = (1 − t) ⟨h⊥, F (x)− F (y)⟩. Ta nhªn th§y r¬ng

ho°c q(0) = 0 = q(1) ho°c q(0)q(1) < 0. Trong tr÷íng hñp thù nh§t q(λ) = 0

vîi måi λ ∈ R, v  do �â ft ∈ F (Rn). Vîi tr÷íng hñp thù hai, ta câ λ0 ∈( 0, 1 )
sao cho q (λ0) = 0, �i·u n y d¨n �¸n ft ∈ H0 (λ0x+ (1− λ0) y) ⊆ F (Rn). □

M»nh �· 2.1.3. Cho c¡c kh¯ng �ành sau:

(a) FH

(
R2
)
= R2;

(b) A v  B câ t½nh ch§t ND;

(c) FH

(
R2
)
l  �âng.

Khi �â ta câ mèi li¶n h» sau (a) =⇒ (b) =⇒ (c).

Chùng minh. (a) ⇒ (b) : Gi£ sû u ∈ R2 thäa m¢n FH(u) = 0. Gi£ sû

ng÷ñc l¤i u ̸= 0, l§y v ∈ R2 sao cho {u, v} l  phö thuëc tuy¸n t½nh, ta câ vîi

α, β ∈ R,

FH(αu+ βv) = α2FH(u) + β2FH(v) + 2αβzu,v.

Do �â FH

(
R2
)
⊆ R+FH(v)+Rzu,v, �i·u n y l  khæng thº n¸u FH

(
R2
)
= R2.
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(b) ⇒ (c) : Gi£ sû FH (xk) l  mët d¢y sao cho FH (xk) → z. N¸u ∥xk∥ l 

bà ch°n, th¼ ta câ �i·u ph£i chùng minh. N¸u ∥xk∥ khæng bà ch°n, ta luæn câ

thº gi£ sû r¬ng ∥xk∥ → +∞ v  xk

∥xk∥ → u. Do �â ∥u∥ = 1 v 

1

∥xk∥2
FH (xk) = FH

(
xk
∥xk∥

)
→ FH(u) = 0,

bði gi£ thi¸t, u = 0, �i·u n y m¥u thu¨n. □

V½ dö 2.1.4 sau �¥y ch¿ ra r¬ng (a) =⇒ (b) câ thº khæng �óng cho khæng

gian câ chi·u lîn hìn 2. Tuy nhi¶n, vîi n ≥ 3, tø (a) suy ra sü tçn t¤i

u ∈ Rn, u ̸= 0, sao cho FH(u) = 0, xem h» qu£ [[9], p. 401]. Chó þ r¬ng (b)

=⇒ (c) v¨n cán �óng cho c¡c khæng gian câ sè chi·u cao hìn 2, xem [9, �ành

lþ 6].

V½ dö 2.1.4. Gi£ sû

A =


1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 , B =


0 0 0

0 1 0

0 0 −1

 .

Khi �â, FH

(
R3
)
= R2, nh÷ng A v  B khæng câ t½nh ch§t ND.

K¸t qu£ sau �¥y cung c§p mët t½nh ch§t cho c°p ma trªn câ t½nh ch§t

ch²o hâa �÷ñc �çng thíi (kþ hi»u l  SD), trong khæng gian 2 chi·u.

�ành l½ 2.1.5. C¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) A v  B l  ch²o hâa �÷ñc �çng thíi;

(b) ∃ u, v ∈ R2 sao cho FH

(
R2
)
= R+u+ R+v;

(c) FH

(
R2
)
l  �âng v  FH

(
R2
)
̸= R2.
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Chùng minh (a) =⇒ (b): Bði gi£ thi¸t, tçn t¤i c¡c v²c tì �ëc lªp tuy¸n t½nh

x, y ∈ R2, sao cho zx,y = 0. Do �â, FH

(
R2
)
= {FH(αx+ βy) : α, β ∈ R}.

Tø ph÷ìng tr¼nh FH(αx+ βy) = α2FH(x) + β2FH(y) ta câ �i·u ph£i chùng

minh.

(b) =⇒ (c): l  hiºn nhi¶n.

(c) =⇒ (a): Ta bi¸t r¬ng FH

(
R2
)
l  mët nân lçi. Tr÷îc h¸t ta kiºm

tra r¬ng FH

(
R2
)
khæng thº l  mët nûa khæng gian. Thªt vªy, gi£ sû r¬ng

FH

(
R2
)
=
{
y ∈ R2 : ⟨p, y⟩ ≥ 0} vîi p ∈ R2, p ̸= 0. Do �â tçn t¤i u, v ∈ R2

sao cho FH(u) = p⊥ v  FH(v) = −p⊥, �i·u n y suy ra r¬ng {u, v} l  �ëc

lªp tuy¸n t½nh. V¼ FH(αu + βv) = α2FH(u)+ β2FH(v) + 2αβzu,v vîi måi

α, β ∈ R, ta câ 2αβ ⟨p, zu,v⟩ ≥ 0 vîi måi α, β ∈ R. Do �â ⟨p, zu,v⟩ = 0, n¶n

ta câ FH

(
R2
)
=
{
y ∈ R2 : ⟨p, y⟩ = 0

}
. Do �â, tªp hñp FH

(
R2
)
thuëc mët

trong c¡c d¤ng: (i) gèc tåa �ë {0}; (ii) mët nûa �÷íng th¯ng; (iii) mët nân

nhån, (iv) mët �÷íng th¯ng.

(i): Ta d¹ d ng l§y �÷ñc hai v²c tì �ëc lªp tuy¸n t½nh u v  v. Thªt vªy,

v¼ FH(u) = FH(v) = FH(u+ v) = 0, ta câ zu,v = 0.

(ii): Gi£ sû r¬ng FH

(
R2
)
= R+p, v  l§y u ∈ R2 sao cho FH(u) = p, v 

chån v ∈ R2 sao cho {u, v} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh. Vîi zu,v ̸= 0, ta thüc hi»n

nh÷ sau. V¼ FH(u+ v) = FH(u) + FH(v) + 2zu,v, ta câ 0 = ⟨p⊥, zu,v⟩, suy ra

r¬ng zu,v = λp vîi λ ∈ R. �i·u n y suy ra r¬ng zu,v−λu = 0 vîi {u, v − λu}
l  �ëc lªp tuy¸n t½nh, and do �â t½nh ch§t SD �¤t �÷ñc.

(iii): Ta câ, vîi c°p v²c tì �ëc lªp tuy¸n t½nh p, q (xem M»nh �· 2.1.1):

FH

(
R2
)
= R+p+ R+q = {z : ⟨p⊥, q⟩ ⟨p⊥, z⟩ ≥ 0, ⟨q⊥, p⟩ ⟨q⊥, z⟩ ≥ 0} (2.5)

vîi t½nh ch§t ⟨p⊥, q⟩ = −⟨q⊥, p⟩ ≠ 0. L§y u, v trong R2 thäa m¢n FH(u) = p,

FH(v) = q. �i·u n y suy ra u v  v l  �ëc lªp tuy¸n t½nh. Tø (2.5), ta câ,
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⟨p⊥, q⟩ ⟨p⊥, FH(tu+ v)⟩ ≥ 0, vîi måi t ∈ R. Do �â ⟨p⊥, zu,v⟩ = 0. T÷ìng tü

ta câ ⟨q⊥, zu,v⟩ = 0. Do �â zu,v = 0, �i·u ph£i chùng minh.

(iv): Tr÷íng hñp n y t÷ìng tü (ii). L§y u, v ∈ R2 sao cho FH(u) =

p⊥, FH(v) = −p⊥, �i·u n y suy ra {u, v} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh. Do �â {u, v−
λu} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh vîi λ n o �â trong R v  zu,v−λu = 0. □

V½ dö sau ch¿ ra r¬ng trong �ành lþ tr¶n u v  v khæng nh§t thi¸t ph£i �ëc lªp

tuy¸n t½nh; V½ dö 2.1.4 cho th§y r¬ng (a) khæng suy ra �÷ñc (b) trong khæng

gian câ chi·u lîn hìn 2, v¼ R2 = FH

(
R3
)
= R+(1, 0)+R+(0, 1)+R+(−1,−1),

l  rã r ng t½nh ch§t SD �¤t �÷ñc cho c°p A v  B; trong khi �â V½ dö 2.1.7

cho th§y t½nh ch§t �âng cõa tªp FH

(
R2
)
câ thº khæng �¤t �÷ñc, suy ra

(c) =⇒ (a) câ thº sai.

V½ dö 2.1.6. Vîi

A =

 0 1

1 0

 , B = 0, C =

 1 1

−1 1



Ta câ C⊤AC =

 −2 0

0 2

 câ d¤ng ch²o. D¹ d ng th§y r¬ng

FH

(
R2
)
= R+(1, 0) + R+(−1, 0) = R× {0}.

V½ dö 2.1.7. X²t tr÷íng hñp

A =

 1 1

1 1

 , B =

 1 0

0 −1

 .

Ta câ

FH (x1, x2) = (x1 + x2)
2 (1, 0) +

(
x21 − x22

)
(0, 1),
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v  FH

(
R2
)
= (R++ × R) ∪ {(0, 0)}, nh÷ng nâ khæng �âng v  rã r ng c°p A

v  B khæng ch²o hâa �÷ñc �çng thíi.

�ành l½ 2.1.8. C¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) T½nh ch§t ND �¤t �÷ñc cho c°p A v  B;

(b) KerA ∩ KerB = {0} v  FH

(
R2
)
l  mët tªp �âng kh¡c �÷íng th¯ng,

trong �â KerA,KerA t÷ìng tùng l  h¤t nh¥n cõa ma trªn A,B.

Chùng minh (a) =⇒ (b): ph¦n �¦u cõa (b) l  hiºn nhi¶n v  t½nh �âng cõa

FH

(
R2
)
l  h» qu£ cõa M»nh �· 2.1.3. �i·u cán l¤i c¦n chùng minh FH

(
R2
)

l  kh¡c �÷íng th¯ng.

N¸u FH

(
R2
)

= R2, ta câ �i·u ph£i chùng minh; do �â gi£ sû r¬ng

FH

(
R2
)
̸= R2. Bði �ành lþ 2.1.5, tçn t¤i u, v ∈ R2, �ëc lªp tuy¸n t½nh,

sao cho zu,v = 0. Ngh¾a l  FH(αu + βv) = α2FH(u) + β2FH(v) vîi måi

α, β ∈ R.

Rã r ng FH(u) ̸= 0 ̸= FH(v), v  n¸u FH(u) = −λ2FH(v) vîi λ ̸= 0, th¼

FH(u + λv) = 0. Do �â u + λv = 0, �i·u n y khæng thº �¤t �÷ñc, do �â

FH(u) ̸= −λ2FH(v) vîi måi λ ̸= 0. N¶n FH

(
R2
)
= {α2FH(u) + β2FH(v) :

α, β ∈ R} khæng l  �÷íng th¯ng.

(b) =⇒ (a) : V¼ FH

(
R2
)
l  �âng, bði �ành lþ 2.1.5, ho°c FH

(
R2
)
= R2

ho°c t½nh ch§t SD �¤t �÷ñc. Tr÷íng hñp thù nh§t, M»nh �· 2.1.3 suy ra r¬ng

(a) thäa m¢n. Gi£ sû r¬ng t½nh ch§t SD �¤t �÷ñc cho c°p A,B, tùc tçn t¤i

u, v ∈ R2, �ëc lªp tuy¸n t½nh, sao cho zu,v = 0. Gi£ sû w ∈ R2 thäa m¢n

FH(w) = 0, ta kh¯ng �ành r¬ng w = 0. Bði c¡ch vi¸t w = λ1u + λ2v vîi

λi ∈ R, i = 1, 2, ta câ FH(w) = λ2
1FH(u) + λ2

2FH(v). Chóng ta chia ra c¡c

t¼nh huèng sau.

N¸u FH(u) = 0 (t÷ìng ùng FH(v) = 0), th¼ ⟨Au, u⟩ = 0 v  ⟨Bu, u⟩ = 0
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(t÷ìng ùng ⟨Av, v⟩ v  ⟨Bv, v⟩ = 0), nâ k²o theo ⟨Au, v⟩ = 0 v  ⟨Bu, v⟩ = 0,

cho ph²p ta suy ra Au = 0 = Bu (t÷ìng ùng Av = 0 = Bv ). Nâ cho th§y

r¬ng u = 0 (t÷ìng ùng v = 0), �i·u n y l  khæng thº.

B¥y gií ta xem x²t FH(u) ̸= 0 ̸= FH(v). Gi£ sû, ng÷ñc l¤i r¬ng λi ̸= 0

vîi i = 1, 2. Khi �â, tø FH(w) = λ2
1FH(u) + λ2

2FH(v) = 0, ta câ FH(u) =

−λFH(v) vîi λ > 0. �i·u n y suy ra r¬ng FH

(
R2
)
=
{
α2FH(u) + β2FH(v) : α, β ∈

R} l  mët �÷íng th¯ng, m¥u thu¨n. Do �â λi = 0 vîi i = 1, 2, v  do �â w = 0,

chùng minh �÷ñc ho n th nh. □

Vîi chùng minh t÷ìng tü nh÷ �ành lþ tr¶n, ta câ k¸t qu£ sau nâi v· mèi

li¶n h» giúa ND v  SD.

H» qu£ 2.1.9. C¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) FH

(
R2
)
̸= R2 v  t½nh ch§t ND �¤t �÷ñc cho A v  B;

(b) ker A∩ ker B = {0}, FH

(
R2
)
kh¡c �÷íng th¯ng v  c°p A, B câ t½nh

ch§t SD;

(c) ∃ (λ1, λ2) ∈ R2 sao cho λ1A+ λ2B ≻ 0.

Chùng minh (a) =⇒ (b) l  h» qu£ cõa �ành lþ 2.1.5 v  �ành lþ 2.1.8; chi·u

ng÷ñc l¤i �÷ñc suy ra tø �ành lþ tr÷îc. Sü t÷ìng �÷ìng giúa (a) v  (c) nhªn

�÷ñc tø [6, H» qu£ 1], vîi n ≥ 2.

2.2 �i·u ki»n câ nghi»m cõa mët sè h» ph÷ìng

tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh bªc hai

Ph¦n �¦u cõa möc n y d nh cho vi»c nghi¶m cùu £nh cõa ¡nh x¤ bªc hai

d¤ng F (x) = (f(x), g(x)) (�ành lþ 2.2.16). Ta �°t

f(x)
.
= ⟨Ax, x⟩+ ⟨a, x⟩, g(x) .

= ⟨Bx, x⟩+ ⟨b, x⟩ (2.6)
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v  F (x) = (f(x), g(x)), ta câ F (0) = (0, 0).

Chóng ta b­t �¦u vîi k¸t qu£ �ìn gi£n nh÷ng kh¡ húu ½ch sau �¥y.

M»nh �· 2.2.1. Gi£ sû u ∈ Rn, u ̸= 0 khi �â

(a) F (Ru) =
{
α2FH(u) + αFL(u) : α ∈ R

}
;

(b) coF (Ru) = F (Ru) + R+FH(u), trong �â coF (Ru) l  tªp lçi b² nh§t

chùa F (Ru).

Chùng minh (a) l  hiºn nhi¶n v  (b) l  h» qu£ cõa b§t �¯ng thùc sau:

tF (αu) + (1− t)F (βu) =
[
tα2 + (1− t)β2

]
FH(u) + [tα + (1− t)β]FL(u)

=
[
(tα + (1− t)β)2 +

(
t− t2

)
(α− β)2

]
FH(u) + [tα + (1− t)β]FL(u)

= F ((tα + (1− t)β)u) +
(
t− t2

)
(α− β)2FH(u). (2.7)

□

Bê �· 2.2.2. Gi£ sû u ∈ Rn, u ̸= 0 v  0 ̸= d ∈ R2. Ta câ c¡c kh¯ng �ành

sau:

(a) N¸u {FH(u), FL(u)} l  phö thuëc tuy¸n t½nh th¼ F (Ru) l  tªp lçi.

(b) Gi£ sû {FH(u), FL(u)} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh th¼

(b1) n¸u d = FH(u) th¼ F (Ru) + R+d = coF (Ru) + R+d = coF (Ru);

(b2) n¸u d = −FH(u) th¼

F (Ru) + R+d = F (Ru) ∪ C(coF (Ru)) = C(coF (Ru)) ̸= coF (Ru) + R+d

(b3) n¸u {d, FH(u)} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh th¼ F (Ru) + R+d = coF (Ru) +

R+d ̸= coF (Ru).
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Chùng minh. Ta vi¸t F (tu) = t2FH(u) + tFL(u).

(a): trong tr÷íng hñp n y tªp F (Ru) ho°c l  mët �iºm ho°c l  mët tia,

do �â nâ lçi.

(b1): Tø M»nh �· 2.2.1, ta câ

co (F (Ru) + R+d) = coF (Ru) + R+d = F (Ru) + R+FH(u) + R+d, (2.8)

tø t½nh lçi cõa F (Ru) + R+d �¤t �÷ñc n¸u d = FH(u).

(b2): Ta câ c¡c ph÷ìng tr¼nh sau, do t½nh �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa {FH(u), FL(u)} :

coF (Ru) =

{
3∑

i=1

λiF (αiu) :
3∑

i=1

λi = 1, λi ≥ 0, αi ∈ R

}

=

{
3∑

i=1

λiα
2
iFH(u) +

3∑
i=1

λiαiFL(u) : λi ≥ 0,
3∑

i=1

λi = 1, αi ∈ R

}
=
{
αFH(u) + βFL(u) : α ≥ β2, α, β ∈ R

}
. (2.9)

Do �â C(coF (Ru)) =
{
αFH(u) + βFL(u) : α < β2, α, β ∈ R

}
, v  ta câ

C(coFF (Ru)) =
{
αFH(u) + βFL(u) : α ≤ β2, α, β ∈ R

}
= F (Ru) + R+d,

v¼ F (Ru) + R+d =
{(

β2 − t
)
FH(u) + βFL(u) : β ∈ R, t ≥ 0

}
bði M»nh �·

2.2.1.

(b3): Ta vi¸t FL(u) = λ1FH(u) + λ2d vîi λ2 ̸= 0. Bði (2.8), ta c¦n kiºm

tra r¬ng F (Ru) + R+FH(u) + R+d ⊆ F (Ru) + R+d. �i·u n y �ái häi vi»c

gi£i mët ph÷ìng tr¼nh bªc hai, vi»c n y luæn thüc hi»n �÷ñc. Thªt vªy, l§y

α ∈ R, λ+ ≥ 0, γ+ ≥ 0, ta c¦n t¼m β ∈ R v  r+ > 0 sao cho

αλ2 + λ+ = βλ2 + r+, α2 + αλ1 + γ+ = β2 + βλ1. (2.10)
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Ta luæn câ thº gi£i h» n y b¬ng c¡ch thay th¸ β tø ph÷ìng tr¼nh thù nh§t cõa

(2.10) v o ph÷ìng tr¼nh thù hai, �i·u n y chùng minh t½nh lçi cõa F (Ru) +

R+d.

B¥y gií ta kiºm tra kh¯ng �ành cuèi còng. Tø gi£ thi¸t, chóng ta câ thº

vi¸t d = σ1FH(u)+ σ2FL(u) vîi σ2 ̸= 0. Tø (2.9), x ∈ coF (Ru) n¸u v 

ch¿ n¸u x = α2FH(u)+ βFL(u) vîi α2 ≥ β2. Bði l§y γ > 0 �õ lîn sao cho

y
.
= F (tu)+ γd =

[
t2 + σ1γ

]
uH + [t+ σ2γ]uL vîi t2 + σ1γ < (t+ σ2γ)

2, ta

nhªn �÷ñc y ∈ F (Ru) + R+d v  y /∈ cosF (Ru). □

V½ dö ti¸p theo cho ta th§y r¬ng F (Ru) câ thº khæng lçi vîi u n o �â,

nh÷ng nâ trð n¶n lçi khi ta th¶m mët h÷îng cö thº.

V½ dö 2.2.3. Vîi

A =

 0 1

1 0

 , b =

 1

0

 ,

c¡c ma trªn a,B �·u b¬ng 0. Gi£ sû u = (u1, u2) , u1u2 ̸= 0 th¼ FH(u) =

(2u1u2, 0) , FL(u) = (0, u1) v  F (Ru) =
{
(x, y) ∈ R2 : x = 2u2

u1
y2
}

l  khæng

lçi, tuy nhi¶n, F (Ru) +R+d l  lçi n¸u v  ch¿ n¸u d ̸= (−2u1u2, 0), trong �â,

F
(
R2
)
=
{
(0, 0} ∪

[
R2\(R× {0})

]
, FH

(
R2
)
= R× {0}.

Ta chó þ r¬ng, bði t½nh lçi,

FH (Rn) = R2 ⇐⇒ FH (Rn) = R2 ⇐⇒ int FH (Rn) = R2. (2.11)

Nh÷ mët h» qu£ cõa bê �· tr÷îc, ta nhªn �÷ñc �°c tr÷ng cõa t½nh lçi cõa

tªp £nh cõa ¡nh x¤ bªc hai.
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�ành l½ 2.2.4. N¸u u ∈ Rn, u ̸= 0 th¼

(a) F (Ru) l  lçi khi v  ch¿ khi {FH(u), FL(u)} l  phö thuëc tuy¸n t½nh;

(b) trong tr÷íng hñp {FH(u), FL(u)} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh v  d ̸= 0, ta câ

F (Ru) + R+d lçi ⇐⇒ −d /∈ R+FH(u).

C¡c k¸t qu£ ti¸p theo �÷ñc x²t tr¶n khæng gian câ chi·u lîn hìn. Tr÷îc

h¸t, ta �· cªp tîi mët k¸t qu£ cõa Polyak:

�ành l½ 2.2.5 ([11], �ành lþ 2.2). N¸u n ≥ 2 v  tçn t¤i α, β ∈ R sao cho

αA+ βB ≻ 0, th¼ F (Rn) l  lçi (v  �âng).

�ành lþ ti¸p theo l  mët sü mð rëng cõa c¡c k¸t qu£ tr÷îc. Thªt vªy, H»

qu£ 1 trong [8] thi¸t lªp sü t÷ìng �÷ìng sau

∃ α, β ∈ R, αA+ βB ≻ 0 ⇐⇒ A,B câ t½nh ch§t ND v 

FH (Rn) ̸= R2. (2.12)

�º þ r¬ng trong tr÷íng hñp n y FH (Rn) = R2, ta câ F (Rn) = R2 bði Bê

�· 2.2.11.

�ành l½ 2.2.6. Gi£ sû t½nh ch§t ND �¤t �÷ñc cho c°p A v  B. Khi �â

(a) ho°c FH

(
R2
)
= R2 ho°c F

(
R2
)
l  lçi;

(b) n¸u n ≥ 3 th¼ F (Rn) l  lçi.

Chùng minh. (a) : Gi£ sû r¬ng FH

(
R2
)
̸= R2. Tø M»nh �· 2.1.3 v  �ành

lþ 2.1.5, ta câ t½nh ch§t SD �¤t �÷ñc cho A v  B, �i·u n y câ ngh¾a l  tçn t¤i

{u, v} �ëc lªp tuy¸n t½nh thäa m¢n zu,v = 0. Do �â F
(
R2
)
= F (Ru)+F (Rv).
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Hìn núa, FH(u) ̸= 0 ̸= FH(v) v  bði sü lüa chån cõa u v  v, FH(u) ̸=
−ρFH(v) vîi måi ρ > 0. Ta câ kh¯ng �ành sau

coF (Ru) + F (Rv) ⊆ F (Ru) + F (Rv). (2.13)

Bði Bê �· 2.2.2, ta ch¿ c¦n x²t tr÷íng hñp {FH(u), FL(u)} �ëc lªp tuy¸n t½nh.

Ta câ thº vi¸t µi v  σi, i = 1, 2, FH(v) = µ1FH(u) + µ2FL(u) v  FL(v) =

σ1FH(u)+ σ2FL(u). L§y b§t ký x ∈ coF (Ru)+F (Rv); khi �â, bði M»nh �·

2.2.1, x = F (αu) + γ2FH(u) + F (βv) vîi α, β ∈ R v  γ ∈ R n o �â.

Ta t¼m ki¸m λi ∈ R, i = 1, 2 thäa m¢n x = F (λ1u) + F (λ2v). Tø hai

ph÷ìng tr¼nh cuèi, ta nhªn �÷ñc

λ2
1 + λ2

2µ1 + λ2σ1 − α2 − γ2 − β2µ1 − βσ1 = 0;

λ1 + λ2
2µ2 + λ2σ2 − α− β2µ2 − βσ2 = 0.

Tø ph÷ìng tr¼nh thù 2, ta câ λ1 = α + β2µ2 + βσ2 − λ2
2µ2 − λ2σ2, nâ �÷ñc

thay v o b¶n tr¡i cõa ph÷ìng tr¼nh thù nh§t ta nhªn �÷ñc mët �a thùc vîi

bi¸n λ2, kþ hi»u �a thùc n y l  p (λ2). Möc ti¶u cõa chóng ta l  t¼m mët

nghi»m cõa p. �º þ r¬ng λ2 = β suy ra λ1 = α v  do �â p(β) = −γ2 ≤ 0.

N¸u µ2 ̸= 0, bªc cao nh§t cõa p l  µ2
2λ

4 nâ d¦n ra +∞ khi λ2 → +∞; n¸u

µ2 = 0, bªc cao nh§t cõa p l 
(
σ2
2 + µ1

)
λ2
2, vîi µ1 l  d÷ìng bði sü lüa chån

cõa u v  v. Do �â, trong hai tr÷íng hñp, p (λ2) > 0 vîi λ2 �õ lîn. Do �â, tçn

t¤i p (λ2) = 0, v  dâ �â (2.13) �÷ñc chùng minh.

B¥y gií ta kiºm tra r¬ng ConvF
(
R2
)
= F

(
R2
)
. Thªt vªy, nâ �¤t �÷ñc

tø biºu thùc sau:

coF
(
R2
)
= coF (Ru) + coF (Rv) = coF (Ru) + F (Rv) + R++FH(v)

= F (Ru) + F (Rv) + R++FH(v) = F (Ru) + coF (Rv))

⊆ F (Ru) + F
(
Rv = F

(
R2
)
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(b): Ta s³ th§y ngay c¡ch rót ngån v· tr÷íng hñp n = 2, do �â (a) câ thº

�÷ñc ¡p döng cho tr÷íng hñp n y. Gi£ sû x, y ∈ Rn v  t ∈ (0, 1), ta câ

tF (x) + (1− t)F (y) ∈ tF (Rx+ Ry) + (1− t)(F (Rx+ Ry). (2.14)

Do �â, �º chùng minh t½nh lçi cõa F (Rx + Ry) ta ch¿ c¦n x²t tr÷íng hñp

{x, y} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh. L§y b§t ký λi ∈ R, i = 1, 2, th¼

f (λ1x+ λ2y) = λ2
1⟨Ax, x⟩+ 2λ1λ2⟨Ax, y⟩+ λ2

2⟨Ay, y⟩+ λ1⟨a, x⟩+ λ2⟨a, y⟩

=
(
λ1 λ2

) ⟨Ax, x⟩ ⟨Ax, y⟩
⟨Ax, y⟩ ⟨Ay, y⟩

 λ1

λ2

+
(
⟨a, x⟩ ⟨a, y⟩

) λ1

λ2

 .

Mët biºu di¹n t÷ìng tü cho g. Bði kþ hi»u

Ã(x, y)
.
=

 ⟨Ax, x⟩ ⟨Ax, y⟩
⟨Ax, y⟩ ⟨Ay, y⟩

 , B̃(x, y)
.
=

 ⟨Bx, x⟩ ⟨Bx, y⟩
⟨Bx, y⟩ ⟨By, y⟩



ã(x, y)
.
=

 ⟨a, x⟩
⟨a, y⟩

 , b̃(x, y)
.
=

 ⟨b, x⟩
⟨b, y⟩

 ,

ta câ thº vi¸t

F (Rx+ Ry) =

F̃ (λ)
.
=

 ⟨Ã(x, y)λ, λ⟩
⟨B̃(x, y)λ, λ⟩

+

 ⟨ã(x, y), λ⟩
⟨b̃(x, y), λ⟩

 : λ ∈ R2


= F̃

(
R2
)
. (2.15)

B¥y gií ta ¡p döng ph¦n (a) cho v¸ ph£i cõa (2.15). Khæng khâ �º kiºm

tra r¬ng n¸u t½nh ch§t ND �¤t �÷ñc cho A v  B, th¼ t½nh ch§t ND công

�¤t �÷ñc cho Ã(x, y) v  B̃(x, y) vîi {x, y} �ëc lªp tuy¸n t½nh. Hìn núa,
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v¼ FH (Rn) ̸= R2, ta câ F̃H

(
R2
)
̸= R2. Bði ¡p döng (a), ta k¸t luªn r¬ng

F̃
(
R2
)
= F (Rx+ Ry) l  lçi, v  do �â ta câ t½nh lçi cõa F (Rn).

�º thi¸t lªp �÷ñc k¸t qu£ cì b£n thù hai cho tr÷íng hñp khæng câ t½nh

ch§t ND, ta c¦n mët v i k¸t qu£ cì sð.

M»nh �· 2.2.7. Gi£ sû n ≥ 2 v  0 ̸= v ∈ Rn sao cho FH(v) = 0. C¡c kh¯ng

�ành sau l  �óng:

(a) FH

(
R2
)
̸= R2 v  {Av,Bv} l  phö thuëc tuy¸n t½nh.

(b) n¸u n ≥ 3 th¼ ho°c l  FH (Rn) = R2 ho°c l  {Av,Bv} l  phö thuëc

tuy¸n t½nh.

(c) Tªp Z
.
= {zu,v : u ∈ Rn} l  khæng gian v²c tì con, v  n¸u FH (Rn) ̸= R2

th¼ vîi måi u ∈ Rn thäa m¢n zu,v ̸= 0,

bdFH (Rn) = Rzu,v (2.16)

�°c bi»t, n¸u Av ̸= 0 v  Bv = λAv (t÷ìng ùng Bv ̸= 0 v  Av = λBv)

vîi λ ∈ R n o �â, th¼

bd FH (Rn) = R(1, λ) (t÷ìng ùng bd FH (Rn) = R(λ, 1)) . (2.17)

Chùng minh (a): Ph¦n �¦u �÷ñc suy ra tø M»nh �· 2.1.3. Bði gi£ thi¸t

{Av,Bv} ⊆ v⊥, n¶n {Av,Bv} l  phö thuëc tuy¸n t½nh .

(b): V¼ {Av,Bv} ⊆ v⊥. Gi£ sû v, x, y ∈ Rn �ëc lªp tuy¸n t½nh. Ta x²t

tr÷íng hñp thù nh§t vîi {zv,x, zv,y} phö thuëc tuy¸n t½nh. Vîi tr÷íng hñp n y
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tçn t¤i hai sè khæng �çng thíi b¬ng khæng λ1, λ2 ∈ R sao cho λ1zv,x+λ2zv,y =

0. Do �â zv,λ1x+λ2y = 0, nâ suy ra r¬ng

{Av,Bv} ⊆ [span {v, λ1x+ λ2y}]⊥ .

Khæng gian con n y câ chi·u n− 2. N¸u n− 2 = 1, chùng minh k¸t thóc; n¸u

n − 2 ≥ 2, ta ti¸p töc thüc hi»n nh÷ tr¶n cho �¸n khi �¤t �÷ñc sè chi·u 1,

tr÷íng hñp n y ta k¸t luªn r¬ng {Av,Bv} phö thuëc tuy¸n t½nh.

B¥y gií ta xem x²t tr÷íng hñp {zv,x, zv,y} �ëc lªp tuy¸n t½nh. L§y b§t ký

w ∈ R2 v  vi¸t w = αzv,x + βzv,y vîi α, β ∈ R n o �â. Ta d¹ d ng �¤t �÷ñc

cho måi ε > 0:

FH

(
1

ε
x+ α

ε

2
v

)
=

1

ε2
FH(x) + αzv,x, FH

(
1

ε
y + β

ε

2
v

)
=

1

ε2
FH(y) + βzv,y

Bði k¸t qu£ cõa Dines, FH (Rn) l  nân lçi, do �â

1

ε2
(FH(x) + FH(y)) + w ∈ FH (Rn) , ∀ε > 0.

Cho ε → +∞, ta câ w ∈ FH (Rn), chùng minh r¬ng FH (Rn) = R2, v  k¸t

qu£ nhªn �÷ñc tø (2.11).

(c): Rã r ng Z l  mët khæng gian v²c tì con. Gi£ sû u ∈ Rn, zu,v ̸= 0.

FH(u± tv) = FH(u)± 2tzu,v vîi måi t ∈ R, nâ suy ra r¬ng ±zu,v ∈ FH (Rn).

V¼ tªp n y l  lçi v  kh¡c R2, FH (Rn) ho°c l  nûa khæng gian ho°c l  �÷íng

th¯ng Rzu,v. Trong méi tr÷íng hñp ta �·u nhªn �÷ñc (2.16).

Vîi ph¦n cuèi còng, d¹ nhªn th§y r¬ng zAv,v = ∥Av∥2(1, λ) ̸= (0, 0) n¸u

Av ̸= 0. □

Khi khæng câ t½nh ch§t ND, k¸t qu£ sau kh¯ng �ành t½nh lçi cõa F
(
R2
)

d÷îi �i·u ki»n khæng réng cõa ph¦n trong cõa ph¦n thu¦n nh§t.
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M»nh �· 2.2.8. Gi£ sû r¬ng t½nh ch§t ND khæng �¤t �÷ñc. N¸u IntFH

(
R2
)
̸=

∅, th¼ F
(
R2
)
l  lçi.

Chùng minh Gi£ sû v ̸= 0 thäa m¢n FH(v) = 0. L§y u ∈ R2 sao cho {u, v}
�ëc lªp tuy¸n t½nh. Nâ d¨n �¸n FH

(
R2
)
= FH(Ru+Rv) = R+FH(u)+Rzu,v.

V¼ IntFH

(
R2
)
̸= ∅, ta câ ngay {FH(u), zu,v} �ëc lªp tuy¸n t½nh. Ta s³ kiºm

tra r¬ng F
(
R2
)
= F (Ru + Rv) l  lçi. Tø �ành lþ 2 trong [10], ta ch¿ c¦n

chùng minh r¬ng F (Ru+ Rv) = FH(Ru+ Rv)+ F (Ru+ Rv).

Gi£ sû α, β, γ, δ ∈ R v  s = (su, sv) , h = (hu, hv) ∈ R2 sao cho FL(u) =

suzu,v+ huFH(u) v  FL(v) = svzu,v+hvFH(u). Ta ph£i t¼m λ = (λ1, λ2) ∈ R2

thäa m¢n F (αu + βv) + FH(γu + δv) = F (λ1u+ λ2v). Ph÷ìng tr¼nh n y

k¸t hñp vîi t½nh �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa {FH(u), zu,v} nâ d¨n �¸n hai ph÷ìng

tr¼nh sau:

2λ1λ2 − 2(αβ + γδ) + su (λ1 − α) + sv (λ2 − β) = 0

λ2
2 −

(
β2 + δ2

)
+ hu (λ1 − α) + hv (λ2 − β) = 0.

N¸u hu ̸= 0, tø ph÷ìng tr¼nh thù hai ta câ mët biºu di¹n cho λ1 v  thay th¸

nâ v o ph÷ìng tr¼nh thù nh§t, ta nhªn �÷ñc mët ph÷ìng tr¼nh �a thùc bªc

ba vîi bi¸n λ2, do �â nâ câ ½t nh§t mët nghi»m. Do �â mët nghi»m s³ n¬m

trong (λ1, λ2).

B¥y gií ta x²t tr÷íng hñp hu = 0. Ph÷ìng tr¼nh thù hai l  bªc hai bi¸n

λ2, ta câ bi»t thùc ∆ = (hv + 2β)2 + 4δ2 ≥ 0. Do �â ph÷ìng tr¼nh thù hai

luæn câ nghi»m λ2 ∈ R. V¼ ph÷ìng tr¼nh �¦u l  tuy¸n t½nh vîi bi¸n λ1, ta s³

luæn t¼m �÷ñc λ1 n¸u h» sè 2λ2+ su l  kh¡c 0. Nâ thäa m¢n n¸u ∆ > 0. N¸u

∆ = 0 v  t¼nh huèng x§u nh§t 2λ2 + su = 0, ta d¹ d ng suy ra r¬ng ph÷ìng

tr¼nh �¦u thäa m¢n. □
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Vîi c¡ch biºu di¹n sau

F (Rn) = F
(
(kerA ∩ kerB)⊥

)
+ FL(kerA ∩ kerB),

nâ cho th§y r¬ng khæng m§t t½nh têng qu¡t gi£ sû KerA ∩KerB = {0}. Ta
câ tªp K

.
= KerA∩KerB vîi dimK⊥ = m. L§y mët cì sð {ui : 1 ≤ i ≤ m}

cõa K⊥. Ta câ F
(
K⊥) = F̃ (Rm) l  c°p h m bªc hai vîi dú ki»n sau:

Ã = (⟨ui, Auj⟩)ij , B̃ = (⟨ui, Buj⟩)ij , ã = (⟨a, u1⟩ , . . . , ⟨a, um⟩) v  b̃ =

(⟨b, u1⟩ , . . . , ⟨b, um⟩).
Chóng ta chùng minh r¬ng K̃

.
= ker Ã ∩ ker B̃ = {0}. L§y z ∈ K̃. Khi �â

〈
ui, A

 m∑
j=1

zjuj

〉 = 0 and

〈
ui, B

 m∑
j=1

zjuj

〉 = 0 ∀i = 1, . . . ,m.

Nâ câ ngh¾a l 
∑m

j=1 zjuj ∈ K⊥ ∩K⊥⊥ = {0}, v  do �â K̃ = {0}. �i·u ki»n

n y s³ �÷ñc gi£ �ành trong (b) cõa bê �· sau, �¥y l  k¸t qu£ t÷ìng tü �ành

lþ Dines vîi t½nh ch§t ND khæng thäa m¢n.

Bê �· 2.2.9. Tªp F (Rn) l  lçi d÷îi c¡c �i·u ki»n sau:

(a) FL(ker A∩ ker B) ̸= {0}, ho°c t÷ìng �÷ìng, {a, b} ⊈ (ker A ∩
ker B)⊥;

(b) ∅ ≠ int FH (Rn) ̸= R2.

Chùng minh (a): Gi£ sû u ∈ KerA∩KerB v  �°t 0 ̸= h
.
= FL(u). Khi �â,

vîi måi x ∈ Rn, F (x + tu) = F (x) + th ∈ F (Rn), Bê �· 2.1.2 cho ta �i·u

c¦n chùng minh.

(b): Ta ¡p döng qu¡ tr¼nh nh÷ tr¶n �º xem x²t F
(
K⊥) = F̃ (Rm) v 

F (Rn) = F̃ (Rm) + FL(K) vîi K .
= KerA∩ KerB. Rã r ng dimK ⊥⊥=
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m ≥ 2 v¼ ∅ ̸= IntFH (Rn) =Int F̃H (Rm). Do �â, n¸u t½nh ch§t ND �¤t

�÷ñc cho Ã v  B̃, bði �ành lþ 2.2.6, F̃ (Rm) l  lçi, v  do �â F (Rn) công lçi.

Tr÷íng hñp khæng thäa m¢n t½nh ch§t ND, ta ti¸n h nh vîi F , bði gi£ sû

r¬ng KerA∩KerB = {0}. Gi£ sû v ̸= 0 thäa m¢n FH(v) = 0. Khæng khâ �º

kiºm tra r¬ng {zu,v : u ∈ Rn} �÷ñc chùa trong �÷íng th¯ng �i qua gèc tåa

�ë; ta câ z−u,v = −zu,v v  KerA∩KerB = {0}. Do �â, {zu,v : u ∈ Rn} = Rπ

vîi π ̸= 0. Ta �°t

Xv
.
= {u ∈ Rn : zu,v ̸= 0} , Yv

.
= {u ∈ Rn : FH(u) /∈ Rπ} ,

v  xem x²t Cv
.
= Xv ∩ Yv. Ngo i ra Xv kh¡c réng v¼ KerA∩ KerB = {0}, nâ

công trò mªt (u0 ∈ Xv suy ra u + 1
ku0 ∈ Xv vîi måi u ∈ Rn v  k ∈ N) ;Yv

kh¡c réng ∅ ≠ IntFH (Rn), v  mð bði t½nh li¶n töc. Nâ công trò mªt (l§y

u0 ∈ Yv  n chó þ r¬ng vîi måi u /∈ Yv, ta câ ngay〈
π⊥, FH

(
u+

1

k
u0

)〉
=

2

k
⟨π⊥, zu,u0

⟩+ 1

k2
⟨π⊥, FH (u0)⟩ ≠ 0,

vîi måi k ∈ N �õ lîn, suy ra r¬ng u + 1
ku0 ∈ Yv vîi måi k ∈ N �õ lîn). H»

qu£ l , Cv khæng réng v  trò mªt v¼ nâ l  giao cõa hai tªp trò mªt, mët trong

chóng l  mð. Chó þ r¬ng måi u ∈ Cv, {u, v} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh v  do �â

F (Ru+ Rv) thäa m¢n måi gi£ thi¸t cõa Bê �· 2.2.8, do �â nâ lçi. Hìn núa

FH(Ru+ Rv) = {0} ∪ {Rπ + R++FH(u)}

= {0} ∪
{
h ∈ R2 : ⟨π⊥, FH(u)⟩ ⟨π⊥, h⟩ > 0

}
,

trong �â ph÷ìng tr¼nh thù hai suy ra tø M»nh �· 2.1.1. M°t kh¡c, t§t c£ c¡c

ph¦n tû cõa d¤ng ⟨π⊥, FH(u)⟩ câ còng d§u v¼ FH (Rn) ̸= R2. Do �â, bði �ành
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lþ 2 trong [10], ta câ

F (Rn) ⊇ F (Ru+ Rv) = F (Ru+ Rv) + FH(Ru+ Rv)

⊇ F (Ru+ Rv) + Rπ + R++FH(u)

= F (Ru+ Rv) +
{
h ∈ R2 : r ⟨π⊥, h⟩ > 0

}
,

vîi FH(u) /∈ Rπ vîi måi u ∈ Cv v  h¬ng sè r ̸= 0 n o �â. Do �â, bði Bê �·

2.1.2 (vîi X = RCv + Rv) , F (Rn) l  lçi. □

Chó þ 2.2.10. V½ dö 2.1.7 cho ta mët tr÷íng hñp khi

θ ̸= intFH

(
R2
)
̸= R2.

Bê �· 2.2.11. Gi£ sû r¬ng FH (Rn) = R2. Khi �â n ≥ 2 v  F (Rn) = R2.

Chùng minh. Ta x²t tr÷íng hñp n = 2 v  gi£ sût L1 ∈ R2 l  mët v²c

tì kh¡c 0. L§y u v  v thäa m¢n FH(u) = −FH(v) = L1. Do �â {u, v}
�ëc lªp tuy¸n t½nh. V¼ FH (Rn) = R2, {zu,v, L1} �ëc lªp tuy¸n t½nh. Tªp

L2
.
= zu,v. Do �â, tçn t¤i σi, ρi, i = 1, 2, sao cho FL(u) = 2σ1L1 + ρ1L2 v 

FL(v) = −2σ2L1 + ρ2L2. Cho tr÷îc x ∈ R2, ta s³ t¼m λi ∈ R, i = 1, 2, thäa

m¢n

x = F ((λ1 − σ1)u+ (λ2 − σ2) v) . (2.18)

M°t kh¡c, ta câ

F ((λ1 − σ1)u+ (λ2 − σ2) v)

=
[
λ2
1 − λ2

2

]
L1 + [2λ1λ2 + (ρ1 − σ2)λ1 + (ρ2 − σ1)λ2]L2 − C,
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vîi C =
(
σ2
1 − σ2

2

)
L1 + (σ1ρ1 + σ2ρ2)L2. Bði c¡c vi¸t x = x1L1 + x2L2 −C

v  �°t π1 = ρ1 − σ2, π2 = ρ2 − σ1, (2.18) cho ta

x1 = λ2
1 − λ2

2, x2 = 2λ1λ2 + π1λ1 + π2λ2. (2.19)

Ta chia th nh hai tr÷íng hñp.

�¦u ti¶n gi£ sû tªp {(2, π1) , (π2,−x2)} l  phö thuëc tuy¸n t½nh . Khi �â,

tçn t¤i t0 sao cho t0 (2, π1) = (π2,−x2). Do �â, ph÷ìng tr¼nh thù hai trong

(2.19) rót gån th nh 0 = (λ1 + t0) (2λ2 + π1). N¸u 0 = λ1+t0 th¼ x1 = t20−λ2
2

vîi måi λ2 ∈ R; n¸u 0 = 2λ2 + π1 th¼ x1 = λ2
1 −
(
π1

2

)2
vîi måi λ1 ∈ R. Tø �â

ta suy ra r¬ng ph÷ìng tr¼nh �¦u trong (2.19) công thäa m¢n.

B¥y gií gi£ sû r¬ng tªp {(2, π1) , (π2,−x2)} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh, nâ t÷ìng

�÷ìng vîi 2x2+ π1π2 ̸= 0 bði M»nh �· 2.1.1. Tø ph÷ìng tr¼nh thù hai trong

(2.19), ta �¤t �÷ñc, bði gi£ sû th¶m 2λ2 + π1 ̸= 0 (v¼ ng÷ñc l¤i ta câ �i·u

ph£i chùng minh).

λ1 =
x2 − π2λ2

2λ2 + π1
= −π2

2
+

2x2 + π1π2
2 (2λ2 + π1)

.

Do �â,

x1 = λ2
1 − λ2

2 =

(
−π2

2
+

2x2 + π1π2
2 (2λ2 + π1)

)2

− λ2
2
.
= p (λ2) .

V¼ p((−∞,−π1

2 )) = R = p((−π1

2 ,+∞)), ta k¸t luªn r¬ng 2.19 câ nghi»m, vîi

F
(
R2
)
= R2.

B¥y gií ta xem x²t n ≥ 3. L§y u v  v thäa m¢n FH(u) = (1, 0) v  FH(v) =

(0, 1). Khi �â R2
+ ⊆ FH(Ru + Rv), nâ suy ra r¬ng IntFH(Ru + Rv) ̸= ∅.

Trong tr÷íng hñp FH(Ru + Rv) = R2, ta ¡p döng k¸t qu£ tr¶n �º �i �¸n
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k¸t luªn r¬ng R2 = F (Ru + Rv) v  do �â F (Rn) = R2. N¸u ng÷ñc l¤i,

FH(Ru+ Rv) ̸= R2, tø Bê �· 2.2.9, ta câ sü lçi cõa F (Ru+ Rv)). Bði �ành

lþ 2 trong [10], R2
+ ⊆ F (Ru+Rv) +FH(Ru+Rv) = F (Ru+Rv) ⊆ F (Rn).

T÷ìng tü, ta công câ c¡c tªp −R2
+,R+×R− v  R−×R+ l  chùa trong F (Rn),

v  do �â F (Rn) = R2. □

�p döng hai bê �· tr¶n v  �ành lþ 2.2.6, ta nhªn �÷ñc k¸t qu£ sau

�ành l½ 2.2.12. Gi£ sû n ≥ 2. N¸u IntFH (Rn) ̸= ∅ ho°c ND �¤t �÷ñc cho

c°p A v  B th¼ F (Rn) l  lçi.

B¥y gií chóng ta mæ t£ mët qu¡ tr¼nh �º t¼m mët ph²p �êi bi¸n phò hñp.

Bê �· 2.2.13. Gi£ sû d = (d1, d2) ̸= 0, v  x²t F nh÷ 2.6 vîi A = d1I v 

B = d2I vîi I l  ma trªn �ìn và cï n v  a, b v  c¡c v²c tì tòy þ trong Rn.

Khi �â, tçn t¤i t0 ≥ 0, k ∈ R2, x̄ ∈ R2 v  mët ma trªn vuæng C thäa m¢n

C⊤C = I sao cho, n¸u x = Cy − x̄ th¼ ta câ

(a) F̃ (x) = F̃ (y) − k trong �â F̃ �÷ñc x¡c �ành trong c¡c th nh ph¦n

cõa Ã = A, B̃ = B, ã = −d2t0e1, b̃ = d1t0e1 vîi e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn;

(b) n¸u n ≥ 2 th¼ F (Rn) = F̃ (Re1) + R+d − k = coF̃ (Re1) − k, v  tçn

t¤i ȳ ∈ Rn vîi F̃H(ȳ) = d v  F̃L(ȳ) = 0;

(c) c¡c ph¡t biºu sau l  t÷ìng �÷ìng (ho°c chóng khæng �¤t �÷ñc n¸u

n ≥ 2):

(c1) {d, FL(x)} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh vîi måi x ∈ F−1
H (d);

(c2)
{
d, F̃L(y)

}
l  �ëc lªp tuy¸n t½nh vîi måi y ∈ F̃−1

H (d).

Chùng minh. (a) : V¼ d v  d⊥ l  �ëc lªp tuy¸n t½nh, do �â tçn t¤i x̄, ȳ ∈ Rn

thäa m¢n  ai

bi

 = 2x̄id+ ȳid⊥
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vîi måi i. Vîi b§t ký x ∈ Rn, ta vi¸t

F (x) = ⟨x, x⟩d+ 2⟨x̄, x⟩d+ ⟨ȳ, x⟩d⊥

= ⟨x+ x̄, x+ x̄⟩d+ ⟨ȳ, x+ x̄⟩d⊥ − ⟨x̄, x̄⟩d− ⟨x̄, ȳ⟩d⊥.

N¸u ȳ = 0, ta chån t0 = 0, C = I v  nâ k²o theo k¸t luªn cõa bê �·; ng÷ñc

l¤i ta l§y x+ x̄ = Cy vîi C =
(

ȳ
∥ȳ∥ W

)
trong �â W l  ma trªn câ c¡c cët

trüc giao v  l  cì sð cõa ȳ⊥. Rã r ng C⊤C = I v , bði c¡ch chån t0 = ∥ȳ∥,
ta câ

F (x) = F̃ (y)− k, F̃ (y) = ⟨y, y⟩d+ t0y1d⊥, k
.
= ∥x̄∥2d+ ⟨x̄, ȳ⟩d⊥.(2.20)

(b): Tø ph÷ìng t¼nh cuèi, ta câ

F (x) = y21d+ ∥ȳ∥y1d⊥ + d
∑
i≥2

y2i − k

nâ suy ra r¬ng F (Rn) = F̃ (R1) + R+d− k; ph÷ìng tr¼nh thù hai trong (b)

�÷ñc suy ra tø M»nh �· 2.2.1 v¼ F̃H (e1) = d. Hìn núa, ta câ F̃H (e2) = d v 

F̃L (e2) = 0.

(c1) ⇒ (c2) : Tø c¡c k¸t qu£ tr¶n, ta suy ra

F (x) = F (Cy − x̄) = F (Cy) + F (−x̄)− 2zCy,x̄ = F̃ (y)− k

vîi k = −F (−x̄), F̃H(y) = FH(y) = FH(Cy) v  F̃L(y) = FL(Cy) − 2zCy,x̄.

Gi£ sû y ∈ F̃−1
H (d). Khi �â FH(Cy) = d, v  bði (c1) {FL(Cy), d} �ëc

lªp tuy¸n t½nh. Do �â
{
F̃L(y), d

}
công l  �ëc lªp tuy¸n t½nh, v¼ F̃L(y) =

FL(Cy)− 2zCy,x̄ v  zCy,x̄ =

 ⟨x̄, ACy⟩
⟨x̄, BCy⟩

 = ⟨x̄, Cy⟩d.

36



(c2) ⇒ (c1) : t÷ìng tü.

Tr÷íng hñp n ≥ 2, c£ hai (c1) v  (c2) �·u khæng �óng, nâ �÷ñc suy ra tø

(b). □

�ành lþ ti¸p theo �°c tr÷ng nhúng h÷îng d sao cho F (Rn)+R+d l  khæng

lçi.

�ành l½ 2.2.14. Gi£ sû f, g l  c¡c h m bªc hai v  d = (d1, d2) ∈ R2, d ̸= 0.

C¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) F (Rn) + R+d khæng lçi;

(b) C¡c biºu thùc sau l  �óng:

(b1) {a, b} ⊆ (KerA ∩KerB)⊥;

(b2) d2A = d1B;

(b3) −d ∈ FH (Rn);

(b4) [⟨Au, u⟩ = −d1, ⟨Bu, u⟩ = −d2] =⇒ d1⟨b, u⟩ ≠ d2⟨a, u⟩.

Chùng minh (a) ⇒ (b) : Tø Bê �· 2.2.9, ta câ FL (KerA∩ KerB) = {0}
v  do �â (b1) l  �óng, hìn núa IntFH (Rn) = ∅. B¥y gií ta giîi thi»u h m F̃

câ d¤ng gièng nh÷ F , nh÷ng tr¶n Rn+1, vîi F̃ (0) = 0 v  c¡c dú ki»n

Ã =

 A 0

0 d1

 , B̃ =

 B 0

0 d2

 , ã =

 a

0

 , b̃ =

 b

0

 .

Th¼ ta câ F̃
(
Rn+1

)
= F (Rn) + R+d v  F̃H

(
Rn+1

)
= FH (Rn) + R+d. V¼

(b2) l  �óng khi v  ch¿ khi FH (Rn) ⊆ Rd, ta câ ngay IntF̃
(
Rn+1

)
̸= ∅ n¸u

FH (Rn) ⊈ Rd. Do �â, n¸u (b2) l  khæng �óng th¼ F̃
(
Rn+1

)
l  lçi bði Bê �·

2.2.9, n¶n, F (Rn) + R+d l  lçi, nâ chùng minh kh¯ng �ành (a) suy ra (b2).

(b3): B¥y gií ta kiºm tra r¬ng F−1
H (−d) ̸= ∅. N¸u ng÷ñc l¤i −d /∈ FH (Rn),

ta câ FH (Rn) ⊆ R+d bði (b2). Do �â, ho°c FH (Rn) = {0} ho°c FH (Rn) =
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R+d. Tr÷íng hñp thù nh§t A = 0 v  B = 0, suy ra t½nh lçi cõa F (Rn), �i·u

n y khæng thº v¼ �¢ gi£ sû (a) �óng. Tr÷íng hñp thù hai công khæng thº x©y

ra v¼ ph¦n (c) cõa M»nh �· 2.2.7, vªy (b3) ph£i �óng.

(b4) : L§y u ∈ Rn sao cho FH(u) = −d v  FL(u) = λ0d vîi λ0 ∈ R

n o �â. Tø (b2) vîi måi x ∈ Rn, zx,u ∈ Rd. �i·u n y còng vîi sü thªt r¬ng

F (x + tu) = F (x) + 2zx,u − t2d + tλ0d, ta nhªn �÷ñc F (x) + Rd ∈ F (Rn)

vîi måi x ∈ Rn. Do �â, t½nh lçi cõa F (Rn) �÷ñc suy ra tø Bê �· 2.1.2, �i·u

n y m¥u thu¨n vîi (a).

(b) ⇒ (a) : V¼ A �çi xùng, ta luæn t¼m �÷ñc ma trªn khæng suy bi¸n D

thäa m¢n D⊤AD = d1

 Im1
0

0 −Im2

, trong �â Il l  ma trªn �ìn và cï l

(v¼ (b1) ta câ thº bä qua c¡c gi¡ trà ri¶ng n¸u câ), v  m2 ≥ 1 bði (b3). Tø

(b2), ta công câ DTBD = d2

 Im1
0

0 −Im2

.

�p döng bê �· tr÷îc cho c£ hai khèi t÷ìng ùng vîi c¡c ma trªn A v  B. Do

�â, ta câ m2 = 1 v¼ ng÷ñc l¤i (b3) l  khæng thº do ph¦n (c) cõa Bê �· 2.2.13.

Do �â tø nay trð �i ta câ thº gi£ sû m1 = m v  m2 = 1. Tø Bê �· 2.2.13,

tçn t¤i 0 ≤ t1, t2, k ∈ R2, x̄ ∈ Rn v  mët ma trªn vuæng C =

 Cm1
0

0 Cm2


sao cho C⊤C = I, v  n¸u x = Cy − x̄, câ ngay F (x) = F̃ (y) − k, trong �â

F̃ l  nh÷ F vîi dú ki»n Ã = D⊤AD, B̃ = D⊤BD, ã = −d2t1e1 − d2t2em+1,

v  b̃ = d1t1e1 + d1t2em+1.

Bði (b3),
{
d, F̃L(y)

}
l  �ëc lªp tuy¸n t½nh vîi måi y ∈ F̃−1

H (−d). Di¹n

t£ cuèi n y câ ngh¾a l  F̃H(y) =
(∑m

i=1 y
2
i − y2m+1

)
d = −d, nâ rót ngån l¤i

th nh y2m+1 = 1 +
∑m

i=1 y
2
i .

M°t kh¡c, F̃L(y) = (t1y1 + t2ym+1) d⊥. Khi �â
{
d, F̃L(y)

}
�ëc lªp tuy¸n
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t½nh n¸u v  ch¿ n¸u t1y1 + t2ym+1 ̸= 0.

Ta ch¿ ra r¬ng F (Rn)+R+d l  khæng lçi. Tr÷îc h¸t, �º þ r¬ng F⃗ (±γem+1) =

−γ2d± γt1d⊥, do �â −γ2d± γt1d⊥ − k ∈ F (Rn) vîi måi γ > 0. B¥y gií ta

kiºm tra r¬ng vîi måi γ > 0,

−γ2d− k =
−γ2d+ γt1d⊥ − k − γ2d− γt1d⊥ − k

2
/∈ F (Rn) ,

nâ suy ra r¬ng −γ2d− k /∈ F (Rn) + R+d vîi måi γ �õ lîn. Gi£ sû r¬ng tçn

t¤i y ∈ Rm+1 sao cho −γ2d = F̃ (y). Nh÷ng

F̃ (y) =

(
m∑
i=1

y2i − y2m+1

)
d+ (t1y1 + t2ym+1) d⊥.

Do �â

y2m+1 = γ2 +
m∑
i=1

y2i v  t1y1 + t2ym+1 = 0. (2.21)

Nâ d¨n �¸n mët sü m¥u thu¨n, v¼ ph÷ìng tr¼nh thù hai suy ra r¬ng

F̃

(
1

γ
y

)
= F̃H

(
1

γ
y

)
= −d

v  do �â
{
d, F̃L

(
1
γy
)}

ph£i l  �ëc lªp tuy¸n t½nh, nâ l , nh÷ ta th§y ð tr¶n,

t1y1 + t2ym+1 ̸= 0. □

Tø c¡c k¸t qu£ tr÷îc ta câ �inh lþ sau.

�ành l½ 2.2.15. N¸u n ≥ 1 v  f, g l  c¡c h m bªc hai. N¸u F (Rn) + R+d

l  lçi vîi måi d ∈ R2, d ̸= 0, th¼ F (Rn) l  lçi.
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Chùng minh. N¸u F (Rn) l  khæng lçi th¼ FH (Rn) ̸= {0}, v  bði Bê �·

2.2.9, FL (KerA∩ KerB) = {0} v  IntFH (Rn) = ∅. Tø �i·u ki»n cuèi,

FH (Rn) ⊆ Rd vîi d ∈ R2 n o �â, nâ t÷ìng �÷ìng, nh÷ ta d¢ th§y trong chùng

minh cõa �ành lþ tr÷îc, vîi d2A = d1B. Thüc sü ho°c FH (Rn) = Rd ho°c

FH (Rn) = R+d ho°c FH (Rn) = −R+d. Trong tr÷íng hñp F−1
H (−d) ̸= ∅, ta

thüc hi»n nh÷ sau. Bði �ành lþ 2.2.14, {d, FL(u)} phö thuëc tuy¸n t½nh vîi

u ∈ F−1
H (−d) n o �â (ho°c t§t c£). Th¼ vîi nhúng c¡i m  u, FL(u) = γd vîi

γ ∈ R n o �â. M°t kh¡c, vîi måi x ∈ Rn, t§t c£ t ∈ R, gi£ sû r¬ng d2 ̸= 0,

câ ngay

F (x+ d2tu) = F (x)− d22t
2d+ γd2td+ 2td2zx,u

= F (x)− d22t
2d+ γd2td+ 2t⟨Bx, u⟩d.

Vîi tr÷íng hñp d1 ̸= 0, câ ngay

F (x+ d1tu) = F (x)− d21t
2d+ γd1td+ 2t⟨Ax, u⟩d

)
.

Tø �¥y, ta suy ra F (Rn)−R+d ⊆ F (Rn). N¸u F−1
H (−d) = ∅ nh÷ng F−1

H (d) ̸=
∅, ta thüc hi»n vîi d̃ = −d �º �i �¸n ph÷ìng tr¼nh t÷ìng tü nh÷ tr¶n,

suy ra F (Rn) − R+d̃ ⊆ F (Rn). Do �â F (Rn) + R+d ⊆ F (Rn). C¡c lªp

luªn tr¶n chùng minh, b§t ký mët trong ba t¼nh huèng tr¶n FH (Rn), ta câ

F (Rn) + FH (Rn) ⊆ F (Rn). Do �â, F (Rn) l  lçi v¼ nâ l  h» qu£ cõa �ành

lþ 2 trong [10], �i·u n y m¥u thu¨n, vªy F (Rn) l  lçi. □

K¸t hñp hai �ành lþ tr¶n, ta nhªn �÷ñc mët k¸t qu£ v· t½nh lçi cõa tªp

£nh cho c°p h m bªc hai, nâ l  têng qu¡t hâa cõa �ành lþ Dines (xem [8,

�ành lþ 2]).

�ành l½ 2.2.16. Gi£ sû n ≥ 1 v  f, g l  c¡c h m bªc hai. Khi �â, F (Rn) l 

lçi n¸u v  ch¿ n¸u vîi måi d ∈ R2, d ̸= 0, mët trong c¡c �i·u ki»n sau thäa

m¢n:
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(C1) FL(ker A ∩ kerB) ̸= {0};
(C2) d1B ̸= d2A;

(C3) − d /∈ FH (Rn);

(C4) ∃u ∈ F−1
H (−d) : d1⟨b, u⟩ = d2⟨a, u⟩.

B¥y gií ta s³ ¡p döng c¡c k¸t qu£ tr¶n cho c¡c b i to¡n �¢ �°t ra, tùc

�i·u ki»n câ nghi»m cõa c¡c h» ph÷ìng tr¼nh d¤ngf(x) = xTAx+ 2aTx+ a0 < 0

g(x) = xTBx+ 2bTx+ b0 ≤ 0
; (2.22)

f(x) = xTAx+ 2aTx+ a0 < 0

g(x) = xTBx+ 2bTx+ b0 = 0
. (2.23)

�ành l½ 2.2.17. Gi£ sû câ x̄ ∈ Rn sao cho g(x̄) < 0, khi �â h» (2.22) væ

nghi»m khi v  ch¿ khi tçn t¤i sè thüc λ ≥ 0 sao cho A+ λB a+ λB

aT + λbT a0 + λb0

 ⪰ 0. (2.24)

Chùng minh (⇐) V¼ (2.24) t÷ìng �÷ìng vîi f(x)+λg(x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn, do

�â n¸u g(x) ≤ 0 th¼ f(x) ph£i khæng ¥m. Vªy h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} væ

nghi»m.

(⇒) B¥y gií gi£ sû h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} væ nghi»m, ta chùng minh câ

sè thüc d÷ìng λ �º (2.24) �óng.
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Tr÷îc h¸t gi£ sû f v  g l  c¡c h m bªc hai thu¦n nh§t, bði �ành lþ 1.5.1,

2.2.16 £nh cõa Rn qua ¡nh x¤ (f, g) l  lçi, v  bði {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} væ

nghi»m n¶n nâ khæng câ giao vîi nân lçi C = {(u1, u2) : u1 < 0, u2 ≤ 0} ⊂ R2,

do �â chóng câ thº �÷ñc t¡ch nhau bði mët �÷íng th¯ng. �i·u n y câ ngh¾a

l  tçn t¤i c¡c sè thüc y1 v  y2 sao cho

y1u1 + y2u2 ≤ 0,∀ (u1, u2) ∈ C. (2.25)

y1f(x) + y2g(x) ≥ 0,∀x ∈ Rn. (2.26)

L§y (−1, 0) ∈ C ta câ y1 ≥ 0 v  �°t (−ε,−1) ∈ C trong �â ε l  nhä tòy

þ, ta câ y2 ≥ 0. Tr÷íng hñp y1 = 0 câ thº �÷ñc lo¤i trø bði n¸u y1 = 0 th¼

(2.26) trð th nh y2g(x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn �i·u n y m¥u thu¨n vîi y2 ≥ 0 v 

{x ∈ Rn : g(x) < 0} ≠ ∅. Vªy ta �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng y1 > 0. L§y

λ = y2/y1 ≥ 0 ta câ

f(x) + λg(x) ≥ 0,∀x ∈ Rn.

X²t tr÷íng hñp têng qu¡t cho f v  g. V¼ {x ∈ Rn : g(x) < 0} ̸= ∅, ta câ

thº gi£ sû x̄ = 0 (n¸u khæng ta �°t h m ḡ(x) = g(x+ x̄)). V¼ d¤ng têng qu¡t

cõa f v  g

f(x) = xTAx+ aTx+ a0

g(x) = xTBx+ bTx+ b0

n¶n theo gi£ thi¸t g(0) = b0 < 0. Ta x²t c¡c h m thu¦n nh§t sau

f̃ : Rn+1 → R, f̃(x, τ) = xTAx+ τaTx+ τ 2a0 (2.27)

g̃ : Rn+1 → R, g̃(x, τ) = xTBx+ τbTx+ τ 2b0 (2.28)
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B¥y gií ta chùng minh r¬ng c¡c h m mîi tr¶n thäa m¢n �i·u ki»n h»

f̃(x, τ) < 0

g̃(x, τ) ≤ 0.

væ nghi»m. Gi£ sû ng÷ñc l¤i, câ (x, τ) ∈ Rn+1 thäa m¢n h» tr¶n. N¸u τ ̸= 0

th¼
f(x/τ) = f̃(x, τ)/τ 2 < 0,

g(x/τ) = g̃(x, τ)/τ 2 ≤ 0,

�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t, sü væ nghi»m (h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} væ

nghi»m). N¸u τ = 0 th¼ xTAx < 0 v  xTBx ≤ 0, do �â

(λx)TA(λx)︸ ︷︷ ︸
<0

+λaTx+ a0 < 0, n¸u |λ| l  �õ lîn, v  (2.29)

(λx)TB(λx)︸ ︷︷ ︸
≤0

+λbTx+ b0︸︷︷︸
<0

< 0, n¸u λ ¥m, (2.30)

�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t, sü væ nghi»m (h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} væ

nghi»m).

Vªy ta �¢ chùng minh �÷ñc h» {f̃(x, τ) < 0, g̃(x, τ) ≤ 0} væ nghi»m. Hìn

núa, l§y (0, 1) ta câ g̃(0, 1) = g(0) < 0. Do �â ta câ thº dòng tr÷íng hñp c¡c

h m thu¦n, �¢ chùng minh ð tr¶n, cho c°p h m {f̃(x, τ), g̃(x, τ)}, tùc l  tçn

t¤i λ ≥ 0 sao cho

f̃(x, τ) + λg̃(x, τ) ≥ 0,∀(x, τ) ∈ Rn+1,

v  vîi τ = 1 ta câ �i·u ph£i chùng minh. □
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�ành l½ 2.2.18. Gi£ sû tçn t¤i x̄, ȳ sao cho g(x̄) < 0, g(ȳ) > 0 v  {A,B}
�ëc tªp tuy¸n t½nh, khi �â h» (2.23) væ nghi»m khi v  ch¿ khi tçn t¤i λ ∈ R

sao cho  A+ λB a+ λB

aT + λbT a0 + λb0

 ⪰ 0. (2.31)

Chùng minh. (⇐) V¼ (2.31) t÷ìng �÷ìng vîi f(x) + λg(x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn,

do �â n¸u g(x) = 0 th¼ f(x) ph£i khæng ¥m. Vªy h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} væ

nghi»m.

(⇒) B¥y gií gi£ sû h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} væ nghi»m, ta chùng minh câ

sè thüc d÷ìng λ �º (2.31) �óng.

Bði �ành lþ 2.2.16 £nh cõa Rn qua ¡nh x¤ (f, g) l  lçi, v  bði {f(x) <

0, g(x) = 0} væ nghi»m n¶n nâ khæng câ giao vîi nân lçi

C = {(u1, u2) : u1 < 0, u2 = 0} ⊂ R2,

do �â chóng câ thº �÷ñc t¡ch nhau bði mët �÷íng th¯ng. �i·u n y câ ngh¾a

l  tçn t¤i c¡c sè thüc y1 v  y2 sao cho

y21 + y22 ̸= 0; (2.32)

y1u1 + y2u2 ≤ 0,∀ (u1, u2) ∈ C; (2.33)

y1f(x) + y2g(x) ≥ 0,∀x ∈ Rn. (2.34)

Tr÷íng hñp y1 = 0 câ thº �÷ñc lo¤i trø bði n¸u y1 = 0 th¼ (2.34) trð th nh

y2g(x) ≥ 0 ∀x ∈ Rn �i·u n y k¸t hñp vîi gi£ thi¸t g(x̄) < 0, g(ȳ) > 0, ta suy

ra y2 = 0. M¥u thu¨n vîi (2.32). Vªy y1 ph£i kh¡c khæng, do �â chia hai v¸

cõa (2.34) cho y1 ta câ �i·u ph£i chùng minh.
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Nhªn x²t 2.2.19. Trong �ành lþ 2.2.17, ta gi£ thi¸t {x ∈ Rn : g(x) < 0} ≠

∅. N¸u gi£ thi¸t n y khæng thäa m¢n th¼ {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0} ho°c réng

ho°c l  mët c¡i ph¯ng trong Rn. Do �â h» {f(x) < 0, g(x) ≤ 0} trð n¶n t¦m

th÷íng.

Trong �ành lþ 2.2.17, ta gi£ thi¸t {x ∈ Rn : g(x) < 0} ≠ ∅, {x ∈ Rn :

g(x) > 0} ≠ ∅. N¸u gi£ thi¸t n y khæng thäa m¢n th¼ {x ∈ Rn : g(x) = 0}
ho°c réng ho°c l  mët c¡i ph¯ng trong Rn. Do �â h» {f(x) < 0, g(x) = 0}
trð n¶n t¦m th÷íng.

N¸u gi£ thi¸t {A,B} l  �ëc lªp tuy¸n t½nh trong �ành lþ 2.2.18 khæng thäa

m¢n th¼ h» {f(x) < 0, g(x) = 0} câ thº bi¸n �êi th nh h», trong �â câ mët

h m bªc nh§t, do �â b i to¡n v· sü câ nghi»m cõa h» {f(x) < 0, g(x) = 0}
công trð n¶n t¦m th÷íng.
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K�T LU�N

Vîi möc ti¶u �i s¥u nghi¶n cùu, t¼m hiºu v· �i·u ki»n c¦n v  �õ �º h» ph÷ìng

tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh bªc hai câ nghi»m, luªn v«n �¢ tr¼nh b y �÷ñc c¡c

nëi dung sau:

1. H» thèng l¤i c¡c kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cõa tªp afin, tªp lçi, nân, ¡nh

x¤ bªc hai, ma trªn gi£ nghàch �£o.

2. C¡c k¸t qu£ li¶n quan �¸n t½nh lçi cõa tªp £nh cõa ¡nh x¤ bªc hai tø

Rn v o R2.

3. �p döng c¡c t½nh ch§t lçi cõa tªp £nh cõa ¡nh x¤ bªc hai v o b i to¡n

�i·u ki»n câ nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh, b§t ph÷ìng tr¼nh bªc hai. �÷a ra

c¡c chùng minh chi ti¸t cho c¡c �ành lþ �ành lþ 2.2.17 v  �ành lþ 2.2.18.
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