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MÐ ��U

1. Lþ do chån �· t i

T½nh ch§t cõa tªp £nh cõa mët ¡nh x¤ �a thùc l  mët v§n �· khâ v 

nâ câ nhi·u ùng döng trong thüc t¸. C¡c k¸t qu£ �¦u ti¶n v· h÷îng n y

thuëc v· Toeplitz, Hausdorff (The Toeplitz-Hausdorff theorem) v  Dines

(Dines theorem), c¡c k¸t qu£ n y nâi v· t½nh lçi cõa tªp £nh cõa ¡nh x¤

F (x) =
(
xTAx, xTBx

)
, trong �â A,B l  c¡c ma trªn �èi xùng c§p n.

Cho �¸n nay b i to¡n t¼m �i·u ki»n c¦n v  �õ �º tªp F (Rn) lçi, trong �â

F (x) =
(
xTAx, xTBx, xTCx

)
v¨n l  mët c¥u häi mð. V§n �· trð n¶n phùc

t¤p hìn n¸u chóng ta t«ng c¡c th nh ph¦n cõa ¡nh x¤ F (x) l¶n con sè lîn

hìn 3. Do �â, trong khuæn khê luªn v«n n y chóng tæi ch¿ nghi¶n cùu t½nh

ch§t cõa tªp £nh cõa ¡nh x¤ câ mët th nh ph¦n l  �a thùc bªc hai, cán l¤i

c¡c th nh ph¦n kh¡c l  c¡c �a thùc bªc nh§t. Cö thº l  c¡c ¡nh x¤ �a thùc

câ d¤ng sau:

F : Rn → Rm

x 7→ F (x) = (f1 (x) , ..., fm (x))T ,

trong �â f1 (x) l  �a thùc bªc hai n bi¸n, f2 (x) , ..., fm (x) l  c¡c �a thùc bªc

nh§t n bi¸n.

V· m°t ùng döng, chóng tæi giîi thi»u mët c¡c ti¸p cªn cho b i to¡n mð

sau:

T¼m h¼nh c¦u b² nh§t chùa giao cõa c¡c h¼nh c¦u cho tr÷îc trong
khæng gian.

Bði t½nh thó và v  ùng döng cõa c¡c v§n �· tr¶n chóng tæi chån �· t i

4



�nh cõa ¡nh x¤ �a thùc bªc hai v  ùng döng

l m �· t i cho luªn v«n cõa m¼nh.

2. Möc �½ch nghi¶n cùu

� H» thèng kh¡i ni»m, t½nh ch§t v  ùng döng cõa £nh cõa ¡nh x¤ �a thùc

bªc hai.

� T¼m hiºu chõ y¸u v· t½nh lçi cõa £nh cõa ¡nh x¤ �a thùc bªc hai.

� Tr¼nh b y l¤i ph÷ìng ph¡p gi£i quy¸t b i to¡n t¼m h¼nh c¦u b² nh§t

chùa giao c¡c h¼nh c¦u cho tr÷îc.

� Håc häi mët sè kÿ thuªt v  ph÷ìng ph¡p chùng minh t½nh lçi cõa mët

tªp.

3. Nhi»m vö nghi¶n cùu

�åc v  tr¼nh b y l¤i mët sè k¸t qu£ nghi¶n cùu trong 2 b i b¡o ti¸ng Anh

thuëc l¾nh vüc lþ thuy¸t sè li¶n quan �¸n c¡c h m sè sè håc cõa t¡c gi£ Amir

Beck, Fabi¡n Flores-Baz¡n v  Felipe Opazo.

4. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu

� T½nh lçi cõa £nh ¡nh x¤ �a thùc bªc hai.

� Ùng döng trong vi»c t¼m h¼nh c¦u b² nh§t chùa giao c¡c h¼nh c¦u cho

tr÷îc.

5. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

� Tham kh£o b i b¡o [4], [5] cõa t¡c gi£ Amir Beck, Fabi¡n Flores-Baz¡n

v  Felipe Opazo v  t¼m hiºu c¡c t i li»u v  b i b¡o kh¡c tr¶n internet.
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� Khai th¡c t½nh lçi cõa mët tªp �º li¶n h» vîi £nh cõa ¡nh x¤ �a thùc

bªc hai.

6. Nëi dung ch½nh v  k¸t qu£ mîi cõa luªn v«n

Ngo i ph¦n mð �¦u, k¸t luªn v  danh möc t i li»u tham kh£o, luªn v«n n y

gçm câ hai ch÷ìng.

Ch÷ìng 1 tr¼nh b y c¡c kh¡i ni»m v· £nh v  h¤t nh¥n cõa ¡nh x¤ tuy¸n

t½nh; khæng gian con trüc giao, bò trüc giao; gi¡ trà ri¶ng v  vec tì ri¶ng cõa

ma trªn; ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng v  ma trªn x¡c �ành d÷ìng; b§t �¯ng

thùc ma trªn tuy¸n t½nh

Ch÷ìng 2 tr¼nh b y t½nh lçi cõa £nh cõa ¡nh x¤ �a thùc bªc hai; ùng

döng cõa nâ trong vi»c t¼m h¼nh c¦u b² nh§t chùa giao c¡c h¼nh c¦u cho tr÷îc
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Ch÷ìng 1

KI�N THÙC CHU�N BÀ

Trong ch÷ìng n y chóng tæi tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc chu©n bà l m cì sð

cho ch÷ìng 2.

1.1 �nh v  h¤t nh¥n cõa ¡nh x¤ tuy¸n t½nh

�ành ngh¾a 1.1.1. Gi£ sû V v  W l  hai khæng gian v²c tì v  f : V → W

l  mët ¡nh x¤ tuy¸n t½nh. Khi �â, tªp t§t c£ c¡c ph¦n tû cõa V câ £nh l 

θ ∈ W gåi l  h¤t nh¥n cõa f , kþ hi»u l  Ker (f).

Ker (f) = {x|x ∈ V, f (x) = θ}.

Tªp t§t c£ c¡c ph¦n tû cõa W l  £nh cõa ½t nh§t mët ph¦n tû cõa V gåi l 

£nh cõa f , kþ hi»u l  Im (f).

Im (f) = {y|y ∈ W,∃x ∈ V, f (x) = y}.

Nh÷ vªy Im (f) = f (V ).

T½nh ch§t cõa nh¥n v  £nh.

�ành l½ 1.1.2. N¸u f : V → W l  mët ¡nh x¤ tuy¸n t½nh th¼:

a. Ker (f) l  mët khæng gian con cõa V.

b. Im (f) l  mët khæng gian con cõa W
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1.2 Khæng gian con trüc giao, bò trüc giao

�ành ngh¾a 1.2.1. Cho P,Q l  c¡c khæng gian con trong khæng gian v²ctì

Euclide Rn. Khi �â

+) P �÷ñc gåi l  trüc giao (hay vuæng gâc) vîi Q n¸u vîi måi −→x ∈ P,−→y ∈
Q th¼ −→x ⊥ −→y , k½ hi»u P ⊥ Q;

+) P �÷ñc gåi l  bò trüc giao (hay bò vuæng gâc) vîi Q n¸u P ⊥ Q v 

Rn = P +Q.

M»nh �· 1.2.2. 1) N¸u P ⊥ Q th¼ P ∩Q = {−→0 }.
2) N¸u P ⊥ Q v  R bò trüc giao vîi Q th¼ P ⊂ R.

3) Cho P l  khæng gian con trong khæng gian v²ctì Euclide n chi·u V .

Khi �â khæng gian bò trüc giao cõa P l  duy nh§t, k½ hi¶u P⊥.

Chùng minh. 1) Thªt vªy, n¸u −→x ∈ P ∩ Q th¼ −→x ⊥ −→x ⇔ −→x 2 = 0 ⇔ −→x =
−→
0 .

2) Thªt vªy, gi£ sû −→u ∈ P ⊂ V = R⊕Q⇒ −→u = −→r +−→q , −→r ∈ R,−→q ∈
Q

⇒ −→u · −→q = −→r · −→q +−→q · −→q ⇒ −→q · −→q = 0 ⇒ −→q =
−→
0 .

Do �â −→u = −→r ∈ R. Vªy P ⊂ R.

3) Thªt vªy, tø t½nh ch§t 2) suy ra t½nh duy nh§t cõa khæng gian con bò

trüc giao cõa P . �º chùng minh sü tçn t¤i cõa khæng gian con bò vuæng gâc

cõa P , l§y cì sð trüc chu©n {−→e1 , . . . ,−→ek} trong P . Theo �ành lþ v· sü tçn t¤i

cì sð trüc chu©n, trong V câ sð trüc chu©n {−→e1 , . . . ,−→ek , . . . ,−→en}. X²t khæng
gian con Q trong V sinh bði h¶ {−→e k+1, . . . ,

−→en}. Khi �â, d¹ th§y r¬ng Q l 

khæng gian bò vuæng gâc cõa P , tùc Q = P⊥.
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1.3 Gi¡ trà ri¶ng v  vectì ri¶ng cõa ma trªn

�ành ngh¾a 1.3.1. Cho A l  mët ma trªn vuæng c§p n, th¼ mët vectì x

kh¡c vectì � khæng �÷ñc gåi l  vectì ri¶ng cõa ma trªn A n¸u

Ax = λx

cho mët sè væ h÷îng λ. Væ h÷îng λ �÷ñc gåi l  gi¡ trà ri¶ng cõa A v  x �÷ñc

gåi vectì ri¶ng t÷ìng ùng vîi λ.

Nâi chung, £nh cõa mët vectì x qua ph²p nh¥n vîi ma trªn vuæng A kh¡c

vîi vectì x v· c£ �ë lîn v  h÷îng. Tuy nhi¶n, trong tr÷íng hñp x l  mët

vectì ri¶ng cõa A, ph²p nh¥n vîi A khæng thay �êi h÷îng.

�ành l½ 1.3.2. Cho A l  mët ma trªn vuæng c§p n, λ l  mët gi¡ trà ri¶ng

cõa A khi v  ch¿ khi

det (λI − A) = 0. (1.1)

Ph÷ìng tr¼nh (1.1) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa A.

Nâi chung, �a thùc �°c tr÷ng cõa mët ma trªn vuæng c§p n câ d¤ng

p (λ) = λn + c1λ
n−1 + ...+ cn

trong �â h» sè cõa λn l  1. Do �a thùc bªc n câ nhi·u nh§t n nghi»m, n¶n

ph÷ìng tr¼nh

λn + c1λ
n−1 + ...+ cn = 0

câ nhi·u nh§t n nghi»m ph¥n bi»t v  do �â ma trªn vuæng c§p n câ tèi �a n

gi¡ trà ph¥n bi»t. V¼ c¡c nghi»m n y câ thº l  sè phùc, n¶n mët ma trªn câ

thº câ gi¡ trà ri¶ng phùc, ngay c£ khi ch½nh ma trªn �â câ c¡c h» sè thüc.
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M»nh �· 1.3.3. Cho A l  mët ma trªn tam gi¡c c§p n (tam gi¡c tr¶n, tam

gi¡c d÷îi ho°c �÷íng ch²o), khi �â c¡c gi¡ trà ri¶ng cõa A l  c¡c ph¦n tû tr¶n

�÷íng ch²o ch½nh cõa A.

�ành l½ 1.3.4. Cho A l  mët ma trªn vuæng c§p n, c¡c kh¯ng �ành sau l 

t÷ìng �÷ìng:

1. λ l  mët gi¡ trà ri¶ng cõa A.

2. H» ph÷ìng tr¼nh (λI − A)x = 0 câ nghi»m khæng t¦m th÷íng.

3. Câ mët vectì x kh¡c vectì � khæng sao cho Ax = λx.

4. λ l  mët nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng det (λI − A) = 0.

1.4 Ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng, ma trªn x¡c

�ành d÷ìng

�ành ngh¾a 1.4.1. Ma trªn �èi xùng A ∈ Sn �÷ñc gåi l  nûa x¡c �ành d÷ìng

n¸u xTAx ≥ 0 vîi måi x ∈ Rn v  �÷ñc gåi l  x¡c �ành d÷ìng n¸u xTAx > 0

vîi måi x ∈ Rn. Tªp hñp c¡c ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng kþ hi»u l  Sn
+ v 

tªp hñp c¡c ma trªn x¡c �ành d÷ìng kþ hi»u l  Sn
++.

A l  ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng ta kþ hi»u l  A ⪰ 0. A l  ma trªn x¡c

�ành d÷ìng ta kþ hi»u l  A ≻ 0.

�ành l½ 1.4.2. Cho A l  mët ma trªn �èi xùng, khi �â c¡c m»nh �· sau l 

t÷ìng �÷ìng:

1. A l  ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng.

2. T§t c£ c¡c gi¡ trà ri¶ng cõa A khæng ¥m.
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3. Tçn t¤i ma trªn B sao cho A = BTB.

�ành l½ 1.4.3. Cho A l  mët ma trªn �èi xùng, khi �â c¡c m»nh �· sau l 

t÷ìng �÷ìng:

1. A l  ma trªn x¡c �ành d÷ìng.

2. T§t c£ c¡c gi¡ trà ri¶ng cõa A �·u d÷ìng.

3. Tçn t¤i ma trªn vuæng khæng suy bi¸n B sao cho A = BTB.

�ành l½ 1.4.4. (Schur's complement). Cho A ≻ 0. Khi �â A B

BT C

 ⪰ 0 ⇔ C −BTA−1B ⪰ 0 (1.2)

1.5 B§t �¯ng thùc ma trªn tuy¸n t½nh

�ành ngh¾a 1.5.1. B§t �¯ng thùc ma trªn tuy¸n t½nh (LMI) l  biºu thùc câ

d¤ng

LMI (y) := A0 + y1A1 + y2A2 + ...+ ymAm ⪰ 0

trong �â

y = (y1, y2, · · · , ym) l  mët vectì thüc.

A0, A1, A2, ..., Am ∈ Sn l  c¡c ma trªn �èi xùng.

B§t �¯ng thùc ma trªn tuy¸n t½nh n y x¡c �ành mët r ng buëc lçi �èi vîi

y.
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Ch÷ìng 2

�NH CÕA �NH X� �A

THÙC B�C HAI V�

ÙNG DÖNG

2.1 �nh cõa ¡nh x¤ �a thùc bªc hai

Tr÷îc h¸t ta giîi thi»u mët sè kþ hi»u s³ �÷ñc dòng trong ch÷ìng n y.

Cho tr÷îc tªp khæng réng K ⊆ Rn, bao �âng cõa nâ �÷ñc kþ hi»u bði K̄;

Bao lçi cõa nâ, kþ hi»u ConvK, l  tªp lçi b² nh§t chùa K, SpanK l  khæng

gian v²c tì b² nh§t K; Ph¦n trong cõa K �÷ñc kþ hi»u bði IntK.

Tªp P ⊆ Rn �÷ñc gåi l  nân n¸u tP ⊆ P vîi måi t ≥ 0. Cone(K)
.
=⋃

t≥0 tK l  c¡i nân b² nh§t chùa K. Ta �°t R+u = Cone{u} v  Ru .
= {tu :

t ∈ R}, trong �â R+
.
= [0,+∞).

T½ch væ h÷îng trong Rn, c¡c ph¦n tû cõa Rn �÷ñc xem nh÷ l  c¡c v²c tì

cët, �÷ñc kþ hi»u bði ⟨·, ·⟩. Do �â, ⟨a, b⟩ = a⊤b vîi måi a, b ∈ Rn, trong �â

a⊤ l  chuyºn và cõa a.

Nân �èi cüc cõa K �÷ñc �ành ngh¾a bði K∗ .
= {p ∈ Rn : ⟨p, x⟩ ≥ 0 vîi
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måi x ∈ K}.
Cho tr÷îc K, K⊥ l  khæng gian con trüc giao vîi K, ngh¾a l  K⊥ .

=

K∗ ∩ (−K∗); do �â u⊥ �ìn gi£n câ ngh¾a l  trüc giao si¶u ph¯ng �¸n u.

Cho tr÷îc ¡nh x¤ bªc hai F = (f1, f2, . . . , fm), trong �â méi fi, i =

1, 2, . . . ,m, �·u câ d¤ng

fi(x) = x⊤Aix+ a⊤i x,Ai ∈ Sn, ai ∈ Rn,

�°t ¡nh x¤ FH(x)
.
=
(
x⊤A1x, x

⊤A2x, . . . , x
⊤Amx

)
.

�ành l½ 2.1.1 (Ramana-Goldman). Vîi h m sè F nh÷ tr¶n, ta câ

F (Rn) l  lçi ⇐⇒ F (Rn) = F (Rn) + FH (Rn) .

Chùng minh. X²t h m sè T : R → Rm �÷ñc x¡c �ành bði T (t) = at2 +

bt + T (0) vîi a, b, T (0) ∈ Rm, �°t TH(t)
.
= at2, TL(t)

.
= bt. Cho tr÷îc λ ∈

[0, 1], α, β ∈ R,

λT (α) + (1− λ)T (β) =

=
[
λα2 + (1− λ)β2

]
TH(1) + [λα + (1− λ)β]TL(1) + T (0)

=
[
(λα + (1− λ)β)2 +

(
λ− λ2

)
(α− β)2

]
TH(1)

+ [λα + (1− λ)β]TL(1) + T (0)

= T (λα + (1− λ)β)) + TH
(
(α− β)

√
λ− λ2

)
. (2.1)

�çng nh§t thùc n y suy ra r¬ng vîi måi v²c tì d¤ng λT (α) + (1 − λ)T (β)

câ thº �÷ñc vi¸t nh÷ TH (γ1)+T (γ2). Ng÷ñc l¤i, cho tr÷îc b§t ký γ1, γ2 ∈ R,

bði c¡c chån λ = 1
2 , α = γ1 + γ2 v  β = γ2 − γ1, �¯ng thùc (2.1) �¤t �÷ñc.

(⇒) : Gi£ sû x, y ∈ Rn, ta x¡c �ành F̃ (γ)
.
= F (γx + y − x), γ ∈ R. N¶n

F̃ (1) = F (y), v  v¼ F̃H t÷ìng ùng vîi ph¦n thu¦n nh§t vîi bi¸n γ cõa F̃ , suy

ra ngay r¬ng F̃H(γ) = γ2FH(x). Bði (2.1); tçn t¤i τ ∈ [0, 1 ], γ1, γ2 sao cho

FH(x) + F (y) = F̃H(1) + F̃ (1) = τ F̃ (γ1) + (1− τ)F̃ (γ2)

= τF (γ1x+ y − x) + (1− τ)F (γ2x+ y − x) ∈ F (Rn) .
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(⇐) : Ta xem x²t τF (x) + (1 − τ)F (y), 0 < τ < 1. L§y h m sè F̃ (γ) .
=

F (x+γ(y−x)). Ta câ thº kiºm tra ngay r¬ng F̃H(γ) = γ2FH(x−y), F̃ (0) =
F (x), v  F̃ (1) = F (y). Tø (2.1) nâ k²o theo sü tçn t¤i cõa γi, i = 1, 2, sao

cho

τF (x) + (1− τ)F (y) = τ F̃ (0) + (1− τ)F̃ (1) = F̃H (γ1) + F̃ (γ2)

= FH (γ1(y − x)) + F (x+ γ2(y − x)) ∈ F (Rn)

�i·u ph£i chùng minh.

Ti¸p theo ta xem x²t tr÷íng hñp têng qu¡t hìn �ành lþ tr¶n. X²t c¡c

h m sè fi(x) = x⊤Aix + a⊤i x vîi i = 1, . . . ,m, trong �â Ai ∈ SN , ai ∈ Rn.

X²t ma trªn C ∈ Rk×n v  d ∈ Rk, v  kþ hi»u q .
= (f1, . . . , fm) , fi,H(x)

.
=

x⊤Aix, fi,B(x, z)
.
= x⊤Aiz, fi,L(x)

.
= a⊤i x. Cuèi còng, ta �°t

qB
.
= (f1,B, . . . , fm,B) , qL

.
= (f1,L, . . . , fm,L) , qH

.
= (f1,H , . . . , fm,H) ,

qz(x)
.
= q(x) + 2qB(x, z). (2.2)

M»nh �· sau cung c§p mët �°c tr÷ng lçi cõa F (Rn), khi F = (q, C).

M»nh �· 2.1.2. Gi£ sû F (x)
.
= (q(x), C x), khi �â c¡c kh¯ng �ành sau l 

�óng

(a) F (Rn) l  lçi ⇐⇒ qH (Rn) ⊆ qz(Ker C) vîi måi z ∈ Rn.

(b) N¸u qH (Rn) = qH(Ker C) v  qz(KerC) l  lçi vîi måi z ∈ Rn th¼

F (Rn) l  lçi.

Chùng minh. (a) Bði �ành lþ Ramana-Goldman, ta bi¸t r¬ng F (Rn) l  lçi

n¸u v  ch¿ n¸u F (Rn) + FH (Rn) ⊆ F (Rn), vîi FH(x) = (qH(x), 0).

(⇒) : Bði �ành lþ Ramana-Goldman ta câ, vîi måi z ∈ Rn v  måi y ∈ Rn,

tçn t¤i u ∈ Rn sao cho q(z) + qH(y) = q(u) v  Cz = Cu. �°t x .
= u− z, ta

câ x ∈ Ker C, v  hìn núa,

fi(z) + fi,H(y) = fi(u) = fi(z + x) = fi(z) +∇fi(z)⊤x+ x⊤Aix.
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�i·u n y suy ra r¬ng

fi,H(y) = x⊤Aix+ (2Aiz + ai)
⊤ x = fi(x) + 2fi,B(x, z),

�i·u n y suy ra �i·u ph£i chùng minh.

(⇐) Gi£ sû x, y ∈ Rn. Bði gi£ thi¸t, ta câ thº vi¸t q(x)+qH(y) = q(x)+qx(u)

vîi u ∈ Ker C n o �â. Do �â, khæng khâ �º kiºm tra r¬ng q(x) + qx(u) =

q(x+u), v  v¼ Cx = C(x+u), ta �¤t �÷ñc F (Rn)+FH (Rn) ⊆ F (Rn), �i·u

n y suy ra t½nh lçi cõa F (Rn) �ành lþ Ramana-Goldman.

(b) C¡c bao h m sau l  �¤t �÷ñc

qH (Rn) = qH(kerC) ⊆ qz(kerC) + qH(kerC) = qz(kerC),

trong �â �¯ng thùc thù hai l  h» qu£ cõa �ành lþ Ramana-Goldman, v¼

qz(kerC) l  lçi. Do �â, dòng (a) ta suy ra �i·u ph£i chùng minh.

.

V½ dö 2.1.3. Bði ¡p döng M»nh �· 2.1.2, ta s³ ch¿ ra t½nh lçi cõa F (Rn)

trong �â F (x) = (q(x), Cx). L§y n = 5,m = 2, v  c¡c h m sè

f1(x)
.
= x21 + x3 + x24 − x25, f2(x)

.
= x22 − x3 − x24 + x25, x = (x1, x2, . . . , x5) .

Ð �¥y,

A =



1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 −1


, a =



0

0

1

0

0


, B =



0 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 1


, b =



0

0

−1

0

0


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v 

C =

 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 .

Ta câ, q(x) = (f1(x), f2(x)) = x21(1, 0) + x22(0, 1) + x3(1,−1) + x24(1,−1) +

x25(−1, 1), v 

kerC = {(u1, u2, u3, 0, 0) : ui ∈ R, i = 1, 2, 3} ,

(kerC)⊥ = {(0, 0, 0, u4, u5) : u4, u5 ∈ R} .

Ta câ thº kiºm tra ngay r¬ng qH(x) = x21(1, 0) + x22(0, 1) + x24(1,−1) +

x25(−1, 1), xi ∈ R∀i = 1, . . . , 5. Do �â

qH(kerC) = R2
+, qH

(
R5
)
= R2

+ + R(1,−1),

cho th§y r¬ng qH
(
R5
)
̸= qH(KerC). M°t kh¡c, vîi måi z ∈ R5, x ∈ KerC,

qz(x) = (x1 + z1)
2 (1, 0) + (x2 + z2)

2 (0, 1) + x3(1,−1) +
(
−z21,−z22

)
,

v 

qz(kerC) = R2
+ + R(1,−1)−

(
z21, z

2
2

)
= qH

(
R5
)
−
(
z21, z

2
2

)
�i·u n y suy ra r¬ng qH

(
R5
)
⊆ qz(ker C) vîi måi z ∈ R5. Do �â M»nh �·

2.1.2 nâi r¬ng F
(
R5
)
l  lçi.

Ta ti¸p töc �÷a ra c¡c k¸t qu£ t÷ìng tü khi F (Rn) + R+(d, 0) (d ∈ Rm)

�÷ñc xem x²t thay v¼ F (Rn). �º câ c¡c k¸t n y, ta �°t F .
= (q, h) trong �â

q l  nh÷ tr¶n, v 

h(x) = Cx, x ∈ Rn.

B¥y gií ta x²t h m sè F̃ , nâ câ d¤ng nh÷ F , nh÷ng x¡c �ành tr¶n Rn+1, vîi

F̃ (0) = 0 v  dú ki»n

Ãi =

 Ai 0

0 di

 , C̃ =
(
C 0

)
, ãi =

 ai

0

 .
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N¶n, bði c¡ch vi¸t F̃ .
= (q̃, h̃), trong �â

q̃(x)
.
=
(
x⊤Ã1x+ ã⊤1 x, . . . , x

⊤Ãmx+ ã⊤mx
)
, h̃(x) = C̃x, x ∈ Rn+1,

ta câ, vîi måi d ∈ Rm,

F̃
(
Rn+1

)
= F (Rn) + R+(d, 0), ker C̃ = (kerC)× R.

Nh­c l¤i r¬ng qH(x)
.
=
(
x⊤A1x, . . . , x

⊤Amx
)
, x ∈ Rn, v  do �â q̃H(y)

.
=(

y⊤Ã1y , . . . , y⊤Ãmy
)
, y = (x, xn+1) ∈ Rn+1. N¶n

q̃H (x, xn+1) = qH(x) + dx2N+1, q̃H(ker C̃) =

qH(kerC) + R+d, q̃H
(
Rn+1

)
= qH (Rn) + R+d.

Cuèi còng, nh÷ tr¶n, ta �°t

qz(x)
.
= q(x) + 2qB(x, z) = qH(x) +


(2A1z + a1)

⊤

...

(2Amz + am)
⊤

x. (2.3)

Mët c¡ch t÷ìng tü, �ành ngh¾a cho q̃(x,xn+1), x ∈ Rn, xn+1 ∈ R. N¶n,

q̃(z,zn+1) (x, xn+1) = qz(x) + dx2n+1 + dxn+1zn+1, q̃
(z,zn+1)(ker C̃)

= qz(kerC) + R+d+ Rdzn+1.

�ành lþ sau �¥y l  h» qu£ cõa m»nh �· tr÷îc v  nâ th½ch hñp cho c¡c ¡p

döng.

�ành l½ 2.1.4. Gi£ sû F (x)
.
= (q(x), Cx ) v  d ∈ Rm. Ta câ c¡c kh¯ng �ành

sau l  �óng:

(a) F (Rn) + R+ (d, 0K) l  lçi ⇐⇒ qH (Rn) ⊆ qz(kerC) + R+d vîi måi

z ∈ Rn.

(b) N¸u qH (Rn) + R+d = qH(kerC) + R+d v  qz(kerC) + R+d l  lçi vîi

måi z ∈ Rn th¼ F (Rn) + R+ (d, 0K) l  lçi.
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K¸t qu£ ti¸p theo nâi v· t½nh lçi cõa F (Rn) trong Rm+k v  t½nh lçi cõa

qz(KerC) trong Rm.

�ành l½ 2.1.5. Gi£ sû F �÷ñc x¡c �ành nh÷ tr¶n v  d ∈ Rm. N¸u qz �÷ñc

x¡c �ành nh÷ trong 2.3 th¼ c¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) Tªp F (Rn) + R+ (d, 0K) l  lçi.

(b) Vîi måi z ∈ Rn, qH (Rn) ⊆ qz(KerC) + R+d.

(c) Vîi måi z ∈ Rn c¡c �i·u ki»n sau �¤t �÷ñc:

(c1) qz(kerC) + R+d l  lçi;

(c2) qH (Rn) ⊆ qH(Ker C) + qz(kerC) + R+d.

Chùng minh. Sü t÷ìng �÷ìng giúa (a) v  (b) �÷ñc suy ra tø �ành lþ 2.1.4.

Gi£ sû (b) �óng. Chó þ r¬ng qz(KerC) + R+d, vîi �iºm cè �ành z ∈ Rn,

ch½nh nâ l  mët tªp gièng nh÷ tªp xem x²t ð (a). Thªt vªy, xem x²t h m sè

ψ(x)
.
= qz(V x), nâ l ,

ψ(x) =


x⊤V ⊤A1V x+

(
2V ⊤A1z + V ⊤a1

)⊤
x

...

x⊤V ⊤AmV x+
(
2V ⊤Amz + V ⊤am

)⊤
x

 . (2.4)

Ð �¥y, x ∈ Rp v  V ∈ Rn×p câ h¤ng p thäa m¢n V (Rp) =KerC. Rã r ng

ψ (Rp) = qz(KerC). Bði th¶m ma trªn khæng nh÷ ph¦n tuy¸n t½nh cõa ψ,

mët ¡p döng cho ψ cõa sü t÷ìng �÷ìng giúa (a) v  (b), nâ cho ph²p ta k¸t

luªn r¬ng qz(Ker C) + R+d = ψ (Rp) + R+d l  lçi n¸u v  ch¿ n¸u

ψH (Rp) ⊆ ψz0 (Rp) + R+d ∀z0 ∈ Rp.

V¼ ψH(x) = fH(V x) v  ψz0(x) = qz+V z0(V x), c¡i bao h m cuèi trð th nh

qH(kerC) ⊆ qz(kerC) + R+d ∀z ∈ Rn.
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Do �â, (c1) �÷ñc suy ra bði (b). Ta câ (b) ⇒ (c2) l  hiºn nhi¶n. Cuèi còng,

(c) ⇒ (b) l  h» qu£ cõa �ành lþ cõa Ramana-Goldman khi ¡p döng h m sè

th½ch hñp ψ̃. Thªt vªy, ta xem x²t h m sè

ψ̃(x) =
(
x⊤Ã1x+ ã⊤1 x, . . . , x

⊤Ãmx+ ã⊤mx
)
, x ∈ Rp+1,

trong �â

Ãi =

 V ⊤AiV 0

0 di

 , ãi =

 V ⊤ (2Aiz + ai)

0

 .

N¶n ψ̃ (x, xp+1) = ψ(x) + x2p+1d v  ψ̃H (x, xp+1) = ψH(x) + x2p+1d ∀ x ∈ Rp

v  måi xp+1 ∈ R, v  do �â

ψ̃
(
Rp+1

)
= ψ (Rp) + R+d, (ψ̃)H

(
Rp+1

)
= ψH (Rp) + R+d.

Bði (c1), ψ̃
(
Rp+1

)
l  lçi, v  k¸t qu£ cõa Ramana-Goldman, ta câ

ψ̃
(
Rp+1

)
+ (ψ̃)H

(
Rp+1

)
= ψ̃

(
Rp+1

)
.

�i·u n y câ ngh¾a l 

qz(kerC) + R+d+ qH(kerC) ⊆ qz(kerC) + R+d.

N¶n, tø (c2) nâ d¨n �¸n

qH (Rn) ⊆ qz(kerC) + qH(kerC) + R+d ⊆ qz(kerC) + R+d

�i·u n y ch½nh l  (b).

.

Ph¦n (c) õa �ành lþ 2.1.4 l  kh¡ thó và. Theo k¸t qu£ n y, �º x²t t½nh lçi

cõa tªp £nh, ta c¦n kiºm tra c¡c �i·u ki»n (c1) v  (c2). Mët �°c tr÷ng cõa
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t½nh lçi cõa tªp nh÷ qz(KerC) + R+d �¢ �÷ñc �÷a ra khi m = 2 xem [9];

vîi m ≥ 3 nâ v¨n l  mët c¥u häi mð, thªm ch½ cho tr÷íng hñp c¡c h m bªc

hai thu¦n nh§t, ngo¤i trø mët �i·u ki»n �õ cõa Polyak [9]. M°t kh¡c, (c2) câ

ngh¾a l  �i·u ki»n n¬m trong ph£i �÷ñc thäa m¢n, tªp b¶n tr¡i l  nân (lçi

khi m = 2 bði �ành lþ Dines), trong khi �â tªp b¶n ph£i l  têng cõa mët tªp

lçi v  c¡c tªp kh¡c.

�º câ k¸t qu£ ti¸p theo ta c¦n �êi bi¸n nh÷ vi»c �¢ l m trong chùng minh

cõa �ành lþ 2.1.5. Trong �ành lþ sau, ta �°t q .
= (f, g), trong �â

f(x)
.
= x⊤Ax+ a⊤x, g(x)

.
= x⊤Bx+ b⊤x,

v  C l  mët ma trªn câ cï phò hñp.

�ành l½ 2.1.6 (Convexity). Vîi dú ki»n nh÷ �¢ �· cªp ð tr¶n v  cè �ành b§t

ký z ∈ Rn. Khi �â, (f, g)z(kerC)+R+(1, 0) l  lçi n¸u v  ch¿ n¸u ½t nh§t mët

trong c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

(C1) B(kerC) ⊆ (ker C)⊥ v  ∃v ∈ kerC sao cho Av ∈ (kerC)⊥ v  mët

trong hai ∇f(z)⊤v ̸= 0 ho°c ∇g(z)⊤v ̸= 0.

(C2) B(kerC) ⊈ (kerC)⊥.

(C3) B(kerC) ⊆ (kerC)⊥ v  A ≽ 0 tr¶n ker C.

(C4) B(kerC) ⊆ (kerC)⊥ v  tçn t¤i v ∈ kerC sao cho

v⊤Av < 0 v  ∇g(z)⊤v = 0.

Chùng minh. X²t h m sè ψ x¡c �ành nh÷ trong (2.4) vîi m = 2 (vîi f1 = f ,

f2 = g), Nhªn x²t 5.2 trong [8] cho th§y r¬ng t½nh lçi cõa ψ (Rp) + R+(1, 0)

l  t÷ìng �÷ìng vîi sü �¤t �÷ñc cõa b§t ký c¡c �i·u ki»n sau:

(C̃1)V ⊤BV = 0, v  tçn t¤i u ∈ ker V ⊤AV sao cho ho°c (2Az+ a)⊤V u ̸=
0 ho°c (2Bz + b)⊤V u ̸= 0;

(C̃2)V ⊤BV ̸= 0;

20



(C̃3)V ⊤BV = 0 v  V ⊤AV ≽ 0;

(C̃4)V ⊤BV = 0, v  tçn t¤i x ∈ Rp sao cho x⊤V ⊤AV x < 0 v  (2Bz+ b)
⊤V x = 0.

D¹ d ng kiºm tra r¬ng

V ⊤BV = 0 ⇐⇒ kerC ⊆ g−1
H (0) ⇐⇒ B(kerC) ⊆ (kerC)⊥

v  do �â, ta �¤t �÷ñc (C̃4) = (C̃4), (C̃2) = (C̃2) v  (C̃3) = (C̃3).

Tr÷îc khi sang k¸t qu£ ti¸p theo, ta câ mët sè chó þ nh÷ sau.

Chó þ 2.1.7. Vîi �ành lþ 2.1.6, ta �¤t �÷ñc

(i) N¸u (C1) �¤t �÷ñc vîi v ∈ kerC n o �â v  z0 ∈ (ker C)⊥ n o �â, th¼

(C1) công �¤t �÷ñc vîi v �â v  vîi måi z ∈ z0 + kerC. Thªt vªy, ta vi¸t

z = z0 + z1 vîi z1 ∈ ker C; th¼

∇f(z)⊤v = 2 (Az0 + Az1)
⊤ v + a⊤v = 2z⊤0 Av + 2z⊤1 Av + a⊤v = 2z⊤0 Av + a⊤v

= ∇f (z0)⊤ v.

T÷ìng tü, ta nhªn �÷ñc ∇g(z)⊤v = ∇g (z0)⊤ v. �i·u ph£i chùng minh.

(ii) N¸u (C4) �¤t �÷ñc vîi v ∈ ker C n o �â v  vîi z0 ∈ (ker C)⊥, th¼

(C4) công �¤t �÷ñc vîi v �â v  ∀z ∈ z0+ ker C. Chùng minh t÷ìng tü nh÷

(i).

(iii) Chó þ r¬ng c¡c �i·u ki»n (C2) �¸n (C4) trong �ành lþ 2.1.6 lo¤i trø

l¨n nhau, nh÷ (C1) v  (C2), nh÷ng giúa (C1) v  (C4) th¼ khæng, nh÷ V½ dö

2.1.10 cho th§y �i·u n y.

Mët sè kh¯ng �ành câ �÷ñc tø �ành lþ 2.1.6 nh÷ sau.

Chó þ 2.1.8. (i) Gi£ sû h(x) .
= Cx. N¸u (C4) cõa �ành lþ 2.1.6 �at �÷ñc

vîi z ∈ Rn n o �â v  v ∈ ker C n o �â, th¼ nâ công �¤t �÷ñc ∇g(x)⊤v =
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0∀x ∈ h−1(Cz). Thªt vªy, l§y b§t ký x ∈ h−1(Cz). Th¼ x = z + z0 vîi z0 ∈
ker C, v  do �â

∇g(x)⊤v = ∇g(z)⊤v + 2z⊤0 Bv = ∇g(z)⊤v.

(ii) T÷ìng tü nh÷ trong (i), ta câ k¸t luªn t÷ìng tü nh÷ (C1) cõa �ành lþ

2.1.6.

B¥y gií ta �÷a ra mët sè v½ dö cho th§y kh£ n«ng ùng döng cõa �ành lþ

2.1.6. Hìn núa, chóng công cho th§y r¬ng �ành lþ 2.1.5 cung c§p nhi·u thæng

tin hìn t½nh khæng lçi cõa F (Rn).

V½ dö 2.1.9. Ð �¥y, (C2) cõa �ành lþ 2.1.6 l  thäa m¢n. L§y c¡c h m sè

f(x)
.
= −x22 − 2x1x2, g(x)

.
= −x21 + x23, h(x)

.
= x1 + x2, x = (x1, x2, x3) .

Ð �¥y,

A =


0 −1 0

−1 −1 0

0 0 0

 , a⊤ =
(
0 0 0

)
, B =


−1 0 0

0 0 0

0 0 1

 , b⊤ =
(
0 0 0

)
,

C =
(
1 1 0

)
.

Ta câ

ker C = {(t,−t, s) : t, s ∈ R}; (kerC)⊥ = {(t, t, 0) : t ∈ R}.

Câ thº kiºm tra ngay r¬ng B(kerC)Φ(ker C)⊥, v  do �â (C2) �¤t �÷ñc. Do

�â, bði �ành lþ 2.1.6, (f, g)z(ker C)+R+(1, 0) l  lçi vîi måi z ∈ R3. Hìn núa,

�°t q = (f, g), ta câ ngay q(t,−t, s) = qH(t,−t, s) = t2(1,−1) + s2(0, 1), v 

vîi måi z = (z1, z2, z3) ∈ R3,

qz(t,−t, s) =
(
(t+ z1)

2 − z21,− (t+ z1)
2 + z21 + (s+ z3)

2 − z23

)
.
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�°c bi»t, qH(kerC) = R+(1,−1) + R+(0, 1) = qH(ker C) + R+(1, 0), v  do

�â qH
(
R3
)
̸= qH(kerC) = q0(kerC) v¼ qH(2,−4, 1) = (0,−3) /∈ qH(kerC),

nâ câ ngh¾a r¬ng (b) cõa �ành lþ 2.1.5 (vîi z = 0 v  d = (1, 0)) khæng �¤t

�÷ñc. Do �â (f, g, h)
(
R3
)
+ R+(1, 0, 0) l  khæng lçi, v  do �â (f, g, h)

(
R3
)

công khæng lçi.

V½ dö 2.1.10. Ð �¥y, c¡c �i·u ki»n (C4) v  (C1) l  �¤t �÷ñc vîi còng z ∈
(kerC)⊥.

Nâ thüc sü cho th§y r¬ng thªm ch½ t½nh khæng lçi cõa F
(
R3
)
�÷ñc chùng

minh mët c¡c �ìn gi£n bði l§y c¡c �iºm (1, 1,±1) ∈ F
(
R3
)
, trong �â

(1, 1, 0) /∈ F
(
R3
)
, �ành lþ 2.1.5 cung c§p nhi·u thæng tin: nâ cho th§y t½nh

khæng lçi cõa F
(
R3
)
+ R+(1, 0, 0) v  do �â cõa F

(
R3
)
.

Ta x²t c¡c h m sè f(x) .= x22 + 2x1x2, g(x)
.
= (x1 + x2) (2x3 + 1) , h(x)

.
=

x1 + x2, x = (x1, x2, x3). Ð �¥y, A =


0 1 0

1 1 0

0 0 0

 , a⊤ =
(
0 0 0

)
,

B =


0 0 1

0 0 1

1 1 0

 , b⊤ =
(
1 1 0

)
, C =

(
1 1 0

)
.

Th¼, ta d¹ d ng �¤t �÷ñc B(ker C) ⊆ (ker C)⊥. Chån v = (1,−1, 0) ∈ ker

C v  b§t ký z trong (kerC)⊥. Th¼, z = (t, t, 0), v⊤Av = −1, v  v¼ ∇g(x) =
(2x3+ 1, 2x3 + 1, 2x1 + 2x2), ta câ

∇g(z)⊤v = (1, 1, 4t)⊤(1,−1, 0) = 0.

Do vªy (C4) cõa �ành lþ 2.1.6 �¤t �÷ñc, v  do �â bði Chó þ 2.1.7, (C4) thäa

m¢n vîi måi z ∈ R3. Do �â (f, g)z(ker C) + R+(1, 0) l  lçi vîi måi z ∈ R3.

Hìn núa, �°t q = (f, g), ta câ ngay

qH(x) =
(
(x1 + x2)

2 − x21, 2 (x1 + x2)x3
)
,

23



chóng suy ra r¬ng qH
(
R3
)
= R2 v  qH(t,−t, s) = t2(−1, 0), v  do �â qH(ker

C) = R+(−1, 0).

M°t kh¡c, vîi måi z = (z1, z2, z3) , q
z(t,−t, s) =

(
− (t+ z1)

2+ z21, 2 (z1 + z2) s
)
.

N¶n, q0(t,−t, s) = qH(t,−t, s); nâ l , (b) cõa �ành lþ 2.1.5 (vîi z = 0 v 

d = (1, 0)) khæng �¤t �÷ñc. Do �â (f, g, h)
(
R3
)
+ R+(1, 0, 0) l  khæng lçi,

nâ suy ra t½nh khæng lçi cõa (f, g, h)
(
R3
)
.

Cuèi còng, bði chån b§t ký z = (z1, z2, z3) thäa m¢n z1 + z2 ̸= 0 v 

v = (0, 0, t) vîi t ̸= 0, (C1) �¤t �÷ñc.

V½ dö 2.1.11. Ð �¥y, (C3) thäa m¢n. L§y B v  C nh÷ trong V½ dö 2.1.10,

v  f(x) = x⊤Ax+ a⊤x, g(x) = x⊤Bx+ b⊤x vîi b§t ký a, b ∈ R3, v 

A =


2 1 0

1 1 1

0 1 2


Th¼ v⊤Av = (t − s)2 + s2∀v = (t,−t, s) ∈ ker C. Do �â (C3) l  thäa m¢n,

v  h» qu£ l  (f, g)z(ker C) + R+(1, 0) l  lçi vîi måi z ∈ R3. Hìn núa, �°t

q
.
= (f, g); th¼

qH(x) =
(
(x1 + x2)

2 + (x2 + x3)
2 + x21 − x22 + x23, 2 (x1 + x2)x3

)
.

Do �â qH(t,−t, s) =
(
(t− s)2 + s2, 0

)
, v  ta câ qH(ker C) = R+(1, 0). Ta

�¤t �÷ñc

qz(t,−t, s) = ((t− s)2 + s2 + 2 (z1 − z3 + a1 − a2) t+ 2 (z2 + 2z3 + a3) s,

(b1 − b2) t+ (z1 + z2 + b3) s).

Ð �¥y, a = (a1, a2, a3) v  b = (b1, b2, b3).

�º x¡c �ành mët sè nhâm �i·u ki»n �£m b£o cho (c1) ho°c (c2) cõa �ành

lþ 2.1.5 khi m = 2, ta c¦n v i kh¡i ni»m mîi. Nh­c l¤i r¬ng

q(x)
.
= (f(x), g(x)), qH(x)

.
=
(
x⊤Ax, x⊤Bx

)
, qL(x)

.
=
(
a⊤x, b⊤x

)
.
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�ành ngh¾a 2.1.12. Cho tr÷îc a tuy¸n t½nh khæng gian con L. Ta nâi r¬ng

qH l 

(i) L-ch½nh quy n¸u

v ∈ L, qH(v) = 0 =⇒ v = 0.

(ii) L-ch½nh quy y¸u n¸u

v ∈ L, qH(v) = 0 =⇒ {Av,Bv} ⊆ L⊥.

Mët sè nhªn x²t li¶n quan �¸n t½nh ch½nh quy v  ch½nh quy y¸u �÷ñc n¶u

trong c¡c chó þ ti¸p theo.

Chó þ 2.1.13. Gi£ sû

L0
.
=
{
x ∈ L : {Ax,Bx} ⊆ L⊥} v  L′

0
.
= (L0)

⊥ ∩ L.

Th¼ L = L0 ⊕ L′
0. V¼ måi x ∈ L′

0 sao cho qH(x) = 0 thäa m¢n x ∈
q−1
H (0) ∩ L, ta suy ra r¬ng

- L-ch½nh quy y¸u cõa qH =⇒ L′
0-ch½nh quy cõa qH .

- qH(L) = qH (L′
0).

- Vîi tr÷íng hñp L = kerC, ta câ ngay [7, H» qu£ 1][
qH(kerC) ̸= R2 v  qH v  kerC − ch½nh quy

]
⇐⇒ ∃t1, t2 ∈ R : t1A +

t2B ≻ 0 tr¶n kerC.

�èi vîi bê �· ti¸p theo, chóng ta s³ sû döng L = ker C trong chó þ tr÷îc.

Hìn núa, ta �°t qzL
.
= (qz)L, v  cho tr÷îc b§t ký k ∈ ⋉,M ⊆ Rk, ta kþ hi»u

nân ti»m cªn cõa M bði

M∞ =

{
v ∈ Rk : ∃tn → +∞,∃xn ∈M,

xn
tn

→ v

}
.
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Bê �· 2.1.14. N¸u f, g l  c¡c h m sè bªc hai nh÷ tr¶n (d = (1, 0) ∈ R2 v 

m = 2 trong �ành lþ 2.1.5). Th¼,

(a) qz(kerC) + R+(1, 0) l  lçi vîi måi z ∈ Rn n¸u mët trong c¡c tr÷íng

hñp sau �¤t �÷ñc:

(a1) B( ker C) ⊈ (ker C)⊥;

(a2) B(ker C) ⊆ (ker C)⊥ v  A ≽ 0 tr¶n ker C;

(a3) (C1) �¤t �÷ñc vîi v ∈ kerC n o �â v  måi z ∈ (ker C)⊥;

(a4) (C4) �¤t �÷ñc vîi v ∈ kerC n o �â v  måi z ∈ (kerC)⊥.

(b) Gi£ sû r¬ng dim(kerC) ≥ 2. N¸u qH l  ker C-ch½nh quy, th¼ qz(kerC)

l  lçi v  �âng vîi måi z ∈ Rn. Hìn núa,

(qz(kerC))∞ =
{
v ∈ R2 : R+v ∈ qz(kerC)

}
= qH(kerC).

(c) N¸u int qH(ker C) ̸= ∅, th¼ qz(ker C) l  lçi vîi måi z ∈ Rn.

(d) N¸u qH l  ker C-ch½nh quy y¸u, th¼ L′
0-ch½nh quy, v  (c2) cõa �ành lþ

2.1.5 �¤t �÷ñc vîi �i·u ki»n

qH (Rn) ⊆ qH(kerC) + qzL (L0) ∀z ∈ Rn.

Chùng minh. (a) C¡c k¸t qu£ �÷ñc suy ra tø �ành lþ 2.1.6 v  Chþ þ 2.1.7.

(b) Bði vi¸t l¤i mët c¡ch t÷ìng �÷ìng ker C-ch½nh quy cõa qH nh÷ sau (V

nh÷ tr¶n)

x ∈ Rp, qH(V x) = 0 =⇒ x = 0,

v  t½nh lçi l  h» qu£ cõa �ành lþ 2.2 trong [9] (ho°c xem [8, �ành lþ 4.6]).

B¥y gií ta chùng minh t½nh �âng cõa qz(ker C). Gi£ sû wk → w vîi wk =

qz (xk) , xk ∈ ker C. Gi£ sû r¬ng supk ∥xk∥ = +∞; th¼, nh÷ mët h» qu£, ta câ

thº x²t xk/ ∥xk∥ → v ∈ kerC vîi ∥xk∥ → +∞. Do �â, 0 = qH(v), suy ra, bði

t½nh ch½nh quy, v = 0, m¥u thu¨n. Do �â ∥xk∥ l  bà ch°n, v  do �â w = qz(x)

vîi x ∈ ker C n o �â, trong �â x l  mët �iºm tö cõa (xk), nâ d¨n �¸n �i·u
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ph£i chùng minh. Ng÷ñc l¤i, (qz(kerC))∞ =
{
v ∈ R2 : R+v ∈ qz(kerC)

}
, l 

mët nân lîn nh§t chùa trong qz(kerC).

Ph¦n cán l¤i l  c¦n chùng minh �¯ng thùc cuèi còng. Gi£ sû v ̸= 0 thuëc

tªp b¶n tr¡i. Th¼, vîi måi ρ ∈ ⋉, tçn t¤i xρ ∈ ker C sao cho ρv = qz (xρ).

L§y ρ → ∞, tø c¡c �¯ng thùc tr÷îc ta câ ngay r¬ng ∥ρv∥ → +∞, v 

do �â supρ ∥xρ∥ = +∞. Ta câ thº gi£ sû r¬ng xρ/ ∥xρ∥ → x0 ∈ kerC v 

∥xρ∥ → +∞. N¶n, ρ/ ∥xρ∥2 v = 1/ ∥xρ∥2 qz (xρ) → qH (x0). �i·u n y suy ra

r¬ng
(
ρ/ ∥xρ∥2

)
l  bà ch°n, v  do �â, n¸u khæng th¼ x²t tr¶n d¢y con, nâ hëi

tö tîi ρ0 ≥ 0. Bði t½nh ch½nh quy, ρ0 > 0, nâ d¨n �¸n v ∈ qH(ker C).

(c) Ta vi¸t int qH(kerC) = int {qH(V x) : x ∈ Rp} ̸= ∅, v  do �â k¸t luªn

qz(kerC) l  lçi vîi måi z ∈ Rn ch½nh l  h» qu£ cõa �ành lþ 4.12 trong [8].

(d) Thªt vªy, bði gi£ thi¸t v  Chó þ 2.1.13 (vîi L = ker C ), ta câ ngay

vîi måi z ∈ Rn

qH (Rn) ⊆ qH(kerC)+q
z
L (L0) = qH (L′

0)+q
z
L (L0) = qz (L0 ⊕ L′

0) = qz(kerC).

□

Düa v o Bê �· tr÷îc, ta câ �ành lþ sau (li¶n quan �¸n �ành lþ 2.1.5).

�ành l½ 2.1.15. Gi£ sû F l  ¡nh x¤ nh÷ trong �ành lþ 2.1.5 vîi m = 2 v 

qz �÷ñc x¡c �ành nh÷ trong (2.3). C¡c kh¯ng �ành sau �¤t �÷ñc:

(a) Gi£ sû r¬ng qH l  ker C-ch½nh quy v  dimkerC ≥ 2. Th¼,

F (Rn) l  lçi ⇐⇒ qH (Rn) = qH( ker C).

(b) Gi£ sû r¬ng qH l  ker C-ch½nh quy y¸u. Th¼, F (Rn) l  lçi ⇐⇒ ∀z ∈
Rn, qz(kerC) = R2 ho°c qH (Rn) ⊆ qH(kerC) + qzL (L0).

Vîi tr÷íng hñp F l  thu¦n nh§t, �ành lþ 2.1.5 khæng y¶u c¦u gi£ thi¸t v·

t½nh ch½nh quy.
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�ành l½ 2.1.16 (Tr÷íng hñp thu¦n nh§t). Gi£ sû F �÷ñc x¡c �ành nh÷ tr¶n,

F : Rn → R2+k v  qH : Rn → R2 nh÷ F (x)
.
=
(
x⊤Ax, x⊤Bx,Cx

)
=

(qH(x), Cx). X²t qz(x)
.
= qH(x) + 2qB(x, z). Khi �â c¡c kh¯ng �ành sau l 

t÷ìng �÷ìng:

(a) Tªp F (Rn) l  lçi.

(b) ∀z ∈ Rn, qH (Rn) ⊆ qz(kerC).

(c) qH (Rn) = qH(kerC).

Chùng minh. Sü t÷ìng �÷ìng giúa (a) v  (b) �÷ñc suy ra tø M»nh �· 2.1.2.

B¥y gií, tø (b), ta câ (c) bði l§y z = 0.

Gi£ sû câ (c). Ta s³ chùng minh r¬ng tªp qz(kerC) l  lçi vîi måi z ∈ Rn.

Cè �ành z ∈ Rn, ta x²t ψ(x) .
= qz(V x) vîi V nh÷ trong chùng minh cõa

�ành lþ 2.1.4; n¶n ψ (Rp) = qz(kerC). Bði �ành lþ 4.16 trong [8], qz(kerC) l 

lçi n¸u v  ch¿ n¸u vîi måi d ∈ R2, d ̸= 0, mët trong �i·u ki»n sau �÷ñc thäa

m¢n:

(C̃1) ∃ u ∈
(
kerV ⊤AV

)
∩
(
kerV ⊤BV

)
sao cho ho°c (Az)⊤V u ̸= 0 ho°c

(Bz)⊤V u ̸= 0;

(C̃2) d1V ⊤BV ̸= d2V
⊤AV ;

(C̃3) − d /∈ ψH (Rp);

(C̃4) ∃ u ∈ ψ−1
H (−d) sao cho d1

(
V ⊤Bz

)⊤
u = d2

(
V ⊤Az

)
u.

Ta s³ cho th§y r¬ng, n¸u (C̃2) khæng �¤t �÷ñc, ta v¨n câ t½nh lçi mi¹n l 

(c) �÷ñc thäa m¢n. Cö thº hìn, ta s³ chùng minh r¬ng, vîi c¡c gi£ thi¸t, (C̃4)

thäa m¢n. Thªt vªy, n¸u (C̃2) khæng �¤t �÷ñc, th¼ dim qH(kerC) = 1 (tr÷íng

hñp dim qH(kerC) = 0 hiºn nhi¶n suy ra t½nh lçi). Gi£ thi¸t (c) v  �çng nh§t

thùc 2qB(a, b) = qH(a + b) − qH(a) − qH(b) cho ph²p ta �¤t �÷ñc mð rëng

qH(kerC) = span qH (Rn) = span qB (Rn,Rn) = span [qH(kerC) + qB (kerC,Rn)].

Do �â, (C̃4) �÷ñc thäa m¢n, nâ suy ra t½nh lçi cõa qz(ker C).

B¥y gií, bði �ành lþ Ramana-Goldman, ta câ

qH (Rn) = qH(kerC) ⊆ qH(kerC) + qz(kerC) = qz(kerC)
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�i·u n y chùng minh (b). □

V½ dö 2.1.17. L§y

qH (x1, x2, x3) =
(
x21 − 2x1x2 + x22 − x23, x

2
1 + 2x1x2 + x22 + x23

)
v  C = (1 1 0). Khi �â kerC = {(t,−t, s) : t, s ∈ R}, v  do �â qH(t,−t, s) =(
4t2 − s2, s2

)
. �i·u n y d¨n �¸n qH

(
R3
)
= qH(kerC) = R × R+, v  do �â

bði �ành lþ 2.1.16 F
(
R3
)
l  lçi.

V½ dö ti¸p theo cho th§y r¬ng, nâi chung, c£ F (Rn) l¨n F (Rn)+
(
R2

+ × {0K}
)

�·u khæng lçi.

V½ dö 2.1.18. X²t F (x) =
(
−x2,−x2, x

)
, x ∈ R. D¹ d ng �º x¡c minh r¬ng

1

2
F (1) +

1

2
F (−1) = (−1,−1, 0) /∈ F (R) +

(
R2

+ × {0}
)
,

nâ cho th§y kh¯ng �ành tr¶n l  �óng.

B¥y gií ta x²t tr÷íng hñp h m F ch¿ gçm mët h m bªc hai, c¡c h m cán

l¤i �·u bªc nh§t, ta hy vång t¼m �÷ñc �i·u ki»n cö thº hìn �º F (Rn) lçi, tùc

c¡c �i·u ki»n n y d¹ kiºm tra.

M»nh �· 2.1.19 ([10], �ành lþ 9). Gi£ sû h(x) = x⊤Ax + a⊤x + α vîi

A ∈ Sn, a ∈ Rn, α ∈ R, d ∈ RM , v  H ∈ RM×N . C¡c kh¯ng �ành sau l 

t÷ìng �÷ìng:

(a) −∞ < ν
.
= infx∈H−1(d) h(x).

(b) A l  nûa x¡c �ành d÷ìng tr¶n kerH v 
[
v⊤Av = 0, v ∈ kerH =⇒ (2Ax+

a)⊤v = 0 ∀x ∈ H−1(d)
]

(c) argminH−1(d) h ̸= ∅.
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(d) A l  nûa x¡c �ành d÷ìng tr¶n ker H, v  tçn t¤i x̄ ∈ H−1(d) sao cho

2Ax̄+ a ∈ (kerH)⊥. Do �â, vîi c¡c �i·u ki»n tr÷îc, ta câ ngay

argmin
H−1(d)

h =
{
x : x ∈ H−1(d), 2Ax+ a ∈ (kerH)⊥

}
. (2.5)

Tø m»nh �· tr¶n (khi H = 0, d = 0), ta câ h» qu£ sau.

H» qu£ 2.1.20. Vîi dú ki»n nh÷ m»nh �· tr¶n, c¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng

�÷ìng:

(a) h (Rn) = R.

(b) N¸u A l  nûa x¡c �ành d÷ìng (ho°c ¥m), th¼ tçn t¤i v ∈ kerA thäa

m¢n a⊤v ̸= 0.

B¥y gií gi£ sû q(x)
.
= x⊤Ax + a⊤x, qH(x)

.
= x⊤Ax, qB(x, z)

.
= x⊤Az

v  qx(z) .
= q(z) + 2qB(z, x) vîi måi x ∈ Rn, F : Rn → Rk+1 bði F (x) .

=

(q(x), Cx).

Nh­c l¤i r¬ng V ∈ Rn×p, câ h¤ng p, l  ma trªn sao cho ker C = V (Rp),

trong �â p = dim(kerC). Bði PW ta kþ hi»u ph²p chi¸u trüc giao l¶n W .

�ành l½ 2.1.21. Vîi F nh÷ tr¶n, x²t tªp W .
= kerC ∩ q−1

H (0). Khi �â c¡c

kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) F (Rn) l  lçi.

(b) F (Rn) + qH (Rn)× {0} ⊆ F (Rn)

(c) ∀x ∈ Rn, qH (Rn) ⊆ qx(kerC).

(d) qH(kerC) = qH (Rn) ho°c n¸u qH(kerC) ̸= qH (Rn) (v  do �â W = ker

C∩ A−1
(
(ker C)⊥

))
, n¶n ∀x ∈ Rn,∃z ∈ W ,∇q(x)⊤z ̸= 0.

(e) qH( ker C) = qH (Rn) ho°c n¸u qH(kerC) ̸= qH (Rn) (v  do �â W =

ker C∩ A−1
(
(kerC)⊥

))
, n¶n A (Rn) ∩

[
W⊥ − PW(a)

]
= ∅

(f) qH(kerC) = qH (Rn) ho°c V ⊤a /∈ V ⊤A (Rn).
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Nh÷ mët h» qu£, vîi a = 0, q l  thu¦n nh§t th¼

F (Rn) l  lçi ⇐⇒ qH(kerC) = qH (Rn) .

Chùng minh (a) ⇔ (b): V¼ tªp F (Rn) l  £nh cõa ¡nh x¤ bªc hai, ta ¡p

döng �ành lþ Ramana-Goldman �º �¤t �÷ñc sü t÷ìng �÷ìng n y, chó þ r¬ng

FH (Rn) = qH (Rn)× {0}.
(a) ⇔ (c): nâ �÷ñc suy ra tø M»nh �· 2.1.2.

(c) ⇔ (d) : Chó þ r¬ng måi x ∈ Rn, qx(0) = 0, v  qH(0) = 0. B¥y gií, tªp

qH (Rn) ch¿ câ thº l  {0}, R+, R−, ho°c R, t÷ìng ùng vîi ma trªn A l  0, nûa

x¡c �ành d÷ìng, nûa x¡c �ành ¥n, ho°c khæng x¡c �ành. Do �â, tªp qx(kerC)

s³ chùa qH (Rn) n¸u v  ch¿ n¸u nâ khæng bà ch°n tr¶n, khæng bà ch°n d÷îi,

v  b¬ng vîi to n bë R t÷ìng ùng vîi méi t¼nh huèng tr¶n cho tªp qH (Rn).

B¥y gií ta chùng minh sü t÷ìng �÷ìng bði vi»c ph¥n ra 3 tr÷íng hñp.

Tr÷íng hñp 1: qH (Rn) = {0}. Tr÷íng hñp n y, (c) v  (d) hiºn nhi¶n �¤t

�÷ñc.

Tr÷íng hñp 2: qH (Rn) = R+. Bði c¡c th£o luªn tr÷îc �¥y, (c) �¤t �÷ñc

n¸u v  ch¿ n¸u qx khæng bà ch°n tr¶n tr¶n Rn. �p döng M»nh �· 2.1.19 cho

−qx vîi H = C v  d = 0, ta �¤t �÷ñc r¬ng (c) �÷ñc thäa m¢n n¸u v  ch¿

n¸u qH(ker C) ⊆ R− suy ra r¬ng vîi måi x ∈ Rn, måi x̄ ∈ kerC, 2Ax̄ +

a + 2Ax /∈ (ker C)⊥. Ta công nhªn �÷ñc W = kerC ∩ A−1
(
(kerC)⊥

)
. �°c

bi¸t, vîi x̄ ∈ W tçn t¤i z ∈ ker C sao cho (2Ax̄ + a + 2Ax)⊤z ̸= 0. Do �â

0 ̸= (2Ax̄+ a+2Ax)⊤z = (a+2Ax)⊤z. �i·u n y ho n th nh y¶u c¦u t÷ìng

khi qH (Rn) = R+. Tr÷íng hñp qH (Rn) = R− l  t÷ìng tü.

Tr÷íng hñp 3: qH (Rn) = R. Theo c¡c kh¯ng �ành tr÷îc �â, (c) t÷ìng �÷ìng

vîi qx(kerC) = R vîi måi x ∈ Rn. Bði H» qu£ 2.1.20, ta câ k¸t luªn r¬ng (c)

l  t÷ìng �÷ìng vîi (d). Do vªy t§t c£ c¡c tr÷íng hñp �¢ gi£i quy¸t.

(d) ⇔ (e) : Tr÷îc h¸t, ta chó þ r¬ng khi qH (Rn) ̸= qH(kerC),A l  x¡c �ành
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tr¶n ker C. Ta ¡p döng M»nh �· 2.1.19 vîi c¡c dú ki»n hñp ta câ

W = kerC ∩ A−1((kerC))⊥
)
.

Do �â ph²p chi¸u trüc giao PW(a) �÷ñc x¡c �ành. �i·u ph£i chùng minh �÷ñc

suy ra tø kh¯ng �ành sau:

∀x ∈ Rn,∃z ∈ W , (2Ax+ a)⊤z ̸= 0

⇐⇒ ∀x ∈ Rn, 2Ax+ a /∈ W⊥

⇐⇒ ∀x ∈ Rn, 2Ax+ PW(a) + PW(a) /∈ W⊥

⇐⇒ ∀x ∈ Rn, 2Ax+ PW(a) /∈ W⊥

⇐⇒ ∀x ∈ Rn, 2Ax /∈ W⊥ − PW(a)

⇐⇒ A (Rn) ∩
[
W⊥ − PW(a)

]
= ∅.

(f) =⇒ (a): Rã r ng F (Rn) l  lçi n¸u qH(ker C) = qH (Rn), v¼ M»nh �· 2.1.2,

v¼ qx(ker C) ⊆ R l  luæn lçi vîi måi x ∈ Rn.

B¥y gií gi£ sû r¬ng V ⊤a /∈ V ⊤A (Rn): D¹ d ng suy ra r¬ng

inf
ker C

qx = −∞ ∀x ∈ Rn.

Thªt sü, n¸u infz∈kerC q
x(z) > −∞, th¼ bði M»nh �· 2.1.19, A ≽ 0 tr¶n ker

C v  tçn t¤i z0 ∈ kerC sao cho

2A (z0 + x) + a ∈ (kerC)⊥ = kerV ⊤,

nâ d¨n �¸n mët m¥u thu¨n. Do �â

R− ⊆ qx(kerC)∀x ∈ Rn.

T÷ìng tü, ta câ inf ker C − qx = −∞ ∀x ∈ Rn, �i·u n y d¨n �¸n R+ ⊆
qx(kerC). Do �â qx(kerC) = R∀x ∈ Rn. �i·u n y chùng minh t½nh lçi cõa

(c).
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(a) =⇒ (f): Gi£ sû ng÷ñc l¤i, V ⊤a ∈ V ⊤A (Rn) v  qH(kerC) ̸= qH (Rn), d¹

d ng nhªn ra r¬ng (d) khæng �¤t �÷ñc, v  do �â F (Rn) khæng lçi. □

V½ dö sau minh håa cho t½nh hi»u qu£ cõa �ành lþ 2.1.21.

V½ dö 2.1.22. (i) L§y

q (x1, x2, x3) = x21 + x22 − x23 + 2x1, C =

 1 0 0

0 0 0

 .

Ta câ ker C =
{
(0, t, s) ∈ R3 : t, s ∈ R

}
v  qH(x) = x21 + x22 − x23 vîi

x = (x1, x2, x3) ∈ R3. N¶n, q(0, t, s) = t2 − s2 ∀ t, s ∈ R. Do �â qH(ker

C) = qH
(
R3
)
= R. Nh­c l¤i r¬ng F (x) .

= (q(x), Cx), ta nhªn �÷ñc t½nh lçi

cõa F
(
R3
)
bði �ành lþ 2.1.21.

N¸u ta l§y

C =

 1 0 0

0 1 0

 ,

th¼ qH(ker C) = −R+ v  qH
(
R3
)
= R. Do �â F

(
R3
)
l  khæng lçi bði �ành

lþ 2.1.21 (f).

(ii) X²t

q (x1, x2, x3) = x21 + x22 + x23, C =

 1 0 0

0 1 0


D¹ d ng th§y r¬ng C =

{
(0, 0, s) ∈ R3 : s ∈ R

}
v  qH(x) = q(x)∀x =

F (x)
.
= (q(x), Cx), ta nhªn �÷ñc t½nh lçi cõa F

(
R3
)
bði �ành lþ 2.1.21

(f).

M»nh �· ti¸p theo thèng nh§t c¡c �ành lþ 2.1 v  2.2 trong [? ].

M»nh �· 2.1.23. Gi£ sû q(x) = x⊤Ax + a⊤x vîi A ≻ 0, a ∈ Rn, v  x²t

F (x)
.
= (q(x), Cx) vîi C ∈ Rk×n. Khi �â c¡c kh¯ng �ành sau l  t÷ìng �÷ìng:

(a) dim(kerC) = n− rankC ≥ 1.

(b) F (Rn) lçi.
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Chùng minh. V¼ A ≻ 0, ta câ qH (Rn) = R+. N¶n ker C = {0} =⇒ qH(ker

C) ̸= qH (Rn), câ ngh¾a r¬ng �ành lþ 2.1.21 (d) khæng �¤t �÷ñc, v  do �â

F (Rn) l  khæng lçi, �i·u n y chùng tä r¬ng (b) suy ra (a).

M°t kh¡c, qH(kerC) ̸= {0} n¸u v  ch¿ n¸u kerC ̸= {0}. N¶n, ker C ̸= {0}
suy ra qH(kerC) = R+ = qH (Rn), v  do �â bði �ành lþ 2.1.21 (d), F (Rn) l 

lçi.

K¸t qu£ ti¸p theo s³ �âng vai trá cì b£n trong vi»c thi¸t lªp c¡c �i·u ki»n

c¦n v  �õ cho t½nh lçi cõa tªp £nh.

M»nh �· 2.1.24. Gi£ sû F nh÷ trong �ành lþ 2.1.21. Khi �â c¡c kh¯ng �ành

sau �¤t �÷ñc:

(a) F (Rn) khæng lçi n¸u mët trong c¡c kh¯ng �ành sau �¤t �÷ñc:

(a1) V ⊤AV ≽ 0, V ⊤a ∈ V ⊤A (Rn), v  A ̸≽ 0;

(a2) V ⊤AV ≼ 0, V ⊤a ∈ V ⊤A (Rn), v  A ̸≼ 0.

(b) F (Rn) lçi n¸u mët trong c¡c �i·u ki»n sau �¤t �÷ñc:

(b1) V ⊤AV ̸≽ 0 v  V ⊤AV ̸≼ 0;

(b2) V ⊤a /∈ V ⊤A (Rn);

(b3) V ⊤AV ̸≽ 0 v  A ≼ 0;

(b4) V ⊤AV ̸≼ 0 v  A ≽ 0.

Chùng minh. (a) Ta ch¿ xem x²t (a1), v¼ n¸u (a2) x£y ra ta ¡p döng c¡c

k¸t qu£ cõa (a1) vîi −F �º th§y r¬ng −F (Rn) l  khæng lçi v  do �â F (Rn)

công khæng lçi.

Vîi (a1), n¸u ng÷ñc l¤i, F (Rn) l  lçi, th¼ bði gi£ thi¸t v  �ành lþ 2.1.21,

ta câ ngay qH (Rn) = qH(kerC) ⊆ R+. N¶n A ≽ 0, m¥u thu¨n. �i·u ph£i

chùng minh.

(b) Ta gi£ sû câ (b1). Rã r ng qH(ker C) = R, v  do �â qH (Rn) = R,

chùng minh t½nh lçi bði �ành lþ 2.1.21.

Vîi (b2): �i·u ph£i chùng minh suy ra tø �ành lþ tr÷îc.
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Vîi (b3): Rã r ng R− ⊆ qH (ker C) v  qH (Rn) ⊆ R−. C£ hai bao h m suy

ra qH(kerC) = qH (Rn) = R−, v  t½nh lçi �÷ñc suy ra tø �ành lþ tr÷îc.

Vîi (b4): �¥y l  h» qu£ cõa (b3) khi ¡p döng cho −F . □

Tø M»nh �· tr÷îc v  sü thªt r¬ng F (Rn) l  lçi khi A = 0, ta câ �°c tr÷ng

kh¡c cõa t½nh lçi cõa tªp £nh.

�ành l½ 2.1.25. Gi£ sû F nh÷ trong �ành lþ 2.1.21. Khi �â, F (Rn) l  lçi

n¸u v  ch¿ n¸u khæng tr÷íng hñp n o sau �¥y �¤t �÷ñc:

(a) V ⊤AV ≽ 0, V ⊤a ∈ V ⊤A (Rn), v  A ̸≽ 0.

(b) V ⊤AV ≼ 0, V ⊤a ∈ V ⊤A (Rn), v  A ̸≼ 0.

Chùng minh. �ành lþ tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi kh¯ng �ành: F (Rn) lçi n¸u v  ch¿

n¸u c£ hai phõ �ành cõa (a) v  phõ �ành cõa (b) �¤t �÷ñc.

Rã r ng phõ �ành cõa (a) l 

(a′) V ⊤AV ̸≽ 0 ho°c V ⊤a /∈ V ⊤A (Rn) ho°c A ≽ 0.

Trong khi �â phõ �ành cõa (b) l 

(b′)V ⊤AV ⪯̸ 0 ho°c V ⊤a /∈ V ⊤A (Rn) ho°c A ≼ 0.

�p döng M»nh �· 2.1.24 ta câ �i·u ph£i chùng minh.

V½ dö 2.1.26. Vîi F (x1, x2) = (2x1x2, x1) ta câ C =
(
1 0

)
, A = 0 1

1 0

, ker C = {0} × R, V =

 0

1

 , V ⊤A =
(
1 0

)
, ker V ⊤A =

{0} × R.

Do �â W⊤ = V ⊤ =
(
0 1

)
, V ⊤AV = 0 =W⊤AW .

D¹ kiºm tra r¬ng (a) cõa �ành lþ 2.1.25 �÷ñc thäa m¢n, do �â F
(
R2
)
l 

khæng lçi.

M°t kh¡c t½nh to¡n trüc ti¸p ta th§y ngay r¬ng

1

2
F

(
1,

1

2

)
+

1

2
F

(
−1,−1

2

)
=

1

2
(1, 1) +

1

2
(1,−1) = (1, 0) /∈ F

(
R2
)
,

n¶n F
(
R2
)
l  khæng lçi.
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2.2 Ùng döng

Sau �¥y chóng tæi giîi thi»u mët ùng döng cõa c¡c k¸t qu£ cõa möc tr÷îc

cho b i to¡n "T¼m h¼nh c¦u b² nh§t chùa giao cõa c¡c h¼nh c¦u cho tr÷îc"

Trong möc n y méi h¼nh c¦u t¥m x b¡n k½nh r �÷ñc kþ hi»u l  B(x, r).

B i to¡n tr¶n trð th nh "T¼m mët h¼nh c¦u b¡n k½nh nhä nh§t B(y, r) chùa

giao cõa c¡c h¼nh c¦u cho tr÷îc {B(ai), ri}pi=1. �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi b i

to¡n sau:
min r

s.t.
⋂p

i=1B (ai, ri) ⊆ B(y, r),

y ∈ Rn, r ∈ R

Ta dòng ph²p �êi bi¸n γ = r2, b i to¡n tr¶n trð th nh

min
√
γ

s.t.
⋂p

i=1B (ai, ri) ⊆ B(y,
√
γ),

y ∈ Rn, γ ∈ R,

trong �â câ còng mët tªp hñp tèi ÷u nh÷

min γ

s.t.
⋂p

i=1B (ai, ri) ⊆ B(y,
√
γ),

y ∈ Rn, γ ∈ R.

(2.6)

Chóng ta b­t �¦u b¬ng c¡ch chùng minh r¬ng n¸u (i) p ≤ n − 1 v  (ii)⋂p
i=1B (ai, ri) câ b¶n trong réng, do �â m»nh �·

⋂p
i=1B (ai, ri) ⊆ B(y,

√
γ)

câ thº �÷ñc �ành d¤ng LMI.

�ành l½ 2.2.1. Cho a1, . . . , ap ∈ Rn v  r1, . . . , rp ∈ R++. Gi£ sû r¬ng giao

�iºm cõa c¡c h¼nh c¦u B (ai, ri) , i = 1, . . . , p l  khæng réng, tùc l ,

int

(
p⋂

i=1

B (ai, ri)

)
̸= ∅ (2.7)
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v  p ≤ n− 1. Khi �â hai m»nh �· sau t÷ìng �÷ìng:

(i)
⋂p

i=1B (ai, ri) ⊆ B(y,
√
γ).

(ii) Tçn t¤i λ1, λ2, . . . , λp ∈ R+ sao cho thäa m¢n LMI sau:

N0 −
p∑

i=1

λiNi ⪯ 0 (2.8)

trong �â

N0 =

 I −y
−yT ∥y∥2 − γ

 , Ni =

 I −ai
−aTi ∥ai∥2 − r2i

 , i = 1, . . . , p (2.9)

Chùng minh. Ta b­t �¦u b¬ng c¡ch nh­c l¤i r¬ng, nh÷ �¢ �· cªp trong ph¦n

giîi thi»u, m»nh �· (i) t÷ìng �÷ìng vîi t½nh hñp l» cõa h m sau:

∥x− y∥2 ≤ γ ∀ x ∈ Rn sao cho ∥x− a1∥2 ≤ r21, . . . , ∥x− ap∥2 ≤ r2p.(2.10)

Do �â, trong ph¦n cán l¤i, chóng ta s³ xem x²t h m (2.10) thay v¼ m»nh �·

(i).

(ii) ⇒ (2.10). Gi£ sû m»nh �· (ii) thäa m¢n, tùc l  tçn t¤i λi ∈ R+, i =

1, 2, . . . , p sao cho LMI (2.8) thäa m¢n. Nh¥n LMI tø b¶n tr¡i vîi
(
xT , 1

)
v 

tø b¶n ph£i (x; 1) ta thu �÷ñc

(
xT , 1

)
N0(x; 1) ≤

p∑
i=1

λi
(
xT , 1

)
Ni(x; 1)

ta câ thº vi¸t l¤i

∥x− y∥2 − γ ≤
p∑

i=1

λi
(
∥x− ai∥2 − r2i

)
.
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B§t �¯ng thùc cuèi còng v  t½nh khæng ¥m cõa λi ngö þ r¬ng (2.10) �óng.

(2.10) ⇒ (ii). Gi£ sû r¬ng h m (2.10) �óng. Khi �â gi¡ trà cõa b i to¡n tèi

÷u hâa trong c¡c bi¸n x quy¸t �ành

max ∥x− y∥2 − γ

s.t. ∥x− ai∥2 ≤ r2i , i = 1, 2, . . . , p,

x ∈ Rn

(2.11)

l  khæng d÷ìng. B¥y gií, v¼ p ≤ n− 1, n¶n theo H» qu£ (??), gi¡ trà cõa b i

to¡n (2.11) b¬ng vîi gi¡ trà cõa b i to¡n SDP

max Tr (N0U)

s.t. Tr (NiU) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p,

U ∈ Sn+1
+ , Un+1,n+1 = 1,

(2.12)

trong �â Ni �¢ cho trong (2.9). �i·u ki»n (2.7) ngö þ r¬ng tçn t¤i x̃ ∈ Rn

sao cho

∥x̃− ai∥2 − r2i < 0, i = 1, . . . , p.

Do �â, ma trªn Ũ =

 x̃x̃T x̃

x̃T 1

 thäa m¢n

Tr
(
NiŨ

)
< 0, Ũ ⪰ 0, Ũn+1,n+1 = 1

B¬ng c¡ch thüc hi»n nhi¹u lo¤n nhä �èi vîi ma trªn Ũ , ta câ thº gi£ �ành

m  khæng m§t �i t½nh têng qu¡t r¬ng Ũ ≻ 0. Do �â, b i to¡n (2.12) l  ho n

to n kh£ thi v  l  k¸t qu£ cõa �ành lþ �÷íng bªc hai �èi ng¨u [20,3], b i to¡n

�èi ng¨u

min µ

s.t. N0 −
∑p

i=1 λiNi − µEn+1
n+1,n+1 ⪯ 0,

λi ≥ 0, i = 1, . . . , p,

µ ∈ R

(2.13)
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câ thº gi£i quy¸t �÷ñc v  câ còng gi¡ trà tèi ÷u vîi (2.12). Do �â, tçn t¤i

mët µ̃ khæng d÷ìng v  λ̃i, i = 1, . . . , p khæng ¥m sao cho

N0 −
p∑

i=1

λ̃iNi − µ̃En+1
n+1,n+1 ⪯ 0

m , bði sü khæng nh¤y cõa µ̃, þ r¬ng N0 −
∑p

i=1 λ̃iNi ⪯ 0.

Düa tr¶n �ành lþ (2.2.1), v  �ành d¤ng l¤i (2.6) cõa b i to¡n ch½nh, b¥y gií

ta chùng minh k¸t qu£ ch½nh

�ành l½ 2.2.2. (cæng thùc lªp tr¼nh bªc hai cõa b i to¡n ch½nh) Cho

a1, . . ., ap ∈ Rn v  r1, . . . , rp ∈ R++. Gi£ sû r¬ng giao tuy¸n cõa c¡c h¼nh c¦u

B (ai, ri) , i = 1, . . . , p câ ph¦n trong l  réng v  p ≤ n−1. Khi �â t¥m v  b¡n

k½nh cõa cõa mët b¡n k½nh h¼nh c¦u nhä nh§t chùa giao tuy¸n
⋂p

i=1B (ai, ri)

�÷ñc x¡c �ành bði

y =

p∑
i=1

λiai (2.14)

r =

√√√√∥∥∥∥∥
p∑

i=1

λiai

∥∥∥∥∥
2

−
p∑

i=1

λi
(
∥ai∥2 − r2i

)
(2.15)

t÷ìng ùng, trong �â λ ∈ ∆p l  mët nghi»m tèi ÷u cõa b i to¡n cüc tiºu bªc

hai lçi

min

∥∥∥∥∥
p∑

i=1

λiai

∥∥∥∥∥
2

−
p∑

i=1

λi
(
∥ai∥2 − r2i

)
s.t. λ ∈ ∆p.

Chùng minh. Theo �ành lþ (2.2.1), b i to¡n (2.6) câ thº �÷ñc vi¸t l¤i th nh
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b i to¡n SDP sau

γ∗ = min γ

s.t.

 (
∑p

i=1 λi − 1) I y −
∑p

i=1 λiai

(y −
∑p

i=1 λiai)
T
γ − ∥y∥2 +

∑p
i=1 λi

(
∥ai∥2 − r2i

)  ⪰ 0,

y ∈ Rn, γ ∈ R, λ ∈ Rp
+.

(2.16)

Ð �¥y ta biºu thà b¡n k½nh tèi ÷u b¬ng r∗ l  sè d÷ìng theo �ành ngh¾a.

L÷u þ r¬ng b§t ký ph²p gi£i kh£ thi (y, λ, r) cõa b i to¡n (2.16) thäa m¢n∑p
i=1 λi ≥ 1. B¥y gií ta s³ ch¿ ra r¬ng tr¶n thüc t¸, måi gi£i ph¡p tèi ÷u

�·u �¡p ùng
∑p

i=1 λi = 1. Ng÷ñc l¤i, gi£ sû r¬ng tçn t¤i mët nghi»m tèi ÷u

(ỹ, λ̃, r̃) cõa b i to¡n (2.16) thäa m¢n
∑p

i=1 λ̃i > 1. Trong tr÷íng hñp �â, ta

câ thº gåi ph¦n bò cõa Schur v  k¸t luªn r¬ng b i to¡n (2.16) rót gån th nh

γ∗ = minγ

s.t.
p∑

i=1

λi > 1,

γ ≥ ∥y∥2 −
p∑

i=1

λi
(
∥ai∥2 − r2i

)
+

∥y −
∑p

i=1 λiai∥
2∑p

i=1 λi − 1
,

y ∈ Rn, λ ∈ Rp
+, γ ∈ R,

t÷ìng �÷ìng vîi

γ∗ =min ∥y∥2 −
p∑

i=1

λi
(
∥ai∥2 − r2i

)
+

∥y −
∑p

i=1 λiai∥
2∑p

i=1 λi − 1

s.t.
p∑

i=1

λi > 1,

y ∈ Rn, γ ∈ R.

(2.17)

Thay λ v  rót gån b i to¡n thù hai vîi y ta �÷ñc y = 1∑p
i=1 λi

∑p
i=1 λiai vîi

måi c¡ch gi£i. G­n biºu thùc n y v o h m möc ti¶u cõa b i to¡n (2.17), chóng
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ta thu �÷ñc λ̃ l  mët nghi»m tèi ÷u cõa

γ∗ =minφ(λ) ≡ 1∑p
i=1 λi

∥∥∥∥∥
p∑

i=1

λiai

∥∥∥∥∥
2

−
p∑

i=1

λi
(
∥ai∥2 − r2i

)
s.t.

p∑
i=1

λi > 1

λ ∈ Rp
+

(2.18)

L÷u þ r¬ng h m möc ti¶u φ(λ) l  �çng nh§t bªc 1, tùc l , thäa m¢n φ(αλ) =

αφ(λ) vîi måi α ∈ R+, λ ∈ Rp. Kþ hi»u λ̂ = αλ̃, trong �â α l  sè thüc

n¬m trong kho£ng (1/
∑p

i=1 λi, 1). Khi �â λ̂ l  nghi»m cõa (2.18) v  thäa

φ(λ̂) = φ(αλ̃) = αφ(λ̃) < r∗ m¥u thu¨n vîi t½nh tèi ÷u cõa λ̃. Do �â chóng

ta chùng minh �÷ñc r¬ng
∑p

i=1 λi = 1 t¤i b§t ký nghi»m tèi ÷u n o �º (2.16)

câ thº vi¸t d÷îi d¤ng

γ∗ = minγ

s.t.

 0 y −
∑p

i=1 λiai

(y −
∑p

i=1 λiai)
T
γ − ∥y∥2 +

∑p
i=1 λi

(
∥ai∥2 − r2i

) ⪰ 0,

y ∈ Rn, γ ∈ R, λ ∈ ∆p.

(2.19)

R ng buëc LMI trong b i to n tr¶n rót gån l 

y =

p∑
i=1

λiai (2.20)

γ ≥ ∥y∥2 −
p∑

i=1

λi
(
∥ai∥2 − r2i

)
(2.21)

V¼ vªy b i to¡n (2.19) câ thº bi¸n �êi th nh:

γ∗ = min

∥∥∥∥ p∑
i=1

λiai

∥∥∥∥2 − p∑
i=1

λi
(
∥ai∥2 − r2i

)
s.t.λ ∈ ∆p

T¥m tèi ÷u y �÷ñc cho t½nh ð y �÷ñc cho t½nh ð (2.20).
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H¼nh 2.1: H¼nh 1.

�i·u thó và l  h¼nh c¦u B(y, r) vîi y v  r cho bði (2.14) v  (2.15) chùa

giao tuy¸n
⋂p

i=1B (ai, ri) ngay c£ khi p ≥ n. Tuy nhi¶n, ch¿ khi p ≤ n − 1

h¼nh c¦u n y mîi �÷ñc �£m b£o l  h¼nh c¦u nhä nh§t. Trong H¼nh 1 �÷a ra

hai v½ dö v· giao �iºm cõa ba h¼nh c¦u (�÷íng �ùt n²t). Trong c£ hai v½ dö,

rã r ng l  h¼nh c¦u chùa giao �iºm (�÷íng li·n n²t) - �÷ñc t½nh theo �ành lþ

(2.2.2) - khæng ph£i l  nhä nh§t.
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K�T LU�N

Vîi möc ti¶u �i s¥u nghi¶n cùu, t¼m hiºu t½nh lçi cõa £nh cõa ¡nh x¤ �a thùc

bªc hai, tø �â n¶u ùng döng t¼m h¼nh c¦u b² nh§t chùa giao c¡c h¼nh c¦u

cho tr÷îc ([4],[5]). Vîi nhi»m vö �°t ra nh÷ tr¶n, nëi dung �¢ thüc hi»n �÷ñc

cõa luªn v«n chõ y¸u bao gçm:

1. H» thèng l¤i c¡c kh¡i ni»m v  k¸t qu£ cõa t½nh lçi cõa £nh cõa ¡nh x¤

�a thùc bªc hai.

2. �÷a ra mët sè v½ dö minh håa cho c¡c �ành l½, t½nh ch§t.

3. Tr¼nh b y l¤i ùng döng cõa nâ trong vi»c gi£i quy¸t mët ph¦n b i to¡n

t¼m h¼nh c¦u b² nh§t chùa giao c¡c h¼nh c¦u cho tr÷îc.

Nëi dung luªn v«n giîi thi»u nhúng k¸t qu£ mîi v· �èi t÷ñng trong �¤i sè

tuy¸n t½nh. V¼ vªy, chóng câ thº �÷a v o l m t i li»u tham kh£o, gi£ng d¤y

v  håc tªp cho håc vi¶n, sinh vi¶n ng nh to¡n. Hy vång trong thíi gian tîi

chóng tæi s³ thu �÷ñc mët sè k¸t qu£ theo h÷îng nghi¶n cùu �¢ quan t¥m

trong luªn v«n.
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