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L.OI CAM ON

Tac gia bay t6 long kinh trong va tri an sau sic t6i TS. Nguyén Hitu Quang
- thay gido huéng dan khoa hoc - da danh nhiéu thsi gian va cong stc dé lya
chon tai liéu tham khao va dat ra dé tai ciing nhu giap dé cho ching toi hoan
thanh nhiém vu nghién citu cia luan van.

Tac gid gii 101 cAm on tran trong dén cac nha gido, nha khoa hoc thudc
Chuyén nganh Dai s6 va Ly thuyét s6, Khoa Toan hoc, Truong Su pham -
Truong Dai hoc Vinh da nhiét tinh gidng day va tao moi diéu kién thuan loi
cho chung t6i hoan thanh chuong trinh hoc tap va nghién cttu.

Xin gti 16i cam on chan thanh t6i Truong THPT Nguyén Hué - nha truong
cong tac ciia tac gid, da hé trg nhiéu vé thoi gian, tinh than v vat chat cho
chiing t6i dé hoan thanh nhiém vu hoc tap sau dai hoc.

Noi dung ctia luan van c¢6 ¥ nghia khoa hoc thuc sy va méi mé déi véi ban
than tac gia - mot gido vien day toan & trudng trung hoc pho théng. Du da
hét stic ¢6 gang doc, hiéu, suy nghi v nghién ngdm song viéc trinh bay mot
cach chi tiét nhitng noi dung chuyén sau thuoc vé linh vuc 1y thuyét sé mot
cach chiit ché sé chdc chin khong tranh khoi nhitng thiéu sot.

Tac gia rat mong nhan dudc sy gép ¥, chi bao clia cac thay co gido va cla
cac ban hoc vién 16p sau dai hoc nganh toan dé ching t6i thu dugc mot ban
luan van hoan thién hon.

Nghé An, thing 6 nam 2022

Tac gia

Nguyén Thi Thanh Tan



MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Tinh chat ctia tap anh clia mot anh xa da thic 14 mot van dé khé va
n6 ¢6 nhiéu tng dung trong thuc té. Cac két qua dau tién vé hudng nay
thuoc vé Toeplitz, Hausdorff (The Toeplitz-Hausdorff theorem) va Dines
(Dines theorem), cac két qua ndy néi vé tinh 16i ctia tap anh ctia 4nh xa
F(z) = (2" Az,2"Bz), trong d6 A, B la cic ma tran dbi xtng cap n.
Cho dén nay bai toan tim diéu kién can va da dé tap F (R") 16i, trong do6
F(z) = (2" Az, 2" Bx,2"Cz) van 1a mot cau héi mé. Van dé tré nén phic
tap hon néu ching ta tang cac thanh phan cta anh xa F (x) lén con s 16n
hon 3. Do dé6, trong khuon kho luan vin nay chiing toi chi nghién cttu tinh
chat clia tap anh clia anh xa c6 mot thanh phan 1a da thic bac hai, con lai
cac thanh phan khéc 13 cac da thic bac nhat. Cu thé 1a cac anh xa da thic

c6 dang sau:
F:R" —R™
T

trong d6 fi (x) 1a da thic bac hai n bién, f5 (z), ..., fn () 1 cac da thic bac
nhat n bién.

Vé mat ting dung, chiing toi gidi thieu mot cac tiép can cho bai todn md
sau:
Tim hinh cau bé nhéit chita giao ctia ciac hinh cau cho truéc trong

khoéng gian.

Bdi tinh tha vi va ing dung clia cac van dé trén ching toi chon dé tai
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Anh cta anh xa da thic bac hai va ing dung

lam dé tai cho luan vin cia minh.

2. Muc dich nghién ctu

e Hé thong khai niém, tinh chat va tng dung ctia anh clia 4nh xa da thiic

bac hai.
e Tim hiéu chi yéu vé tinh 16i ctia anh ctia 4nh xa da thitc bac hai.

e Trinh bay lai phuong phap gidi quyét bai todn tim hinh cau bé nhat

chita giao cac hinh cau cho trudc.

e Hoc hoi mot s6 ky thuat va phuong phép chitng minh tinh 16i ctia mot

~

tap.

3. Nhiém vu nghién ctu

Doc va trinh bay lai mot s6 két qua nghién ctu trong 2 bai bao tiéng Anh
thuoc linh vic 1y thuyét s6 lien quan dén cdc ham s6 s6 hoc ctia tac gid Amir

Beck, Fabian Flores-Bazan va Felipe Opazo.

4. D6i tuong va pham vi nghién cttu
e Tinh 16i ciia 4nh anh xa da thiic bac hai.
e Ung dung trong viéc tim hinh cau bé nhét chita giao cac hinh ciu cho
trudc.
5. Phuong phap nghién ciu

e Tham khao bai béo [4], [5] cta téc gia Amir Beck, Fabidn Flores-Bazan

va Felipe Opazo va tim hiéu cac tai liéu va bai bao khac trén internet.
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e Khai thac tinh 16i cia mot tap dé lien hé véi anh cda 4nh xa da thic

bac hai.

6. NOi dung chinh va két qua méi caa luan van

Ngoai phan md dau, két luan va danh muc tai liu tham khéo, luan vin nay
gom c6 hai chuong.

Chuong 1 trinh bay cac khai niém vé anh v hat nhan ciia anh xa tuyén
tinh; khong gian con truc giao, bu truc giao; gia tri riéng va vec to riéng cua
ma tran; ma tran nta xac dinh duong va ma tran xac dinh duong; bat déng
thitc ma tran tuyén tinh

Chuong 2 trinh bay tinh 16i clia &nh clia anh xa da thic bac hai; ting

dung ctia n6 trong viéc tim hinh cau bé nhat chia giao cac hinh cau cho trudc



Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

Trong chuong nay ching t6i trinh bay mot s6 kién thitc chuan bi lam co sé

cho chuong 2.

1.1 Anh va hat nhan ctia anh xa tuyén tinh

Dinh nghia 1.1.1. Gia st V va W la hai khong gian véctova f: V — W
14 mot anh xa tuyén tinh. Khi d6, tap tat cd cic phan ti cia V c¢6 anh la

6 € W goi 1a hat nhan cta f, ky hiéu la Ker (f).
Ker(f) = {slz €V, f(z) = 0}.

Tap tat ca cAc phan tit cia W 14 anh cia it nhat mot phan ti cia V' goi 1a

anh cta f, ky hieu 1a I'm (f).
Im(f)={ylye W, 3z €V, f(z) =y}
Nhu vay Im (f) = f(V).
Tinh chat ctia nhan va anh.

Dinh Ii 1.1.2. Néu f : V — W la mot dnh za tuyén tinh thi:
a. Ker (f) la mot khong gian con cia V.
b. Im (f) la mot khong gian con cia W
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1.2 Khong gian con truc giao, bu truc giao

Dinh nghia 1.2.1. Cho P, @ 1a cac khong gian con trong khong gian vécto
Euclide R". Khi d6

+) P dugc goi 1a truc giao (hay vuong goc) véi Q néu véimoi @ € P,y €
Qthi 7 L ¥/, ki hieu P L Q;

+) P dugc goi 1a b tryc giao (hay bu vudéng goc) véi Q néu P L Q va
R" = P+ Q.

Meénh dé& 1.2.2. 1) Néu P L Q thh PNQ = {0},

2) Néu P L Q va R bu truc giao vdi Q thi P C R.

3) Cho P la khong gian con trong khong gian vécto Euclide n chiéu V.
Khi dé khong gian bu truc giao cia P la duy nhat, ki hiéu P*.

Ching minh. 1) That vay, nfu? ePNQthi 7 L7 & 72=0&7 =
%
0.

2) That vay, giast “ e PCV =ReQ=>dU=7T+¢, T eERT]¢€
Q

=0 =7 F+7-T=7-7T=0=7=0.

Dodé @ =7 € R. Vay P C R.
3) That vay, tit tinh chat 2) suy ra tinh duy nhat ctia khong gian con bu

truc giao ctia P. Dé chiing minh sy ton tai ctia khong gian con bl vudng géc

ctia P, lay co s6 truc chuan {e_f, . e—k)} trong P. Theo dinh 1y vé sy ton tai
co s6 truc chuan, trong V' ¢6 sé truc chuan {e_1>, = S a;} Xét khong

gian con @ trong V sinh béi he {€441,..., e, }. Khi d6, dé thiy ring Q la
khong gian b vuong goc ctia P, titc Q = P+. ]



1.3 Gia tri riéng va vectd riéng cua ma tran

Dinh nghia 1.3.1. Cho A 14 mot ma tran vuong cap n, thi mot vecto x

khac vecto — khong dudce goi 1a vecto riéng ctia ma tran A néu
Ar = Mz

cho mot s6 vo huéng A. Vo huéng A dudc goi 1a gia tri rieng cia A va x dugc

goi vecto riéng tuong ing véi .

Né6i chung, anh ctia mot vecto = qua phép nhan véi ma tran vudéng A khéc
v6i vecto o vé ca do 16n va huéng. Tuy nhién, trong trudng hop x 1a mot

vecto riéng ctia A, phép nhan véi A khong thay doi huéng.

Dinh 1i 1.3.2. Cho A la mét ma tran vuong caip n, \ la mot gid tri riéng

cua A khi va chi khi
det (Al — A) =0. (1.1)
Phuong trinh (1.1)) duoc goi la phuong trinh dac trung cia A.

No6i chung, da thitc dic trung cia mot ma tran vuoéng cap n c6 dang
pPA) =N+ N e,

trong dé hé s6 ctia A" 1a 1. Do da thiic bac n c6 nhiéu nhat n nghiém, nén
phuong trinh
N+ e N 4 4e¢,=0

c6 nhiéu nhat n nghiém phan biét va do dé ma tran vuong cap n c6 toéi da n
gia tri phan biét. Vi cac nghiém nay c6 thé 13 s6 phtic, nén mot ma tran co6

thé c6 gia tri rieng phic, ngay ca khi chinh ma tran dé c6 cac hé s thuc.
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Meénh dé 1.3.3. Cho A la mot ma tran tam gidc cap n (tam gidc trén, tam
gide dudi hodc duong chéo), khi dé cdc gid tri riéng cia A la cdc phan ti trén

duong chéo chinh cua A.

Pinh 1i 1.3.4. Cho A la mot ma tran vudng cip n, cic khing dinh sau la

tuong duong:
1. X la mot gia tri riéng cua A.
2. Hé phuong trinh (A — A)x = 0 ¢6 nghiém khong tam thuong.
3. C6 mot vecto x khdc vecto — khong sao cho Ax = \x.

4. A\ la mot nghiém cia phuong trinh ddac trung det (A — A) = 0.

1.4 Ma tran nia xac dinh duong, ma tran xac

dinh duong

Dinh nghia 1.4.1. Ma tran déi xting A € S™ dudc goi 1a nita xac dinh duong
néu 27 Az > 0 v6i moi € R” va dugce goi 1 xac dinh duong néu 27 Az > 0
véi moi # € R". Tap hgp cac ma tran nita xac dinh duong ky hiéu 1la S va

tap hop cac ma tran xac dinh duong ky hiéu la S | .

A la ma tran nia xac dinh duong ta ky hiéu 1a A > 0. A 1a ma tran xac
dinh duong ta ky hiéu 1a A > 0.

Dinh 1i 1.4.2. Cho A la mot ma tran doi xing, khi dé cdc ménh dé sau la

tuong duong:
1. A la ma tran nia xdac dinh duong.

2. Tat cd cdc gid tri riéng cia A khong am.
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3. Tén tai ma tran B sao cho A = BT B.

Dinh 1i 1.4.3. Cho A la mot ma tran doi xing, khi dé cdc ménh dé sau la

tuong duong:
1. A la ma tran zdc dinh duong.
2. Tat cd cdc gid tri rieng cia A déu duong.
3. Ton tai ma tran vuong khong suy bién B sao cho A = BTB.

Dinh i 1.4.4. (Schur’s complement). Cho A > 0. Khi dé

A

>0 C—-BTA'B>0 (1.2)
BT C

1.5 Bat dang thic ma tran tuyén tinh

Dinh nghia 1.5.1. Bat dang thitc ma tran tuyén tinh (LMI) 1 biéu thiic c6

dang
LMI (y) = A() + ylAl + yQAg + ...+ ymAm ~ 0

trong do
vy = (y1,%2, - ,Ym) 14 mot vecto thuc.

Ag, A1, Ay, ..., Ay, € S™ 1A cac ma tran doi xing.

Bat dang thitc ma tran tuyén tinh nay xac dinh mot rang buoc 16i déi véi

11



Chuong 2

ANH CUA ANH XA DA
THUC BAC HAI VA
UNG DUNG

2.1 Anh cta anh xa da thic bac hai

Trudc hét ta gi6i thieu mot s6 ky hiéu sé dudc dung trong chuong nay.
Cho truéc tap khong réng K C R”, bao déng ctia n6é duge ky hiéu béi K;
Bao 16i ctia n6, ky hiéu ConvK, 1a tap 10i bé nhat chita K, SpanK 1a khong
gian véc to bé nhat K; Phan trong clia K ducc ky hiéu bdi Int K.

Tap P C R™ dugc goi 1a nén néu tP C P v6i moi ¢t > 0. Cone(K) =
Uiz tK 1a cdi nén bé nhat chita K. Ta dat Ryu = Cone{u} va Ru = {tu :
t € R}, trong d6 Ry = [0, +00).

Tich vo huéng trong R", cac phan ti cia R"” dugc xem nhu 1a cic véc to
cot, duge ky higu béi (-, -). Do d6, (a,b) = a'b v6i moi a,b € R", trong d6
a' 1a chuyeén vi clia a.

N6n déi cye cia K duge dinh nghia béi K* = {p € R": (p,x) > 0 véi
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moi x € K}.

Cho truéc K, K+ 13 khong gian con truc giao v6i K, nghia la K+ =
K*N (=K*); do d6 u* don gian c6 nghia la tryc giao siéu phang dén w.

Cho truéc anh xa bac hai F' = (f1, fo,..., fm), trong d6 méi f;,i =
1,2,...,m, déu c6 dang

filx) =x"Ajx +a) x, A; € S",a; € R,
dit anh xa Fy(x) = (xTAlx, x Ay, ... ,xTAmx).
Dinh Ii 2.1.1 (Ramana-Goldman). Vdi ham s6 F nhu trén, ta cé
F(R") la 16i <= F (R") = F (R") + Fy (R").

Chitng minh. Xét ham s6 T : R — R™ dugc xac dinh béi T(t) = at® +
bt + T(0) véi a,b, T(0) € R™, dat Ty(t) = at* Tr(t) = bt. Cho trudc A €
0,1],, B € R,
AT(o)+ (1 =NT(B) =
[Ao? + (1= N)B%] T (1) + [Ma + (1 = N)BITL(1) + T(0)
[((Aa+ (1= X)B)* + (A = X%) (o = B)*] Tu(1)
+ [Aa+ (1 —=N)g]TL(1) +T(0)
T(ha+(1—Np)) + Ty ((a AV )\2> . (2.1)

Dong nhat thic nay suy ra rang véi moi véc to dang AT () + (1 — N\)T'(B)
c¢6 thé duge viét nhu Ty (v1) + T (72). Nguge lai, cho trude bat ky 71,72 € R,
bdi cac chon A = %, a =1+ va B =9 — 71, dang thiic dat dugc.
(=) : Gid st z,y € R, ta xac dinh F(y) = F(yz +y — z),7 € R. Nen
F(1) = F(y), va vi Fy tuong tng véi phan thudn nhat véi bién  ciia F, suy
ra ngay rang ﬁH(v) = v?Fy(x). Bsi (2.1); ton tai 7 € [0,1],71,72 sao cho
Fy(w)+ F(y) = Fu(1) + F(1) = 7F (1) + (1 = 7)F ()
=7F(nwx+y—2)+(1—7)F(pr+y—2x) € F(R").
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(<) : Ta xem xét 7F(x) + (1 — 7)F(y),0 < 7 < 1. Lay ham s6 F(y) =
F(x+~(y—x)). Ta c6 thé kiém tra ngay rang ﬁH(v) =2 Fy(x—y), ﬁ(O) =
F(z), va F(1) = F(y). Tt (2.1) n6 kéo theo sy ton tai ciia ~;,7 = 1,2, sao

cho
TF(z) + (1 =1)F(y) = 7F(0) + (1 = 7)F(1) = F (1) + F (72)
= Fu(m(y — ) + F(z+ 720y —2)) € F(R")

Diéu phai ching minh. O

Tiép theo ta xem xét trudng hop tong quat hon Dinh 1y trén. Xét cac
ham s6 fi(z) = 2" Ajx + a2 v6ii = 1,...,m, trong d6 A; € SV, a; € R™.
Xét ma tran C' € R va d € R* va ky hieu ¢ = (f1,..., fm), fimg(x) =

" A, fip(m, 2) = 2T Aiz, fip(x) = af x. Cubi cling, ta dit

g = (fig,- - fmB) a0 = (frr,-- s fmr),qa = (frE, -, fmH)
q"(r) = q(z) + 2qp(z,2). (2.2)

Ménh dé sau cung cap mot dic trung 16i cia F' (R"), khi F' = (¢, C).

Ménh dé 2.1.2. Gid st F(z) = (¢(x), C x), khi dé cdc khang dinh sau la
ding

(a) F (R") la 101 <= qu (R") C ¢*(Ker C) vdi moi z € R",

(b) Néu qg (R") = qu(Ker C) va ¢*(Ker C) la loi vdi moi z € R" thi
F (R") la 16i.
Chiing minh. (a) B6i Dinh Iy Ramana-Goldman, ta biét rang F' (R") 1a 161
néu va chi néu F (R") + Fy (R") C F (R"), v6i Fy(x) = (qu(x),0).
(=) : Béi Dinh 1y Ramana-Goldman ta c6, v6i moi z € R" va moi y € R",
ton tai u € R™ sao cho q(2) + qr(y) = q(u) va Cz = Cu. Dgt © = u — 2, ta

c6 x € Ker C, va hon nita,

fi(z) + fin(y) = filu) = fi(z +2) = fi(2) + Vfi(z)T:U + 2 Az
14



Diéu nay suy ra rang
fin(y) = 2T A + (24;2 + ;)|

diéu nay suy ra diéu phai chting minh.

x = fi(zx)+2fip(x, 2),

(<) Gid st z,y € R". Bdéi gia thiét, ta c6 the viét ¢(z) +qu(y) = q(z)+q¢%(u)

v6i u € Ker C nao d6. Do d6, khong kho
q(z+u), vavi Cx = C(z+u), ta dat duge

dé kiém tra riang q(x) + ¢*(u) =
F(R") 4 Fy (R") C F (R"), diéu

nay suy ra tinh 16i cia F'(R") Dinh ly Ramana-Goldman.

(b) Céac bao ham sau 1a dat dugc

gy (R") = qg(ker C) C ¢*(ker C) + gy (ker C) = ¢*(ker C),

trong d6 dang thic thi hai 14 hé qui ctia Dinh ly Ramana-Goldman, vi

¢ (ker C) 1a 16i. Do d6, dung (a) ta suy ra

diéu phéi chting minh. []

Vi du 2.1.3. Bdi ap dung Ménh dé [2.1.2

, ta sé chi ra tinh 16i cia F' (R")

trong d6 F(x) = (¢(x),Cx). Lay n =5,m

= 2, va cac ham sb6

fl(:zj)ix%+x3+xi—$§,f2(3§)ix%—ajg—xi—kxg,x:(xl,xg,...,a:5).
éday,
(1000 0 ) [0 (000 0 0) (0
0000 0 0 010 0 0 0
A=lo0000 0 |a=|1|.B=|0o00 0 0].b=] -1
0001 0 0 000 ~10 0
\oooo -1/ \o) \0oo0o0 o0 1) \o)
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va
00010
00O0O01

Ta c6, q(z) = (fi(x = 23(1,0) + 23(0,1) + a3(1, —1) + 23(1, —1) +
z3(—1,1), va

ker C' = {(uy, us,u3,0,0) : u; € R;i =1,2,3},
(ker C)*= = {(0,0,0, uy, us) : ug,us € R}.

Ta c6 thé kiem tra ngay rang qy(r) = 23(1,0) + 23(0,1) + z3(1,—-1) +
23(~1,1),2; €RVi = 1,...,5. Do d6

g (ker O) = R2, qx (R5) =R% + R(1, 1),
cho théy ring gy (R°) # gy (KerC). Mat khac, véi moi z € R®, z € KerC,
() = (x1 + 21)° (1,0) + (29 + 29)° (0,1) + 25(1, —=1) + (=21, —23) ,

va

¢(ker C) = RE +R(1, 1) = (4, 25) = an (R°) — (2, 23)

diéu nay suy ra rang gy (R°) C ¢*(ker C) véi moi z € R®. Do d6 Menh dé
2.1.2| n6i rang F' (R) 1a 15i.

Ta tiép tuc dua ra cic két qua tuong tu khi F' (R™) + R, (d,0) (d € R™)
dugc xem xét thay vi I (R"). Dé c6 cac két nay, ta diat I = (g, h) trong d6
g 1a nhu trén, va

h(z) = Cz,z € R".

Bay gid ta xét ham s6 F, n6 ¢6 dang nhu F, nhung xéc dinh trén R"*!, véi
F(0) = 0 va dit kien



Nén, béi cach viét F = (¢, h), trong d6

~

q(z) = <5€T1‘~11$ taj ... x Az + &;:;:) h(z) = Crx,z € R"™,
ta c6, v6i moi d € R,
F (R™Y) = F(R") + R, (d,0), ker C = (ker C) x R.

Nhic lai ring gu(z) = (2" Az, .., 2" Ayz), 2 € R?, va do 46 qu(y) =
(y—rgly) s 7yT/Imy) Y = (.%', xn—l-l) < Rn+1' Nén

G (2, 20 1) = qu(x) + da% |, Gu(ker C) =
QH(ker C) + R+d, QH (Rn+1) =dqyg (Rn) + R+d

Cudi cuing, nhu trén, ta dat

(2A12’ + al)T
¢’ (z) = q(v) + 2qp(z, 2) = qu(x) + : x. (2.3)
(24,2 + am)T

Mot cach tuong tu, dinh nghia cho g%+ x € R”, x,., € R. Nén,

¢ (@, n1) = () + da g+ dangazegr, ¢ (ker O)
_ ¢*(ker C) + Ry d + Rdzp 1.

Dinh 1y sau day 1a hé qud cia ménh dé trudc vd né thich hgp cho cac ap

dung.

Dinh 1i 2.1.4. Gid st F(x) = (q(z), Cz ) va d € R™. Ta c6 cdc khang dinh
sau la dung:

(a) F(R") + Ry (d,0x) la loi <= qu (R") C ¢*(ker C) + Rd vdi moi
z € R"

(b) Néu qy (R") + Rod = qg(ker C') + R d va ¢*(ker C) + R..d la 167 vdi
moi 2 € R” thi F(R™) + R, (d,0x) I 1di.
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Két qua tiép theo néi vé tinh 16i ctia F' (R") trong R™* va tinh 16i ctia

q*(KerC') trong R™.

Dinh 1i 2.1.5. Gia st F duoc zdc dinh nhu trén va d € R™. Néu ¢* duoc
xdc dinh nhu trong thi cdc khang dinh sau la tuong duong:
(a) Tap F(R") + R, (d,0x) la loi.
(b) Vdi moi z € R", qu (R") C ¢*(KerC) + R, d.
(c) Véi moi z € R" cdc dieu kién sau dat dugc:
(c1) ¢*(ker C) + Ryd la loi;
(c2) qg (R™) C gy (Ker C) 4+ ¢*(ker C) + R, d.

Ching minh. Su tuong duong gitta (a) va (b) duge suy ra tit Dinh 1y [2.1.4]
Gia st (b) ding. Chi y ring ¢*(KerC) + R d, v6i diém c6 dinh z € R,
chinh n6 1a mot tap gidng nhu tap xem xét ¢ (a). That vay, xem xét ham s6

Y(z) = ¢*(Vz), nd la,

' VTAVz + (QVTAlz + VTal)T x
V() = : . (2.4)
e VITA Ve + 2V Az + VTam)T T

o) day, z € RP va V € R™P ¢6 hang p théa man V (RP) =KerC. RS rang
Y (RP) = ¢*(Ker C'). Béi thém ma tran khong nhu phan tuyén tinh cta 1,
mot 4p dung cho ¢ clia sy tuong duong gitta (a) va (b), n6 cho phép ta két

luan rang ¢*(Ker C) + R, d = ¢ (RP) + R, d 13 16i néu va chi néu
Vi (RP) C9® (RP) + Ryed Yz € R,
Vi Y (z) = fa(Vax) va ™ (x) = ¢*tV*0(Vz), cai bao ham cudi tré thanh
qu(ker C) C ¢*(ker C) + R,d Vz e R™
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Do d6, (c1) duge suy ra béi (b). Ta c¢6 (b) = (c2) 1a hién nhién. Cubi cuing,
(¢) = (b) 1a hé qua cta Dinh 1y cia Ramana-Goldman khi 4p dung ham s6
thich hop ¢. That vay, ta xem xét ham sb

w(x) — (xTAL'L’ + leTJJ, e ,:L‘TAmaj —|— &;x> , T e Rp‘f'l’
trong do

i VITAV 0 B VT (24;z + a;)
0 d |’ 0

Nen o) (x, 2p41) = P(x) + 22, ,d va b (2, 2p01) = Vg (z) + z2dV x e RP

va moi xp4+1 € R, va do do

) (R = ¢ (R?) + Ryd, (V) (RP) = ¢ (R?) + Ry d.
Béi (cl), v (RP1) 1a 16i, va két qua cia Ramana-Goldman, ta c6

1; (Rp—H) + (ZE)H (Rp—H) _ 1; (Rp—i-l) .
Diéu nay c6 nghia 13
q*(ker C) + Ryd + qp(ker C) C ¢*(ker C) + R d.

Nén, tit (c2) n6 dan dén

qu (R") C ¢*(ker C) + qu(ker C) + Ryd C ¢*(ker C) + R, d
diéu nay chinh 1a (b). O

Phan (c) tia Dinh 1y 13 kh4 thi vi. Theo két qua niy, dé xét tinh 16

clia tap anh, ta can kiém tra cic diéu kién (c1) va (c2). Mot dic trung cla
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tinh 101 cta tap nhu ¢*(KerC) + R, d da duge dua ra khi m = 2 xem [9];
v6i m > 3 n6 van 1la mot cau hoi md, tham chi cho truong hgp cac ham bac
hai thuan nhat, ngoai trit mot diéu kién du cua Polyak [9]. Mat khac, (c2) c¢6
nghia 1a diéu kién ndm trong phai dugc thoa man, tap béen trai 1a nén (161
khi m = 2 béi Dinh 1y Dines), trong khi d6 tap bén phai 13 tong clia mot tap
16i va cac tap khac.

Dé c6 két qua tiép theo ta can déi bién nhu viéc da lam trong ching minh

ctia Dinh 1y 2.1.5] Trong dinh 1y sau, ta dat ¢ = (f, g), trong d6
fl)=a"Av+a'z g(x) =2 Br+b'z,
va C' la mot ma tran c6 ¢ phu hop.

Dinh 1i 2.1.6 (Convexity). Véi dit kién nhu da dé cap J trén va co dinh bat
ky z € R™. Khi dé, (f,g)*(ker C')+R,(1,0) la 167 néu va chi néu it nhat mot
trong cdc dieu kién sau dudc théa man:

(C1) B(ker C) C (ker C)* va Jv € ker C sao cho Av € (kerC)t va mot
trong hai V f(2)Tv # 0 hodc Vg(z) v # 0.

(C2) B(ker C) ¢ (ker C')*

(C3) B(ker C) C (kerC) va A= 0 trén ker C.

(C4) B(ker C) C (kerC)t va ton tai v € ker C' sao cho

v Av < 0 va Vg(z) v =0.

Chatng minh. Xét ham s6 v xac dinh nhu trong véim = 2 (véi f1 = f,
fo = g), Nhan xét 5.2 trong [8] cho thay rang tinh 16i cia ¥ (RP) + R (1,0)
14 tuong duong véi sy dat dugc ciia bat ky cac diéu kién sau:

(C1)VTBV =0, va ton tai u € ker VT AV sao cho hoic (242 +a) Vu #
0 hodc (2Bz +b)'Vu # 0;

(C2)VTBV +0;
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(C3)VTBV =0 va VTAV 3= 0;
(C4)VTBV =0, va ton tai € R? sao cho z' VI AVz < 0 va (2Bz+ b)
WVa=0.

Dé& dang kiém tra ring

VIBV =0 <= kerC C g;'(0) <= B(ker C) C (ker C)*

va do do6, ta dat duge (C4) = (C4), (C2) = (C2) va (C3) = (C3). N

Trudc khi sang két qua tiép theo, ta c6 mot s6 chi y nhu sau.

Cha y 2.1.7. V6i Dinh 1y [2.1.6], ta dat duoc
(i) Néu (C1) dat dugc v6i v € ker C' ndo d6 va zy € (ker C')* nao d6, thi
(C1) ciing dat dugc véi v d6 va véi moi z € zy + ker C. That vay, ta viét

z = 2zy+ 21 Vi z1 € ker C'; thi

Viz)v=2(Az—+ Az) v+a'v=2z Av+2z Av+a"v =2z Av+a'v
= Vf(z) v

Tuong ty, ta nhan duge Vg(z) v = Vg () v. Didu phéi ching minh.

(ii) Néu (C4) dat dugc véi v € ker C' ndo d6 va véi zg € (ker C)*, thi
(C4) cang dat dugc v6i v d6 va Vz € zp+ ker C'. Chitng minh twong tu nhu
().

(iii) Cha y rang céc diéu kién (C2) dén (C4) trong Dinh 1y [2.1.6|loai tri
lan nhau, nhu (C1) va (C2), nhung gitta (C1) va (C4) thi khong, nhu Vi du
cho thay diéu nay.

Mot s6 khang dinh c6 duge tit Dinh 1y nhu sau.

Chua y 2.1.8. (i) Gid st h(z) = Cxz. Néu (C4) cta Dinh ly [2.1.6] dat dugc

v6i z € R" nao d6 va v € ker C nao d6, thi né ciing dat dude Vg(z) v =
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OVz € h=1(Cz). That vay, lay bat ky z € h1(Cz). Thi z = 2z + 2 v6i 2 €
ker C', va do do

Vg(r) v = Vg(2) v +2z Bv = Vg(z) 0.

(ii) Tuong tu nhu trong (i), ta c6 két luan tuong ty nhu (C1) cta Dinh ly
2.1.6l

Bay gio ta dua ra mot s6 vi du cho thay kha nang tng dung ctia Dinh 1y
2.1.6l Hon nita, chiing cling cho thay ring Dinh Iy cung cap nhiéu thong
tin hon tinh khong 16i cia F' (R™).

Vi du 2.1.9. O day, (C2) ctia Dinh 1y [2.1.6/1a théa man. Lay cac ham sb

f(ﬂj) = _1‘.% - 2:5'1.’]32,9(33) = _1‘.% +.§E§,h<l’) = | —|—.CU2,I — (1’1,372,1'3) .
éday,
0 -1 0 100
A= -1 -1 0 ,aT:(o 0 0),B: 0 00 ,bT:(o 0 0),
0 0 0 0 01
C=(1 1 o).
Ta cd

ker C' = {(t,—t,s) : t,s € R}; (ker )" = {(¢,1,0) : t € R}.

C6 thé kiem tra ngay rang B(ker C)®(ker C)+, va do d6 (C2) dat dugc. Do
do, béi Dinh 1y [2.1.6], (f, g)*(ker C')+R(1,0) 12 16i véi moi z € R*. Hon nita,
dit ¢ = (f,9), ta c6 ngay q(t, —t,s) = qu(t, —t,s) = t*(1, 1) + s*(0, 1), va

v6i moi z = (21, 29, 23) € R3,

@ (t,—t,s) = ((t ta) =2 —(t+2) 24 (54 23)° — zg) :
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Dic biét, gy(ker C) = R (1, —1) + R (0,1) = gu(ker C) + R;(1,0), va do
d6 qu (R?) # qu(ker C) = ¢°(ker C) vi gy (2, —4,1) = (0, -3) ¢ qu(kerC),
n6 c6 nghia ring (b) ctia Dinh ly (v6i z = 0 va d = (1,0)) khong dat
duge. Do d6 (f,g,h) (R*) + R4 (1,0,0) 1a khong 16i, va do d6 (f,g, k) (R?)

ciing khong 16i.

Vi du 2.1.10. O day, cac diéu kien (C4) va (C1) 1a dat duge véi cling z €
(ker C')*.

N6 thuc sy cho thay réing tham chi tinh khong 16i ctia F' (R?) dugc ching
minh mot cdc don gidn béi lay cac diem (1,1,4+1) € F (R?), trong d6
(1,1,0) ¢ F (R?), Dinh ly 2.1.5 cung cap nhiéu thong tin: né cho thay tinh
khong 16i ctia F' (R*) + R(1,0,0) va do d6 cta F (R?).

Ta xét cac ham s6 f(z) = 23 + 22129, g(x) = (v1 + 22) (223 + 1), h(z) =

010
xl—l—a:Q,:z::(:cl,:UQ,xg).éday,AI 110 ,aT=<OOO),
000
001
B=|oo1|[b =(110),C=(110).
110

Thi, ta d& dang dat ducgc B(ker C') C (ker C)*. Chon v = (1,—1,0) € ker
C va bat ky z trong (kerC)*t. Thi, z = (£,¢,0),v"Av = —1, va vi Vg(z) =
(2x3+ 1,273+ 1,221 + 229), ta c6

Vg(2)"v=(1,1,4t)"(1,-1,0) = 0.

Do vay (C4) ctia Dinh 1y dat dugc, va do d6 béi Chi 7 [2.1.7, (C4) théa
man v6i moi z € R3. Do d6 (f, g)*(ker C) + R, (1,0) 1 16i véi moi 2 € R>.
Hon ntta, dat ¢ = (f, g), ta ¢6 ngay

qu(x) = ((:Cl + x2)2 — 23,2 (21 + 29) :cg) ,
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chiing suy ra rang qg (R*) = R* va qu(t, —t,s) = t*(—1,0), va do d6 gu(ker
C) =R, (—1,0).
Mat khac, v6i moi z = (21, 29, 23) , ¢°(t, —t, 8) = <— (t+21)° + 22,2 (21 + 20) s).
Nen, ¢*(t, —t,s) = qu(t, —t,s); né la, (b) clia Dinh ly (véi z = 0 va
d = (1,0)) khong dat dugc. Do d6 (f,g,h) (R*) + Ry(1,0,0) 1a khong 15i,
n6 suy ra tinh khong 16i ctia (f, g, h) (R?).
Cudi cung, bdi chon bat ky z = (21,29, 23) thda man z; + 29 # 0 va

v=1(0,0,t) véi t # 0, (C1) dat dugc.

Vi du 2.1.11. O day, (C3) théa man. Liy B va C nhu trong Vi du [2.1.10]
va f(z) =2 Az +a'x,g(x) = 2" Bz + bz v6i bat ky a,b € R?, va

210
A=1111
01 2
Thi v' Av = (t — 5)® + s?Vo = (t,—t,s) € ker C. Do dé (C3) 1a théa man,
va hé qua 1a (f, g)*(ker C) + R, (1,0) 14 16i véi moi 2z € R3. Hon nita, dit
q = (f.g); thi

qu(x) = <(:c1 +29)” + (o + x3)° + 27 — 22 + 22,2 (21 + x) .CCg) :

Do d6 qu(t,—t,s) = ((t —s)* + s%,0), va ta c6 gu(ker C) = R;(1,0). Ta

dat dugc

Ct,—t,8)=((t—8)?+s*+2(21 — 23+ a1 —ag)t +2 (22 + 223 +a3) s,
(bl — bg)t—l— (21 + 29 —l—bg) 8)

6 dﬁy, a = (&1, a2,a3) va b = (bl, bg, b3)
Dé xac dinh mot s6 nhém diéu kién dam bao cho (c1) hodc (c2) ctia Dinh

Iy khi m = 2, ta can vai khai niem méi. Nhic lai ring

a(2) = (f(2),9(2)), au(2) = (a7 Av.a" Br)  qule) = (b ).
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Dinh nghia 2.1.12. Cho truéc a tuyén tinh khong gian con £. Ta noéi rang

qu la

(i) L-chinh quy néu
ve L, qp(v)=0=v=0.
(ii) L-chinh quy yéu néu
ve L, quv) =0= {Av,Bv} C L.

Mot s6 nhan xét lién quan dén tinh chinh quy va chinh quy yéu dugc néu

trong cac chi ¥ tiép theo.

Cha y 2.1.13. Gia st
Lo={xe€L:{Ax,Bx} C L} va L)= (Lo) NL.

Thi £L = Lo @ Lj. Vi moi x € L sao cho gy(x) = 0 théa man = €
g5 (0) N L, ta suy ra ring

- L-chinh quy yéu clia gy = L{-chinh quy cta qp.

- qu(£) = qu (Lp).

- Véi truong hop £ = ker C, ta c6 ngay [7, Hé qua 1]
lqu(ker C') # R? va gy va ker C' — chinh quy | <= Jt1,to € R : HA +
toB = 0 trén ker C.

Déi v6i bo dé tiép theo, chiing ta sé st dung £ = ker C trong chi ¥ truée.
Hon nita, ta dat ¢7 = (¢°);, va cho trudc bat ky k € x, M C R* ta ky hi¢u
nén tiém can cua M béi

MOO:{vERk:th—)+oo,Elxn€M,%—>v}.

n
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Bo6 dé 2.1.14. Néu f, g la cic ham s6 bac hai nhu trén (d = (1,0) € R? va
m = 2 trong Dinh ly|2.1.5). Thi,
(a) ¢*(ker C) + R (1,0) la loi vdi moi 2 € R™ néu mot trong cdc truong

hop sau dat dugc:
(a1) B( ker C) & (ker C')*;
(a2) B(ker C) C (ker C)* va A = 0 trén ker C;
(a3) (C1) dat dugc véiv € ker C' nao dé va moi z € (ker C)*;
(a4) (C4) dat dugc vdiv € ker C' nao dé va moi z € (ker C)* .
(b) Gid s rang dim(ker C') > 2. Néu qy la ker C-chinh quy, thi ¢*(ker C)

la 107 va déng vdi moi z € R"™. Hon nia,
(¢°(ker 0))* = {v € R*: Ryv € ¢*(ker C) } = qp(ker C).

(¢) Néu int qg(ker C) # 0, thi ¢*(ker C) la loi vdi moi z € R™.
(d) Néu q la ker C-chinh quy yéu, thi L{-chinh quy, va (c2) cia Dinh lyj

dat dugc vdi diéu kién

qu (R™") C qu(ker C) 4+ ¢; (Ly) Vz €R",

Chitng minh. (a) Cac két qua dugc suy ra tit Dinh 1y [2.1.6| vA Chy y[2.1.7]

(b) Bai viét lai mot céch tuong duong ker C-chinh quy ctia ¢ nhu sau (V/
nhu trén)

reR qu(Vz)=0= 2z =0,

va tinh 161 14 hé qua ctia Dinh 1y 2.2 trong [9] (hodc xem [8, Dinh ly 4.6]).
Bay gid ta ching minh tinh déng cta ¢*(ker C). Gia st wy — w véi wy =
q° (x), vk € ker C. Gid st rang supy, || zx|| = +oo; thi, nhu mot hé qua, ta ¢
thé xét a1,/ ||z|| — v € ker C véi ||z — +00. Do d6, 0 = qg(v), suy ra, bdi
tinh chinh quy, v = 0, mau thuan. Do d6 ||z¢|| 1a bi chdn, va do d6 w = ¢*(z)

v6i 2 € ker C nao d6, trong d6 x 14 mot diém tu cla (z), n6 dan dén diéu
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phai ching minh. Ngugc lai, (¢*(ker )™ = {v € R* : Ryv € ¢*(ker O)}, la
mot nén 16n nhat chia trong ¢*(ker C).

Phan con lai 13 can ching minh dang thic cudi ciing. Gia st v # 0 thuoc
tap ben trai. Thi, v6i moi p € x, ton tai z, € ker C sao cho pv = ¢* (z,).
Lay p — oo, tit cac dang thic truéc ta cé ngay rang ||pv]| — +oo, va
do d6 sup, ||z, = 4oco. Ta c6 thé gia st rang z,/ ||z,|| — zy € ker C' va
gl = +00. Nen, pf lkep v = 1/ k2o (2,) — i (o). Didu ndy suy ra
rang (,0/ pr||2) 14 bi chdn, va do d6, néu khong thi xét trén day con, n6 hoi
tu t6i pg > 0. B tinh chinh quy, py > 0, n6 dan dén v € gy (ker C),

(c) Ta viét int gy (ker C') = int {gg(Vz) : € RP} £ (), va do d6 két luan
¢*(ker C') 12 16i v6i moi z € R” chinh 14 hé qud ctia Dinh 1y 4.12 trong [8].

(d) That vay, béi gia thiét va Cha ¥ (v6i £ = ker C'), ta c6 ngay

vl moi z € R”
i (R") € qu(ker O)+qz (Lo) = qu (L) +4f (Lo) = ¢° (LoD Ly) = ¢ (ker C).

[
Dya vao B6 dé trudc, ta c6 Dinh 1y sau (lién quan dén Dinh 1y 2.1.5).

Dinh 1i 2.1.15. Gia su F' la dnh xa nhu trong Dinh lyj|2.1.5 vdi m = 2 va
q° dugc xdac dinh nhu trong ( Cac kh(fng dinh sau dat duoc:
(a) Gid st rang qu la ker C-chinh quy va dimker C' > 2. Thi,

F(R") la loi <= qg (R") = qu( ker C).

(b) Gid sit rang qu la ker C-chinh quy yéu. Thi, F (R") la loi <= Vz €
R ¢*(ker C') = R? hodgc qg (R") C qu(ker C) + i (Lo).

V6i truong hop F' 1a thuan nhat, Dinh ly khong yéu cau gia thiét vé
tinh chinh quy.

27



Dinh li 2.1.16 (Truong hop thuan nhat). Gid si F' duge zdc dinh nhu trén,
F:R" = R* va gy : R" — R? nhu F(z) = (z'Az,2"Bz,Cz) =
(qu(x),Cx). Xét ¢*(z) = qu(x) + 2qp(x, 2). Khi dé cdc khang dinh sau la
tuong duong:

(a) Tap F (R") la 16i.

(b) Vz € R", g (R") C ¢*(ker C).

(¢) gu (R") = gpi(ker C).

Chitng minh. Sy tuong duong gitta (a) va (b) dudc suy ra tit Ménh de(2.1.2,

Bay gio, tu (b), ta ¢6 (c) bdi lay z = 0.

Gia stt ¢6 (c). Ta sé ching minh rang tap ¢*(kerC) la 16i v6i moi z € R™.
C6 dinh z € R, ta xét ¢(x) = ¢*(Vx) v6i V nhu trong ching minh cia
Dinh 1y [2.1.4} nén ¢ (R?) = ¢*(ker C'). Béi Dinh ly 4.16 trong [8], ¢*(kerC) 1a
16i néu va chi néu véi moi d € R?,d # 0, mot trong diéu kien sau dugce thda
man:

(C1) 3u € (ker VTAV) N (ker VT BV) sao cho hodc (A2) Vu # 0 hoac
(Bz)"Vu # 0;

(C2) diVTBV # dyV T AV

(C3) —d ¢ v (RY);

(C4) 3 u € ¥ (—d) sao cho d, (VTBZ)T u=dy (V'Az)u.

Ta sé cho théy riing, néu (C2) khong dat duoc, ta van c6 tinh 16i mién 1a
(c) dugc théa man. Cu thé hon, ta sé chitng minh ring, véi cac gia thiét, (C4)
thda man. That vay, néu (@2) khong dat duge, thi dim g (kerC) = 1 (trudng
hop dim gy (ker C') = 0 hién nhién suy ra tinh 16i). Gia thiét (c) v dong nhat
thic 2gp(a,b) = qu(a +b) — qu(a) — qu(b) cho phép ta dat dugc mé rong
qu(ker C') = span gy (R") = span gp (R",R") = span [qy (ker C) + gp (ker C, R")].
Do d6, (C4) dugc théa man, né suy ra tinh 16i ciia ¢*(ker C).

Bay gio, béi Dinh 1y Ramana-Goldman, ta c6

gy (R") = gy (ker C) C gy(ker C') + ¢*(ker C') = ¢*(ker C)
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diéu nay ching minh (b). O
Vi du 2.1.17. Lay

qn (11,29, 13) = (27 — 22129 + T3 — 23, 27 + 22129 + T3 + 73
va C'= (11 0). Khi d6 kerC = {(t, —t,s) : t,s € R}, va do d6 qgy(t,—t,s) =
(4t* — s*, s*). Diéu nay dan dén gy (R*) = gu(kerC) = R x Ry, va do d6
bsi Dinh ly [2.1.16) F' (R?) 1a 16i.

Vi du tiép theo cho thay ring, néi chung, cd F (R") lan F' (R")+(R? x {0x})
déu khong 16i.

Vidu 2.1.18. Xét F(z) = (—2?, —2% z) ,x € R. D& dang dé xac minh ring

%F(l) + %F(_l) - <_17 _170) ¢ F(R) + (Ri X {O}) ’

né cho thay khang dinh trén 1a ding.

Bay gio ta xét trudng hop ham F' chi gom mot ham bac hai, cdc ham con
lai déu bac nhét, ta hy vong tim dugc didu kién cy thé hon dé F'(R") 16i, titc

cac diéu kieén nay dé kiem tra.

Ménh dé 2.1.19 ([I0], Dinh 1y 9). Gid s h(x) = 2" Ax + a'z + o vdi
AeS'ae R aeR, deRM va He RM*N, Cdc khiang dinh sau la
tuong duong:

(a) —oco < v =inf 114 h(7).

(b) A la naia wdc dinh duong trén ker H va [v" Av = 0,v € ker H = (2Az+
a)'v=0Vze Hd)]

(c) argming—. g h # 0.
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(d) A la nita zde dinh duong trén ker H, va ton tai T € H1(d) sao cho

2AZ + a € (kerH)L. Do dé, vdi cic diéu kién trude, ta cé ngay

argminh = {x :x € H'(d),2Az + a € (kerH)"}. (2.5)
H1(d)

T ménh dé trén (khi H = 0,d = 0), ta c¢6 hé qua sau.

Heé qua 2.1.20. Vdi dit kién nhu ménh dé trén, cdc khing dinh sau la tuong
duong:

(a) h(R") =R.

(b) Néu A la nita xdc dinh duong (hodc am), thi ton tai v € ker A théa

man a'v # 0.

Bay gio gid st q(z) = 2" Az + a2, qy(z) = 2T Az, qp(x,2) = x" Az
va ¢%(2) = q(2) + 2qp(2,x) v6i moi x € R", F : R" — R bsi F(x) =
(q(z), Cx).

Nhic lai rang V' € R™P| ¢6 hang p, 14 ma tran sao cho ker C' = V (RP),
trong d6 p = dim(kerC). Béi Pyy ta ky hiéu phép chiéu tryc giao len W.

Dinh li 2.1.21. Véi F nhu trén, zét tap W = kerC N qg(0). Khi dé cdc
khing dinh sau la tuong duong:

(a) F (R™) la loi.

(5) F(R") + qu (R") x {0} C F (R")

(¢) Ve € R", gy (R") C ¢*(ker C).
(d) qu(kerC) = qu (R™) hodc néu qy(kerC) # qu (R™) (va do dé W = ker
Cn A7t ((ker C)*)), nen Vo € R", 3z € W, Vq(z)' 2z # 0.

(€) qu( ker C) = qg (R") hodc néu qy(ker C) # qu (R™) (va do dé W =
ker CN A7 ((ker C)*)), nén A(R™) N W+ —Py(a)] =0

(f) qu(ker C) = gz (R™) hodc V'a ¢ VT A(R").
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Nhw mot hé qud, véi a = 0, g la thuan nhat tha
F(R") la loi <= qg(kerC) = qy (R").

Chitng minh (a) < (b): Vi tap F (R™) la dnh cta anh xa bac hai, ta ap
dung dinh 1y Ramana-Goldman dé dat dugc sy tuong duong nay, chi y rang
Fir (B") = g (B x {0}.
(a) & (c): n6 dugc suy ra tia Ménh de .
(c) < (d) : Cha ¥ rang moi z € R",¢*(0) = 0, va ¢y (0) = 0. Bay gid, tap
qr (R™) chi c6 thé 1a {0}, R, R_, hoic R, tuong ing v6i ma tran A 1 0, nita
xac dinh duong, nita xac dinh an, hodc khong xac dinh. Do d6, tap ¢*(ker C)
sé chia ¢y (R™) néu va chi néu n6 khong bi chin trén, khong bi chin dudi,
va bang véi toan bo R tuong ting v6i mdi tinh hudng trén cho tap gy (R™).
Bay gio ta chiing minh sy tuong duong bdi viéc phan ra 3 trudng hop.
Trudong hop 1: ¢y (R") = {0}. Trudng hgp nay, (c) va (d) hién nhién dat
dudc.

Trudng hop 2: gy (R") = Ry. B6i cac thio luan trude day, (c) dat duge

néu va chi néu ¢* khong bi chin trén trén R”. Ap dung Meénh dé [2.1.19| cho

—q* véi H = C va d = 0, ta dat dugc rang (¢) dugc théa man néu va chi
néu gy(ker C') C R_ suy ra rang v6i moi x € R", moi = € ker C,2A% +
a+ 2Ax ¢ (ker C')*. Ta ciing nhan dugc W = ker C N A~ ((ker C')*). Dic
biét, v6i T € W tdn tai 2 € ker C sao cho (2AZ + a + 2Ax) "z # 0. Do d6
0# (2AZ +a+2Ax) 2 = (a+2Ax) T 2. Diéu nay hoan thanh yéu ciu tuong
khi ¢y (R") = R,. Truong hop qm (R") = R_ 1a tuong tu.

Truong hop 3: ¢y (R") = R. Theo cac khang dinh trusc dé, (c) tuong duong
véi g% (kerC) = R v6i moi © € R". Bdi Hé qua , ta c6 két luan rang (c)
14 tuong duong vé6i (d). Do vay tat ca cac truong hop da gidi quyét.

(d) < (e) : Trudc hét, ta cha ¥ rang khi gy (R™) # qg(kerC), A 1a x4c dinh
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trén ker C. Ta ap dung Ménh dé [2.1.19| véi cac dit kién hop ta c6
W =kerCN A ((ker C))*).

Do d6 phép chiéu tryc giao Pyy(a) duge xac dinh. Diéu phai ching minh duge

suy ra tit khing dinh sau:

Ve cR" Iz €W, (24r +a)' 2 #0

= Vr € R",24x +a ¢ W

= Vo € R",2Ax + Pyy(a) + Py(a) ¢ WH
— Vz € R", 24z + Pyy(a) ¢ W

<= Vr € R", 242 ¢ W' — Pyy(a)

= AR") N W' —Py(a)] = 0.

(f) = (a): Ro rang F' (R") 14 16i néu gg (ker C') = qi (R™), vi Ménh de 2.1.2}
vi ¢"(ker C') C R 1a luodn 16i v6i moi = € R”.

Bay gio gia st rang V'a ¢ V' A (R"): D& dang suy ra ring

inf ¢* = —oo Vo € R".
ker C

That sy, néu inf,cyer o ¢*(2) > —oo, thi béi Ménh de 2.1.19] A = 0 trén ker

C va ton tal 2y € ker C sao cho
2A (20 +x) +ac (kerC): =ker V',
n6 dan dén mot mau thuan. Do dé
R_ C ¢*(kerC)vx € R".

Tuong ty, ta c6 inf oo c — ¢ = —oo Vx € R", diéu nay dan dén R, C
q*(ker C'). Do d6 ¢*(ker C') = RVx € R™. Diéu nay chitng minh tinh 16i cta
().
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(a) = (f): Gi4 st ngugc lai, V'a € VTA(R") va gy (kerC) # qu (R"), dé
dang nhan ra rang (d) khong dat duge, va do d6 F' (R"™) khong 16i. O
Vi du sau minh hoa cho tinh hiéu qua cia Dinh 1y [2.1.21,

Vi du 2.1.22. (i) Lay

100
000

q (1,0, 23) = :13% +x§ —x§+2x1,0 =

Ta c6 ker C' = {(0,t,5) e R*: t,s € R} va qu(z) = 2} + 23 — 23 véi
v = (w1,29,23) € R3. Nén, ¢q(0,t,s8) = t> — s>V t,s € R. Do d6 qm(ker

C) = qu (R*) = R. Nhéc lai rdng F(z) = (¢(z), Cz), ta nhan dugc tinh 16i
ciia F (R?) béi Dinh 1y [2.1.21]

Néu ta lay
100
010

C —

)

thi gg(ker C) = =Ry va gy (R?) = R. Do d6 F (R?) la khong 16i béi Dinh
Iy (9).

(if) Xét

1 00
010

9 9 9
q (1,29, 23) = 2] + a5 + 235,C =

Dé dang thay raing C = {(0,0,s) e R*: s € R} va gqu(z) = g¢(z)Va =

F(z) = (¢q(z),Cz), ta nhan dugc tinh 16i cia F (R?) béi Dinh 1y [2.1.21
(f).

Ménh dé tiép theo thong nhat cac Dinh 1y 2.1 va 2.2 trong [? ].

Meénh dé 2.1.23. Gid st q(x) = 2" Az +a'x véi A = 0,a € R", va zét
F(z) = (q(x),Cxz) vdi C € R¥". Khi dé cic khang dinh sau la twong duong:
(a) dim(ker C) =n —rank C' > 1.

(b) F (R") Idi.
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Ching minh. Vi A > 0, ta ¢6 ¢y (R") = R;. Nén ker C' = {0} = qg(ker
C) # qu (R"), ¢6 nghia rang Dinh ly [2.1.21| (d) khong dat dugc, va do d6

F (R™) 1a khong 161, diéu nay chiing t6 rang (b) suy ra (a).
Mat khac, gy (kerC) # {0} néu va chi néu kerC £ {0}. Nén, ker C' # {0}
suy ra qg(ker C') = Ry = qy (R"), va do d6 béi Dinh 1y [2.1.21] (d), F (R") 1a

X
X

161.
Két qua tiép theo sé dong vai tro co ban trong viéc thiét 1ap cac diéu kién

can v du cho tinh 16i ctia tap anh.

Ménh dé 2.1.24. Gid st F nhu trong Dinh li|2.1.21. Khi dé cdc khang dinh

sau dat duoc:

(a) F (R™) khong loi néu mot trong cdc khdng dinh sau dat dugc:
(al) VTAV = 0,VTa € VTA(RY), va A # 0;
(a2) VTAV 0,VTa e VTA(R"Y), va A4 0.

(b) F (R™) 101 néu mot trong cdc dieu kién sau dat dugc:
(b1) VTAV £ 0 va VTAV £ 0;
(b2) Via ¢ VTA(R");
(b3) VTAV 3£ 0 va A < 0;
(b4) VTAV £ 0 va A 3=

Chitng minh. (a) Ta chi xem xét (al), vi néu (a2) xay ra ta 4p dung cac
két qua ctia (al) véi —F dé thay ring —F (R") 14 khong 16i va do d6 F (R")
ciing khong 16i.

Vi (al), néu nguoc lai, F(R™) 1a 16i, thi bdi gia thiét va Dinh 1y [2.1.21]
ta ¢6 ngay qg (R") = gu(kerC') C R,. Nén A 3= 0, mau thuan. Diéu phéi
chiing minh.

(b) Ta gia si ¢6 (bl). Ro rang gy (ker C') = R, va do d6 ¢y (R") = R,
chitng minh tinh 15i béi Dinh 1y [2.1.21]

V6i (b2): Diéu phai chitng minh suy ra tit Dinh 1y truée.

34



V6i (b3): Ro rang R C gy (ker C) va gy (R™) C R_. C4 hai bao ham suy
ra qp(ker C') = qy (R") = R_, va tinh 16i dugc suy ra tit Dinh 1y trudc.

Véi (b4): Day la hé qua cua (b3) khi ap dung cho —F'. ]

Tu Ménh dé trude va sy that rang F' (R") 14 161 khi A = 0, ta ¢6 ddc trung

khac ctia tinh 16i ctia tap anh.

Dinh 1i 2.1.25. Gid st F nhu trong Dinh Iy (2.1.21. Khi dé, F (R") la loi

néu va chi néu khong truong hop nao sau day dat dugc:
(a) VTAV = 0,VTa € VTA(R"Y), va A # 0.
() VIAV 0, Via e VTA(R"Y), va A £ 0.

Chatng minh. Dinh Iy trén tuong duong v6i khang dinh: F' (R") 16i néu va chi
néu cé hai pha dinh ctia (a) va pht dinh cta (b) dat dugc.
R6 rang phu dinh cua (a) la
(a') VTAV % 0 hosc V'a ¢ VT A(R") hoac A 3= 0.
Trong khi d6 phu dinh cua (b) 1a
(b)VTAV £0 hodc V'a ¢ V' A(R") hoic A < 0.
Ap dung Menh d& 2.1.24) ta c¢6 diéu phai ching minh. O

Vi du 2.1.26. V6i F (21,22) = (2x129,21) ta c6 C' = (1 0 ), A =

0 1
10
{0} x R.

DO&HVTsz:(O 1)J”szozﬂvluv
Dé kiém tra réng (a) cia Dinh ly [2.1.25( dugc théa man, do d6 F' (R?) la

0
Jker C = {0} xR,V = ,v14::(1o),mrvl4:
1

khong 16i.
Mit khac tinh toan tryc tiép ta thiy ngay rang

()i (1-3) oo -aneren

nén F' (R2> 12 khong 16i.
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2.2 Ung dung

Sau day ching toi giéi thiéu mot tng dung clia cic két qua clia muc trudc
cho bai toan "Tim hinh cau bé nhat chita giao clia cac hinh cau cho truéc"
Trong muc nay mdi hinh cau tam z ban kinh r dugc ky hieu 1a B(z, 7).
Bai toan trén tré thanh "Tim mot hinh cau ban kinh nhé nhat B(y,r) chia
giao ctia cac hinh cau cho trude {B(a;), r;}}_;. Diéu nay tuong duong véi bai

toan sau:
min 7

s.t. (Y_y B(ai, i) € B(y,r),
yeR" reR

Ta diing phép dbi bién v = r2, bai toan trén tré thanh

min /7y
s.t. le B (CLZ',T’Z') g B(ya ﬁ)?
y €R", v €R,

trong d6 c6 cing mot tap hop téi wu nhu

min 7y
s.t. f:l B (aia TZ') g B(y7 ﬁ)a (26)
y e R", veR

Chiing ta bat dau bang cich chiing minh ring néu (i) p < n — 1 va (ii)
", B (a;,7;) c6 bén trong rong, do d6 meénh de _; B (a;, ;) € B(y, /7)

c6 thé duge dinh dang LMI.

Dinh 1i 2.2.1. Cho a1,...,a, € R" va ry,...,r, € Riy. Gid st rang giao

diém cia cic hinh cau B (a;,7;),i = 1,...,p la khong rong, tic la,
p
int (ﬂ B (CLZ’, 7“2)) 7é @ (27)
i=1
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va p <mn— 1. Khi dé hai ménh dé sau tuong duong:

(i) iz B (ai, ) € B(y,/7)-

(ii) Ton tai A1, A2, ..., \p € Ry sao cho théa man LMI sau:

p
No— > A\iN; =20 (2.8)
i=1
trong do
1 - 1 —Qa;
N(): T 29 ,NZ'Z T 9 9 ,Zzl,,p(29)
=y yllF =~ —a; |ail|” =3

Chatng minh. Ta bat dau bang cach nhic lai rang, nhu da dé cap trong phan

gi6i thieu, ménh dé (i) tuong duong véi tinh hop 1é ctia ham sau:
|z —ylI> <7V 2 €R" sao cho ||z —ai|* <7f,....[Jz — qf° < r2,(2.10)

Do d6, trong phan con lai, ching ta sé xem xét ham thay vi ménh dé
(i).

(ii) = (2.10). Gia st meénh dé (ii) théa man, tic 1a ton tai \; € Ry,i =
1,2,...,psao cho LMI thoa man. Nhan LMI ti bén trai véi (:L‘T, 1) va
tit bén phai (z;1) ta thu dugce

(z",1) No(x;1) < Ni(z; 1)

I M’@

ta c6 thé viét lai

p
le =yl = < DA (e = all” = r2).

1=1

37



Bat dang thic cudi ciing va tinh khong am clia \; ngu y rang (2.10) ding.
(2.10) = (ii). Gia su rang ham (2.10) dang. Khi d6 gia tri ctia bai toan t6i

uu hoa trong cic bién x quyét dinh

max ||z —y|* -5
s.t. Haz—aiHQ <r} i=12...,p, (2.11)
reR"

1a khong duong. Bay gig, vi p < n — 1, nén theo Hé qua (?7?), gia tri cua bai
toan (2.11]) bang véi gia tri ctia bai toan SDP

max Tr (NoU)
s.t. Tr(NV;U) <0, i=1,2,...,p, (2.12)
U e S—?—_H? Un—|—1,n+1 =1,

trong d6 NN; da cho trong (2.9). Diéu kién (2.7) ngu ¥ rdng ton tai & € R”

sao cho
~ 9 9 .
1T —a;||”—r; <0,i=1,...,p.
) - % . 3
Do d6, ma tran U = thoa man
|

Tr (Niﬁ) < 0,0 = 0,Upp1per =1

Bang cach thyc hién nhiéu loan nho déi véi ma tran U , ta c6 thé gid dinh
ma khong mét di tinh tdng quat ring U = 0. Do d6, bai toan (2.12)) 14 hoan
toan kha thi va 1a két qua cta dinh 1y duong bac hai d6i ngau [20,3], bai toan

déi ngau

min u
st No— Y0 AN, — pERt L =0,
N>0i=1,...,p,

(2.13)

pweR
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c6 thé gidi quyét duge va c6 cuing gid tri t6i wu véi (2.12)). Do d6, ton tai

mot 1 khong duong va 5\2',2' =1,...,p khong am sao cho

p
No—= Y AiNi— iB} 71 00 <0
i=1
ma, bdi sy khong nhay cta [, ¥ rdng No — > 4, AN; < 0.
Duya trén Dinh ly (2.2.1), va dinh dang lai (2.6) ctia bai toan chinh, bay gio
ta ching minh két qué chinh O

Dinh 1i 2.2.2. (cong thac lap trinh bac hat cia bai toan chinh) Cho
ary ..., ap ER" vary,...,r, € Ryy. Gid sif rang giao tuyén cia cdc hinh cau
B (a;,ri),i=1,...,p c¢6 phan trong la rong va p < n—1. Khi dé tam va bdn
kinh ciia cia mot ban kinh hinh cau nhé nhat chita giao tuyén (i_; B (a;,1;)

duoge xzac dinh boi

p
y=>_ X\ (2.14)
=1

2 p

-3 (Haiw—rf) (2.15)

1=1

T =

P
E Ai@;
i=1

tuong ing, trong dé X € A, la mot nghiém t6i wu cia bai todn cuc tiéu bac

hai 01
p 2 p ,
min Z)\Zaz —Z)\Z (HCLZH —7“12)
=1 =1
s.t.  AEA,.

Chatng minh. Theo Dinh ly (2.2.1)), bai toan (2.6]) c6 thé dugc viét lai thanh
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bai todn SDP sau

~* = min -~y

Qi =11 Y — D g Aidli
5.t. ) . , ) >\ | = 0,(2.16)
(v =0y ha)” v =yl + S0 (Jleall” = r2)

yeR" veR N eRE.

O day ta biéu thi ban kinh téi wu bing r* 1a sb duong theo dinh nghia.
Luu y rang bat ky phép giai kha thi (y, A\,r) cta bai toan théa man

P_ A > 1. Bay gio ta sé chi ra rang trén thuc té, moi gidi phap toi uu
déu dap tng >7_; A; = 1. Nguoc lai, gid st rang ton tai mot nghiém t6i wu
(7, by 7) clia bai toan thoa man > 7, \; > 1. Trong trudng hop dé, ta

c6 thé goi phan bul clia Schur va két luan rang bai toan (2.16) rat gon thanh

v" = minvy
p
s.t. Z)\l > 1,
i=1
2 ly — >0 Nail|”
7> |yl ZA (llasl = #2) + VSR
:1 i

y e R" Ae R,y €R,

tuong duong véi

il = 30 (ot - ) + IS Zi el
= 1min — i U la;
Y y 2 -
£ (2.17)
s.t. Z)\Z > 1, )
=1
yeR" yeR

Thay ) va rat gon bai toan thit hai véi y ta dude y = ﬁ P Niag v6i
moi cich gidi. Gan biéu thiic nay vho ham muc tiéu ctia bai toan ([2.17), chiing
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ta thu duge A 1a mot nghiém t6i uu cia

Luu ¥ rang ham muc tiéu p(\) 1a dong nhat bac 1, tic 14, thda man p(a)) =
ap(N) véi moi o € Ry, A € RP. Ky hieu A = a)\, trong d6 o 1a sb thuc
nim trong khoang (1/5°7_, \;,1). Khi d6 X 1a nghiem ciia va thoa
o(\) = p(a)) = ap(A) < r* mau thuin véi tinh t6i wu ctia A. Do d6 ching
ta chiing minh dugc ring Y7 | \; = 1 tai bat k¥ nghiém t6i wu nao dé
c6 thé viét dudi dang
~* = min~y
s.t. f , 2y_%ﬁﬂ&% , | = 0219)
(=0 ha) v =yl + S0 (Jlall” = r2)
yeR" veR AXe A,

Rang budc LMI trong bai toan trén rit gon la

p
y=>_ X\ (2.20)
1=1

v > lyll* — E:A(ku\—r> (2.21)

Vi vay bai toan (2.19)) c6 thé bién doi thanh:

P 2 p )
7= min | Aarf| = 3 (Jladl” — )
i=1 i=1
stAe
Tam t6i uu y dudgc cho tinh ¢ y duge cho tinh 6 ([2.20)). O
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Hinh 2.1: Hinh 1.

Diéu tha vi 14 hinh cau B(y,r) véi y va r cho bdi va chia,
giao tuyén (_; B (a;,7;) ngay c& khi p > n. Tuy nhién, chi khi p < n —1
hinh cau nay méi dugec dam bao 13 hinh cau nhé nhat. Trong Hinh 1 dua ra
hai vi du vé giao diém ctia ba hinh cau (dudng ditt nét). Trong ca hai vi du,
r6 rang 1 hinh cau chita giao diém (dudng lién nét) - dugce tinh theo Dinh ly
- khong phai 1a nhoé nhat.
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KET LUAN

V6i muc tiéu di sau nghién cttu, tim hiéu tinh 16i ctia anh ctia 4nh xa da thic
bac hai, tit d6 néu ng dung tim hinh cau bé nhat chita giao cac hinh cau
cho truée ([4],]5]). V6i nhiém vu dit ra nhu trén, ndi dung da thyc hién dugc
ctia luan van chi yéu bao gom:

1. He thong lai cAc khai niém va két qua clia tinh 16i ctia 4nh clia 4nh xa
da thuc bac hai.

2. Dua ra mot s6 vi du minh hoa cho cac dinh 1i, tinh chat.

3. Trinh bay lai ing dung clia né6 trong viéc gidi quyét mot phan bai toan

tim hinh cau bé nhat chita giao cac hinh cau cho trudc.

Noi dung luan van gidi thiéu nhiing két qua mdi vé doéi tuong trong dai sd
tuyén tinh. Vi vay, ching c6 thé dua vao lam tai lieu tham khao, giang day
va hoc tap cho hoc vién, sinh vién nganh toan. Hy vong trong thoi gian t6i
chiing t6i sé thu dugc mot sé két qua theo huéng nghién citu da quan tam

trong luan van.
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