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MỞ ĐẦU

Nghiên cứu về lũy thừa hình thức của iđêan phủ của đồ thị và tính chất

Koszul là một vấn đề thời sự của toán học, đặc biệt là việc sử dụng các phương

pháp của tổ hợp trong nghiên cứu các tính chất đại số. Đại số Koszul lần đầu tiên

được giới thiệu bởi Priddy [10] và sau đó được Herzog và Iyengar tổng quát hóa

thành các môđun Koszul [7]. Một R-môđun hữu hạn sinh M , với R là một vành

đa thức trên một trường K, được gọi là môđun Koszul nếu môđun phân bậc liên

kết của nó grm(M) =
⊕

i≥0m
iM/mi+1M , với m là iđêan cực đại thuần nhất của

R, có giải tuyến tính trên vành phân bậc liên kết grm(R) =
⊕

i≥0m
i/mi+1. Đại

số Koszul và môđun Koszul đã được nghiên cứu sâu rộng và tìm thấy những

ứng dụng quan trọng trong nhiều lĩnh vực toán học khác nhau.

Trong hướng nghiên cứu về các iđêan đơn thức Cohen-Macaulay, kết quả

của Villarreal [14] cho thấy rằng đối với bất kỳ đồ thị G = (VG, EG), đồ thị

G ∪ W (VG) thu được bằng cách thêm nhánh vào mỗi đỉnh là đồ thị Cohen-

Macaulay. Một cách tương đương, khi đó iđêan phủ J(G ∪ W (VG)) có giải

tuyến tính. Trên thực tế, sau đó một số kết quả khác (xem [2, 15]) đã chỉ ra

rằng G ∪W (VG) là có thể phân tách đỉnh và có thể bao phủ. Lưu ý rằng, tổng

quát ta có chuỗi suy ra sau đây:

có thể phân tách đỉnh ⇒ có thể bao phủ ⇒ Cohen-Macaulay dãy.

Các kết quả nói trên liên hệ chặt chẽ với các tính chất sau: (a) một iđêan

thuần nhất trong R là Koszul nếu và chỉ khi nó là tuyến tính từng phần (xem

[11, Định lý 3.2.8]) ; và (b) iđêan phủ của đồ thị là tuyến tính từng phần khi

và chỉ khi đồ thị là Cohen-Macaulay dãy (xem [5, Định lý 2.1]). Đặc biệt, nếu

một đồ thị có thể phân tác đỉnh thì iđêan phủ của nó là Koszul.
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Mối liên hệ này đã được minh họa thêm trong một công trình gần đây của

L. X. Dung, T. T. Hien, H. D. Nguyen và T. N. Trung [3], trong đó chỉ ra rằng

đối với bất kỳ đồ thị G = (VG, EG), tất cả các lũy thừa hình thức của iđêan

phủ của G∪W (VG) là Koszul. Selvaraja [12] sau đó đã chỉ ra rằng người ta chỉ

cần thêm nhánh vào các đỉnh của một phủ đỉnh của G để có được một đồ thị

mới mà tất cả các lũy thừa hình thức của iđêan phủ là Koszul.

Trong bài báo [4], Yan Gu, Huy Tai Ha và Joseph W. Skelton đã khái quát

kết quả của Selvaraja [12] và chứng minh rằng kết luận tương tự cũng đúng sau

khi thêm nhánh vào các đỉnh của một chu trình phủ của đồ thị. Kết quả cụ thể

được phát biểu như sau.

Định lý. Cho G là một đồ thị và S là một phủ chu trình của G. Gọi H là một

đồ thị thu được bằng cách thêm ít nhất một nhánh vào mỗi đỉnh trong S và đặt

J là iđêan phủ của nó. Khi đó, J (k) là Koszul với mọi k ≥ 1.

Trên cơ sở đó chúng tôi chọn đề tài “Lũy thừa hình thức của iđêan phủ

của đồ thị và tính chất Koszul” để trình bày lại chứng minh của định lý và

các kết quả đã đề cập ở trên của Yan Gu, Huy Tai Ha và Joseph W. Skelton

trong tài liệu tham khảo chính [4]. Luận văn bao gồm phần mở đầu, nội dung

chính và các tài liệu tham khảo. Trong đó, nội dung của luận văn được chia làm

hai chương:

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị. Chương này trình bày các kiến thức cơ

sở về đồ thị, phức đơn hình, iđêan phủ và lũy thừa hình thức của một iđêan .

Chương 2. Lũy thừa hình thức của iđêan phủ của đồ thị và tính

chất Koszul. Nội dung của chương này là trình bày về Lũy thừa hình thức của

iđêan phủ của một số đồ thị đặc biệt có tính chất Koszul thông qua việc trình

bày chứng minh chi tiết một số kết quả của tài liệu tham khảo chính.

Luận văn được thực hiện tại Trường Đại học Vinh với sự hướng dẫn của TS.

Thiều Đình Phong. Tác giả xin trân trọng cảm ơn sự hướng dẫn tận tình, chu
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đáo của TS. Thiều Đình Phong cùng tất cả các Thầy giáo, Cô giáo khác trong

Chuyên ngành Đại số - Lý thuyết số của Khoa Toán - Trường Sư phạm thuộc

Trường Đại học Vinh đã nhiệt tình giảng dạy và giúp đỡ tác giả trong suốt thời

gian học tập và làm luận văn. Mặc dù đã có nhiều cố gắng song luận văn có thể

còn có một số sai sót, tác giả rất mong nhận được các ý kiến góp ý, bổ sung và

chỉnh chữa của các Thầy, Cô cùng các bạn học viên.

Nghệ An, tháng 07 năm 2022

Tác giả
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Nội dung của chương này là trình bày các khái niệm và tính chất cơ bản

được dùng trong luận văn.

1.1 Một số khái niệm cơ bản về đồ thị

1.1.1 Định nghĩa. Một đồ thị G được định nghĩa bao gồm một tập đỉnh

V (G) = {x1, x2, ..., xn} và một tập cạnh E(G) gồm các cạnh (nếu có) nối các

cặp đỉnh trong V (G).

Một đỉnh v ∈ V (G) được gọi là đỉnh cô lập nếu nó không thuộc bất cứ cạnh

nào của G, hay v không nối với bất kỳ đỉnh nào khác. Đồ thị G được gọi là có

cạnh kép nếu có 2 cạnh cùng nối một cặp đỉnh. Nếu một cạnh của G có 2 đỉnh

trùng nhau thì được gọi là một khuyên của G. Đồ thị G được gọi là đơn nếu nó

không có khuyên và cạnh kép Trong luận văn này ta chỉ xét các đồ thị đơn, hữu

hạn và ta đồng nhất các đỉnh {x1, x2, ..., xn} của G với các biến trong vành đa

thức R = K[x1, , xn].

Ta gọi việc thêm một nhánh vào một đỉnh x của G có nghĩa là việc thêm

một đỉnh y vào tập định VG và một cạnh mới {x, y} vào tập cạnh EG. Với một

tập con S ⊂ VG, ta ký hiệu G∪W (S) là đồ thị đạt được từ G bằng cách thêm

một nhánh vào mỗi đỉnh trong S.

Cho một tập con U của tập các đỉnh của G, đồ thị con cảm sinh của G trên

U , ký hiệu bởi GU , là đồ thị có tập đỉnh là U và tập cạnh là {{x, y} ∈ EG :

x, y ∈ U}.
Ta cũng viết G \ U cho đồ thị con cảm sinh của G trên tập đỉnh phần bù
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của U .

Cho một tập con F ⊂ EG của các cạnh trong G, ký hiệu G \F là đồ thị đạt

được từ G bằng cách xoá các cạnh trong F . Để đơn giản ký hiệu, ta viết G \ x
và G \ e cho G \ {x} và G \ {e}, trong đó x ∈ VG và e ∈ EG tương ứng.

Một bước trong G là một dãy luân phiên của các đỉnh và các cạnh trong G

dạng: x1, e1, x2, e2, . . . , xm, em, xm+1, trong đó ei = {xi, xi+1}. Để đơn giản hoá

và không gây nhầm lẫn, ta thường viết x1, x2, . . . , xm+1 cho một bước như trên.

Ta cũng viết xy thay cho cạnh {x, y} trong G. Một đường dẫn là một bước

x1, . . . , xm+1, trong đó các đỉnh là phân biệt ngoại trừ có khả năng x1 ≡ xm+1.

Một chu trình là một đường dẫn đóng; tức là một đường dẫn dạng x1, . . . , xm+1

với x1 ≡ xm+1. Trong trường hợp này, ta viết x1, x2, . . . , xm để ký hiệu chu

trình.

1.1.2 Ví dụ. Cho đồ thị G như Hình 1.1.

x1 x4x3

x2

Đồ thị G
x1 x4

x5

x3

x2

Đồ thị G′

Hình 1.1: Đồ thị G và G′

Khi đó ta có, việc thêm một nhánh vào đỉnh x3 của đồ thị G là đỉnh x5 và

cạnh {x3, x5} ta được đồ thị G′.

Với tập con các đỉnh U = {x1, x3, x4}, ta có đồ thị con cảm sinh GU của G

trên U là đồ thị có tập đỉnh là U và tập cạnh là {{x1, x3}; {x3, x4}}.
Dãy x1, x2, x1, x3 là một bước trong G nhưng không là đường dẫn vì lặp lại

đỉnh x1 ở giữa. Dãy x1, x2, x3, x4 là một đường dẫn, nhưng không là một chu

trình vì không có cạnh {x4, x1}. Dãy x1, x2, x3 là một chu trình.

1.1.3 Định nghĩa. Cho G là một đồ thị và W ⊆ VG là một tập con của các

đỉnh.
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1. W được gọi là một tập độc lập nếu không có cạnh nào trong G liên kết với

2 đỉnh trong W .

2. W được gọi là một phủ đỉnh của G nếu G \ W chỉ bao gồm các đỉnh cô

lập, hoặc tương đương, nếu VG \W là một tập độc lập.

3. W được gọi là một phủ chu trình của G nếu G \ W không có chu trình

nào.

1.1.4 Ví dụ. Cho đồ thị G như Hình 1.2.

Hình 1.2: Đồ thị G

Ta có: V (G) = {x1, x2, x3, x4, x5}, E(G) = {x2x3, x3x4, x4x5, x5x3}.
Khi đó, G không là đồ thị đơn do có một đỉnh cô lập là x1.

Tập W = {x1, x2, x4, x5} là một tập độc lập trong G vì không có cạnh nào

tạo bởi hai đỉnh trong W .

Đồ thị G có nhiều phủ đỉnh, ví dụ: {x3}, {x3, x4} , {x3, x5} , {x2, x4, x5}, ...
trong đó phủ đỉnh {x3} là phủ đỉnh bé nhất.

1.2 Phức đơn hình, iđêan phủ và luỹ thừa hình thức

1.2.1 Định nghĩa. Cho V là một tập đỉnh. Một phức đơn hình ∆ trên V là

một họ các tập con của V thỏa mãn tính chất: nếu F ∈ ∆ thì tất cả các tập

con F thuộc ∆. Mỗi phần tử của ∆ được gọi là một mặt, số |F | − 1 được gọi là

chiều của mặt F , ký hiệu dim(F ). Chiều của ∆, ký hiệu dim(∆), là chiều lớn
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nhất có thể có của các mặt của ∆. Mặt cực đại là mặt tối đại theo quan hệ bao

hàm trong ∆. Tập hợp các mặt cực đại của ∆ được ký hiệu bởi Facets(∆).

1.2.2 Ví dụ. Cho phức đơn hình như Hình 1.3 dưới đây

Hình 1.3: Phức đơn hình ∆

Khi đó, tập các mặt của ∆ là{
∅, {x1}, {x2}, {x3}, {x4},{x1, x2}, {x2, x3}, {x2, x4}, {x3, x4}, {x2, x3, x4}

}
.

Ta có

Facets(∆) = {{x1, x2}, {x2, x3, x4}},

do đó dim(∆) = 2.

1.2.3 Định nghĩa. Ta có mọi tập con của một tập độc lập cũng là một tập

độc lập. Do đó, họ các tập độc lập trong G tạo thành các mặt của một phức

đơn hình trên VG. Ta gọi phức đơn hình này là phức độc lập của G và ký hiệu

bởi ∆(G).

1.2.4 Ví dụ. Cho đồ thị G như Hình 1.4.

a

b
c

d

e

G
a

b

c

d

e

∆(G)

Hình 1.4: Đồ thị G và phức độc lập ∆(G).
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Khi đó các tập độc lập của G tạo thành phức độc lập ∆(G) của G trên cùng

tập đỉnh V (G) và có các mặt cực đại là các tập độc lập cực đại của G, tức là

Facets(∆(G)) = {{a, c, e}, {b, e}, {d, e}}.

1.2.5 Định nghĩa. Cho ∆ là một phức đơn hình và σ ∈ ∆ là một mặt của ∆.

Xoá σ trong ∆, ký hiệu bởi del∆(σ), là phức đơn hình đạt được bằng cách loại

bỏ σ và tất cả các mặt có chứa σ trong ∆. Cái link của σ trong ∆, ký hiệu bởi

link∆(σ), là phức đơn hình có các mặt là:

{η ∈ ∆
∣∣ η ∩ σ = ∅, η ∪ σ ∈ ∆}.

Phức đơn hình ∆ được gọi là một k-simplex nếu nó chỉ có duy nhất một mặt

cực đại gồm k + 1 đỉnh x1, x2, . . . , xk+1. Tức là mọi tập con của tập các đỉnh

đều lập thành một mặt của ∆.

1.2.6 Ví dụ. Cho phức đơn hình ∆ như Hình 1.5. Gọi σ = {b, d} là đoạn thẳng

chứa 2 đỉnh b, d của ∆. Khi đó ta có link∆ σ và del∆ σ là các phức đơn hình

được xác định như trong Hình 1.5 bởi tập các mặt cực đại lần lượt là:

Facet(del∆(σ)) = {{a, b}, {b, c}, {c, e}, {e, d}, {d, a}, {c, d}},

Facet(link∆(σ)) = {{a}, {c}}.

a

b
c

d

e

∆
a

b
c

d

e

del∆(σ)
a

c

link∆(σ)

Hình 1.5: Phức đơn hình ∆, link∆(σ) và del∆(σ).

1.2.7 Ví dụ. Một 0-simplex là phức đơn hình gồm 1 đỉnh.

Một 1-simplex là đoạn thẳng nối 2 đỉnh.
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Một 2-simplex là tam giác, tức là phức đơn hình trên 3 đỉnh có mặt cực đại

là tam giác nối 3 đỉnh

Một 3-simplex là tứ diện, tức là phức đơn hình trên 4 đỉnh, có mặt cực đại

tạo bởi 4 đỉnh...

Biểu diễn các simplex đơn giản như trong Hình 1.6.

a
0-simplex

a

b

1-simplex
a

b

c

2-simplex
a

b

c
d

3-simplex

Hình 1.6: Một số simplex đơn giản.

1.2.8 Định nghĩa. Một phức đơn hình ∆ được gọi là phân tách đỉnh được nếu

hoặc

1. ∆ là một simplex ; hoặc

2. tồn tại một đỉnh v trong ∆ sao cho

(a) tất cả các mặt cực đại của del∆(v) là mặt cực đại của ∆ (trong trường

hợp này, v được gọi là một đỉnh rơi của ∆), và

(b) cả link∆(v) và del∆(v) là phân tách đỉnh được.

1.2.9 Ví dụ. Định nghĩa của phức đơn hình phân tách đỉnh được được trình

bày bằng cách quy nạp theo số đỉnh của phúc đơn hình ∆. Phức đơn hình

del∆(v) và link∆(v) có ít hơn n đỉnh (bởi vì không chứa v), nên bằng quy nạp

khái niệm phức đơn hình phân tách đỉnh được của n đỉnh được xây dựng từ

các phức đơn hình phân tách đỉnh được với số đỉnh bé hơn. Ta minh họa điều

này bởi một ví dụ sau đây:

Cho ∆ là phức đơn hình với tập đỉnh V = {a, b, c, d, e} và các mặt cực đại

của là {a, b}, {b, c, d}, {c, d, e} như Hình 1.7. Do ∆ không rỗng và cũng không
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Hình 1.7: Phức đơn hình phân tách đỉnh được và không phân tách đỉnh được
.

phải là một simplex, để xem xét ∆ có là phân tách đỉnh không, ta cần tìm đỉnh

v thỏa mãn điều kiện (2) của Định nghĩa 1.2.8 ở trên. Xét với v = a. Ta thất

link∆(a) là b, và del∆(a) sinh bởi các mặt cực đại {b, c, d} và {c, d, e}. Ta có

link∆(a) là một simplex nên nó là phân tách đỉnh được bởi điều kiện (1) của

Định nghĩa 1.2.8. Ngoài ra, rõ ràng rằng, mọi mặt cực đại của del∆(a) cũng là

mặt cực đại của ∆. Do đó, câu hỏi duy nhất đặt ra đó là del∆(a) có là phân

tách đỉnh không.

Để kiểm tra điều này, ta đặt E = del∆(a). Do E khác rỗng và không là

simplex, cách duy nhất để nó là phân tách đỉnh đó là phải thỏa mãn điều kiện

(2). Lấy đỉnh rơi là v = b. Khi đó link∆(b) của E là cạnh {c, d} và del∆(b) trong

E là 2-simplex trên tập đỉnh {c, d, e}. Do cả hai đều là simplex, nên chúng đều

là phân tách đỉnh được bởi điều kiện (1). Bên cạnh đó, mọi mặt cực đại của

del∆(b) cũng là mặt cực đại của E. Do đó E thỏa mãn điều kiện (2) với đỉnh

rơi là b và do đó nó là phân tách đỉnh được. Vì vậy ∆ thỏa mãn điều kiện (2)

với đỉnh rơi là v = a nên ∆ là phức đơn hình phân tách đỉnh được.

Bây giờ, ta xét phức đơn hình ∆′ với tập đỉnh V ′ = {a′, b′, c′, d′, e′} và gọi

và các mặt cực đại {a′, b′, c′} và {c′, d′, e′} như Hình 1.7. Do ∆′ khác rỗng và

không là simplex nên nó không thỏa mãn điều kiện (1). Hơn nữa, ta có thể kiểm

tra rằng với mỗi đỉnh x ∈ V ′, del∆(x) có một mặt cực đại không phải là mặt

cực đại của ∆′, do đó ∆′ không thỏa mãn điều kiện (2), và do đó nó không là

phân tách đỉnh được.
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1.2.10 Định nghĩa. Một đồ thị G được gọi là phân tách đỉnh được nếu phức

đơn hình độc lập của nó ∆(G) là một phức đơn hình phân tách đỉnh được. Các

đỉnh tách của ∆(G) cũng tương ứng là các đỉnh tách của G.

Lân cận mở và lân cận đóng của một đỉnh x trong một đồ thị G được định

nghĩa lần lượt là

NG(x) := {y ∈ VG

∣∣ {x, y} ∈ EG} and NG[x] := NG(x) ∪ {x}.

Một đỉnh x trong G được gọi là đỉnh đơn hình nếu đồ thị con cảm sinh của G

trên NG[x] là một đồ thị đầy đủ.

1.2.11 Ví dụ. Cho đồ thị G như Hình 1.8.

a

d

e

c

b

G
a

b

c

d

e

∆(G)

Hình 1.8: Đồ thị G phân tách đỉnh được.

Khi đó G là đồ thị phân tách đỉnh được vì phức độc lập ∆(G) (như trong

Hình 1.8) là phân tách đỉnh được. Thật vậy, ∆(G) là phức đơn hình sinh bởi

các mặt cực đại

Facet(∆(G)) = {{a, b, c}, {c, d}, {e}}.

Phức độc lập ∆(G) có đỉnh rơi là d vì link∆(G)(d) = {c} là 0-simplex và

del∆(G)(d) sinh bởi 2 mặt cực đại {a, b, c} và {e} nên là phân tách đỉnh được

với đỉnh rơi e.

Người ta đã suy ra được từ một kết quả của Woodroofe [15, Corollary 7]

rằng các lân cận của một đỉnh đơn hình trong G là các đỉnh tách của G. Một

cách chuyển đổi trực tiếp từ tính chất hình học của phức đơn hình ∆(G) tới

tính chất tổ hợp của đồ thị G cho ta định nghĩa sau cho các đồ thị phân tách

đỉnh được.
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1.2.12 Định nghĩa. Một đồ thị G được gọi là phân tách đỉnh được nếu hoặc

G bao gồm các đỉnh cô lập hoặc có một đỉnh x trong V (G) sao cho

1. Không tập độc lập nào trong G\NG[x] là một tập độc lập tối đại trong

G\x, và

2. G\x và G\NG[x] là phân tách đỉnh được.

1.2.13 Ví dụ. Xét đồ thị G như ở Ví dụ 1.2.11 xác định như Hình 1.9.

a

d

e

c

b

G
a

e

c

b

G \ d

c

G \NG[d]

Hình 1.9: Đồ thị G phân tách đỉnh được.

Ta có G là đồ thị phân tách đỉnh được vì có đỉnh d của G thỏa mãn các điều

kiện của Định nghĩa 1.2.12. Thật vậy, ta có NG[d] = {a, b, d, e}; G \ d là đồ thị

trên tập đỉnh {a, b, c, e} với các cạnh {a, e}, {b, e}, {c, e}; G \ NG[d] là đồ thị

gồm 1 đỉnh c là đỉnh cô lập.

Rõ ràng {c} không là tập độc lập tối đại trong G \ d vì có {a, b, c} là tập

độc lập của G \ d chứa c. Nên d là đỉnh thỏa mãn điều kiện (1) của Định nghĩa

1.2.12.

Ta có G \NG[d] = {c} chỉ gồm 1 đỉnh cô lập nên là đồ thị phân tách đỉnh.

Để kiểm tra đỉnh d thỏa mãn điều kiện (2) của Định nghĩa 1.2.12, ta kiểm

tra G \ d cũng là đồ thị phân tách đỉnh. Thật vậy, chọn đỉnh e để kiểm tra. Ta

có (G \ d) \ e chỉ gồm 3 đỉnh cô lập là a, b, c nên (G \ d) \ e là phân tách đỉnh.

Ngoài ra, (G \ d) \N(G\d)(e) = ∅ là phân tách đỉnh.

1.2.14 Định nghĩa. Cho G là một đồ thị và R là vành đa thức tương ứng.

Iđêan phủ J(G) của G được định nghĩa như sau:

J(G) := ⟨xi1 · · ·xir
∣∣ {xi1, . . . , xir} là một phủ đỉnh của G⟩ ⊆ R.
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Định nghĩa của iđêan phủ cho ta một tương ứng một một giữa các đồ thị

trên n đỉnh và các iđêan đơn thức không chính phương độ cao 2 trong vành đa

thức n biến.

1.2.15 Ví dụ. Xét đồ thị G như ở Ví dụ 1.2.11 xác định như Hình 1.10.

x1

x4

x5

x3

x2

Hình 1.10: Đồ thị G

Tất cả các phủ đỉnh tối tiểu của G là {x4, x5}; {x1, x2, x3, x4}; {x1, x2, x5}.
Do đó, iđêan phủ của G là

J(G) = ⟨x4x5, x1x2x3x4, x1x2x5⟩.

1.2.16 Định nghĩa. Cho I ⊆ R là một iđêan. Với mọi k ∈ N, luỹ thừa hình

thức bậc k của I được định nghĩa bởi

I(k) :=
⋂

p∈Ass(R/I)

(InRp ∩R) ⊆ R.

Nếu iđêan I có phân tích nguyên sơ thu gọn dạng I = Q1 ∩ · · · ∩ Qm với
√
Qi = pi với mọi i, trong đó các iđêan nguyên tố tối tiếu của I là p1, . . . ps, thì

I(k) = Q
(k)
1 ∩ · · · ∩Q(k)

s .

Đặc biệt, nếu I là một iđêan đơn thức không chính phương trong vành đa thức

trên một trường, thì

I(k) =
⋂

p∈Min(I)

pk.

Cho một iđêan đơn thức không chính phương I, I(k) là một iđêan đơn thức

nhưng nói chung không phải là không chính phương.



15

1.2.17 Ví dụ. Cho R = k [x, y, z] và iđêan I = (xy, xz).

Ta có I là iđêan đơn thức không chính phương có phân tích nguyên sơ thu

gọn là I = (x) ∩ (y, z), trong đó (x), (y, z) cũng chính là các iđêan nguyên tố

tối tiểu của I. Khi đó ta có:

I(2) = (x)2 ∩ (y, z)2 =
(
x2
)
∩
(
y2, yz, z2

)
=

(
x2y2, x2yz, x2z2

)
,

I(3) = (x)3 ∩ (y, z)3 =
(
x3
)
∩
(
y3, y2z, yz2, z3

)
=

(
x3y3, x3y2z, x3yz2, x3z3

)
.

Rõ ràng I(2), I(3) không là các iđêan không chính phương.

Một phương pháp thường được sử dụng với tên gọi là phân cực hoá để đạt

được iđêan đơn thức không chính phương từ I(k) được xây dựng như sau.

1.2.18 Định nghĩa. ChoM = xa11 · · ·xann là một đơn thức trongR = K[x1, . . . , xn].

Ta định nghĩa iđêan đơn thức không chính phương P (M) (cái phân cực hoá của

M) là

P (M) = x11 · · ·x1a1x21 · · ·x2a2 · · ·xn1 · · ·xnan
trong vành đa thức S = K[xij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ai]. Nếu I = (M1, . . . ,Mq)

là một iđêan đơn thức trong R, thì phân cực hoá của I, ký hiệu bởi Ipol, được

định nghĩa là Ipol = (P (M1), . . . , P (Mq)) trong một vành đa thức thích hợp.

1.2.19 Ví dụ. Cho I là một iđêan đơn thức trong vành đa thứcR = K [x1, x2, x3]

xác định bởi

I = ⟨M1,M2,M3⟩ = ⟨x1x22, x21x2x3, x1x33⟩.

Phân cực hóa của các đơn thức sinh của I là

P (M1) = x11x21x22

P (M2) = x11x12x21x31

P (M3) = x11x31x32x33.

Đặt y1 = x11, y2 = x12, y3 = x21, y4 = x22, y5 = x31, y6 = x32, y7 = x33. Khi đó,

phân cực hóa của I trong vành đa thức S = K[y1, y2, . . . , y7] là

Ipol = ⟨y1y3y4, y1y2y3y5, y1y5y6y7⟩,
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là một iđêan đơn thức không chính phương.

Phân cực hoá là một công cụ rất hữu hiệu và được đề cập nhiều trong luận

văn này, đặc biệt là từ các bổ đề sau.

1.2.20 Bổ đề. Cho J là một iđêan đơn thức sao cho Jpol là iđêan phủ của đồ

thị G. Nếu G là phân tách đỉnh được thì J là Koszul.

1.2.21 Bổ đề ([12, Lemma 3.4]). Cho G là một đồ thị và giả sử rằng {z1, . . . , zm} ⊆
VG. Đặt Ψ0 = G,

Ψi = Ψi−1 \ zi and Ωi = Ψi−1 \NΨi−1
[zi] for 1 ≤ i ≤ m.

Giả sử rằng,

(a) zi là một đỉnh tách của Ψi−1 cho tất cả 1 ≤ i ≤ m,

(b) Ωi là phân tách đỉnh được cho tất cả 1 ≤ i ≤ m, và

(c) Ψm là một phân tách đỉnh được.

Khi đó, G là phân tách đỉnh được.
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CHƯƠNG 2

LŨY THỪA HÌNH THỨC CỦA IĐÊAN PHỦ CỦA ĐỒ THỊ VÀ

TÍNH CHẤT KOSZUL

2.1 Lũy thừa hình thức của iđêan phủ của đồ thị với

tính chất Koszul

Trong mục này, ta trình bày chứng minh kết quả trong tài liệu tham khảo

chính tại Định lý 2.1.10 rằng khi thêm các nhánh vào một phủ chu trình của

một đồ thị ta được một đồ thị mới với tính chất đặc biệt là tất cả luỹ thừa hình

thức của iđêan phủ của nó là Koszul.

Trước hết, ta trình bày các cách xây dựng sau được dùng để phân cực hoá

các luỹ thừa hình thức của iđêan phủ của một đồ thị thành các iđêan phủ của

đồ thị mới đạt được bằng cách gấp đôi đỉnh và cạnh của đồ thị cho trước.

2.1.1 Định nghĩa (Nhân đôi các đỉnh). Cho G là một đồ thị trên tập đỉnh

VG = {x1, . . . , xn} và cho k ≥ 1 là một số nguyên. Ta xây dựng một đồ thị mới

Gk có tập đỉnh và tập cạnh cho bởi như sau:

VGk
= {xi,p | 1 ≤ i ≤ n và 1 ≤ p ≤ k}, và

EGk
=

{
{xi,p, xj,q} | {xi, xj} ∈ E(G) và p+ q ≤ k + 1

}
.

Trong xây dựng như tại 2.1.1, ta gọi các xi,p là cái bóng của xi. Ta suy ra từ

[13, Lemma 3.4] rằng phân cực của J(G)(k) chính là iđêan phủ của Gk.

2.1.2 Định nghĩa (Nhân đôi các cạnh). Cho G là một đồ thị đơn với tập đỉnh

VG = {x1, . . . , xn} và tập cạnh EG = {e1, . . . , em}.
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Hình 2.1: Xây dựng Gk và G(k1, . . . , km)
.

1. Cho r ∈ Z≥0 và xét cạnh tuỳ ý e = {xi, xj} trong G. Đặt

V (e(r)) = {xk,p
∣∣ k ∈ {i, j} và 1 ≤ p ≤ r}, và

E(e(r)) = {{xi,p, xj,q}
∣∣ p+ q ≤ r + 1}.

2. Cho một thứ tự (k1, . . . , km) ∈ Zm
≥0, xây dựng một đồ thị mớiG(k1, . . . , km)

có tập đỉnh và tập cạnh được cho bởi:

VG(k1,...,km) =
m⋃
i=1

V (ei(ki)), và

EG(k1,...,km) =
m⋃
i=1

E(ei(ki)).

Trong xây dựng như tại 2.1.2, ta gọi các xi,p là cái bóng của xi và các cạnh

trong E(ei(ki)) là cái bóng của ei. Ta thấy rằng Gk = G(k, . . . , k︸ ︷︷ ︸
m lần

). Đặc biệt,

với mọi k ≥ 1, ta có (
J(G)(k)

)pol
= J(G(k, . . . , k︸ ︷︷ ︸

m lần

)). (2.1)
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2.1.3 Ví dụ. Cho đồ thị G = C4 với tập cạnh ei = {xi, xi+1} với i = 1, 2, 3 và

e4 = {x1, x4}. Khi đó đồ thị như mô tả trong Hình 2.1 thể hiện sự khác nhau

trong các cách xây dựng ở 2.1.1 và 2.1.2.

Một vài bổ đề tiếp theo là sự phù hợp của các mệnh đề tương tự cho đồ thị

trùng lặp đỉnh Gk từ [12] thành đồ thị trùng lặp cạnh G(k1, ,̇km).

2.1.4 Bổ đề (So sánh với [12, Lemma 3.2]). Cho H là một đồ thị trên tập đỉnh

VH = {x1, ..., xn} với m − 1 cạnh e1, . . . , em−1. Cho G = H ∪ W (x1) và đặt

em = {x1, y1} là nhánh mới tại x1 trong G. Cho G(k1, ..., km) được xây dựng

như trong Định nghĩa 2.1.2, với bộ (k1, . . . , km) ∈ Nm nào đó. Cho {x1,p, y1,q}
là các cái bóng của {x1, y1}, với p+ q ≤ km + 1. Khi đó, với mọi i = 1, ..., km,

x1,i là một đỉnh tách của G(k1, ..., km)\{x1,1, ..., x1,i−1}.

Chứng minh. Bởi xây dựng như trên, với mọi i = 1, . . . , km ta có

NG(k1,...,km)\{x1,1,...,x1,i−1}(y1,km−(i−1)) = {x1,j | j+km−(i−1) ≤ km+1} = {x1,i}.

Điều này suy ra rằng y1,km−(i−1) là một đỉnh đơn hình củaG(k1, ..., km)\{x1,1, ..., x1,i−1}.
Suy ra từ [15, Corollary 7] rằng x1,i là một đỉnh tách củaG(k1, ..., km)\{x1,1, ..., x1,i−1}.

2.1.5 Bổ đề (Đối sánh với [12, Lemma 3.3]). Cho G là một đồ thị với m

cạnh và cho G(k1, . . . , km) được xây dựng như trong Định nghĩa 2.1.2, với bộ

(k1, . . . , km) ∈ Nm nào đó. Cho xi là một đỉnh trong G và giả sử rằng xi là

thuộc với một cạnh et, với 1 ≤ t ≤ m.

1. Nếu kt ≤ k thì

G(k1, ..., km)\{xi,1, .., xi,k} ≃ (G\et)(k′1, ..., k′t−1, 0, k
′
t+1, ..., k

′
m)∪{các đỉnh cô lập}.

2. Nếu kt > k thì

G(k1, ..., km)\{xi,1, ..., xi,k} ≃ G(k′1, ..., k
′
t−1, kt−k, k′t+1, ..., k

′
m)∪{các đỉnh cô lập}.

Ở đây, k′i ≤ ki với mọi i = 1, . . . ,m, và k′l = max{0, kl − k} cho mọi cạnh

el liên thuộc với xi.



20

Chứng minh. Lưu ý rằng cái xoá của {xi,1, . . . , xi,k} từ G(k1, . . . , km) chỉ ảnh

hưởng tới việc lặp các cạnh liên thuộc tới xi và các cái bóng của các đỉnh của

chúng. Xét một cạnh như thế el = {xi, xj}.
Nếu kl ≤ k thì việc loại bỏ {xi,1, . . . , xi,k} từ G(k1, . . . , km) cũng có nghĩa

là loại bỏ tất cả các cái bóng của xi như được giới thiệu trong quá trình nhân

đôi cạnh el ở trên (bởi một nhân tử kl). Do đó, không có cái nhân đôi của el

còn tồn tại trong G(k1, . . . , km) \ {xi,1, . . . , xi,k}. Đặc biệt, khi kt ≤ k, loại bỏ

{xi,1, . . . , xi,k} từ G(k1, . . . , km) cho ta một cái nhân đôi của đồ thị G \ et. Hơn
nữa, cái xoá của {xi,1, . . . , xi,k} từ G(k1, . . . , km) cũng đưa ra các cái bóng xj,q

của xj, nếu q > ku với mọi cạnh eu liên thuộc với xj, là các đỉnh cô lập trong

G(k1, . . . , km) \ {xi,1, . . . , xi,k}.
Mặt khác, nếu kl > k thì loại bỏ {xi,1, . . . , xi,k} từ G(k1, . . . , km) có cùng

ảnh hưởng như việc nhân đôi el bởi một nhân tử k′l = kl − k thay cho kl, sau

khi đánh lại nhãn xi,k+1, . . . , xi,kl thành xi,1, . . . , xi,kl−k, và có thể thêm một số

cái bóng cô lập của xj (các cái bóng là xj,q nếu q > ku với mọi cạnh eu liên

thuộc tới xj). Đặc biệt, mệnh đề lúc kt > k được chứng minh.

Như là một hệ quả trực tiếp của Bổ đề 2.1.5, ta có hệ quả sau.

2.1.6 Hệ quả. Cho G là một đồ thị với m cạnh e1, . . . , em. Cho xi là một đỉnh

trong G.

1. Nếu kl ≤ k cho mọi cạnh el liên thuộc với xi thì

G(k1, ..., km)\{xi,1, ..., xi,k} ≃ (G\xi)(k′1, ..., k′m) ∪ {các đỉnh cô lập},

trong đó k′i ≤ ki với mọi i.

2. G(k1, ..., km)\NG(k1,...,km)[xi,1] ≃ (G\NG[x1])(k
′
1, ..., k

′
m) ∪ {xi,2, ..., xi,kα}

trong đó α = max{kl
∣∣ el liên thuộc với xi}.

Chứng minh. (1) Suy ra từ Bổ đề 2.1.5 rằng việc loại bỏ {xi,1, . . . , xi,k} từ

G(k1, . . . , km) sẽ xoá tất cả các cái bóng của xi được giới thiệu trong quá trình
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nhân đôi el với mọi cạnh el liên thuộc với xi. Đặc biệt, tất cả cái bóng của các

cạnh như el đều được xoá. Mệnh đề được suy ra ngay lập tức.

(2) Nhận thấy rằng, NG(k1,...,km)[xi,1] bao gồm xi,1 cùng với {xj,1, . . . , xj,kl},
đối với tất cả các cạnh el = {xi, xj} liên thuộc với xi. Mệnh đề suy ra bằng việc

áp dụng chứng minh của Bổ đề 2.1.5 một cách lặp lại.

Định lý sau cho ta một phát biểu tổng quát hơn kết quả trong Định lý 2.1.10.

Cho G là đồ thị và S là phủ chu trình cho trước của G. Ta nói rằng một bộ

các số không âm (k1, . . . , km), trong đó m là số các cạnh trọng G∪W (S), thoả

mãn điều kiện (⋆) nếu với mọi đỉnh x ∈ S, số cái bong của các rẽ nhánh tại x

trong đồ thị (G∪W (S))(k1, . . . , km) là lớn hơn hoặc bằng cái của các cạnh tới

x trong G. Tức là, nếu ki biểu diễn số các cái bóng của nhánh tại x và kj là

số các cái bóng của các cạnh khác liên thuộc tới x trong G, từ Định nghĩa trên

về xây dựng (G∪W (S))(k1, . . . , km), thì ki ≥ kj. Một tình huống đặc biệt cần

quan tâm khi điều kiện này đúng, đó là khi k1 = · · · = km.

2.1.7 Định lí. Cho G là một đồ thị và cho S là một phủ chu trình của G. Với

mọi bộ các số nguyên không âm (k1, . . . , km), trong đó m là số các cạnh trong

G∪W (S), thoả mãn điều kiện (⋆), đồ thị (G∪W (S))(k1, . . . , km) là phân tách

đỉnh được.

Chứng minh. Ta sử dụng quy nạp trên số c(G) của các chu trình trong G. Nếu

c(G) = 0 thì G là một rừng và kết luận được suy ra từ [8, Theorem 3.3]. Giả

sử rằng c(G) ≥ 1. Đặt G′ = G ∪W (S) và H = G′(k1, . . . , km).

Ta áp dụng Bổ đề 1.2.21 để chứng minh rằng H là phân tách đỉnh. Không

mất tính tổng quát, ta có thể giả sử rằng x1 ∈ S và x1 thuộc một chu trình

trong G. Đặt zi = x1,i, với i = 1, . . . , k. Cho Ψ0 = H, Ψi = Ψi−1 \ zi và

Ωi = Ψi−1 \NΨi−1
[zi], với i = 1, . . . , k.

Từ Bổ đề 2.1.4, ta suy ra rằng zi là một đỉnh tách của Ψi−1. Bằng việc đánh

số lại, nếu cần thiết, chúng ta có thể giả sử rằng e1, . . . , eγ, với γ ≤ ℓ, là các

cạnh của các chu trình trong G liên thuộc tới x1 và nhánh tại x1. Bằng việc áp
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dụng Bổ đề 2.1.5 một cách lặp lại, ta có

Ψk = H\{z1, . . . , zk} ∼= (G′\{e1, . . . , eγ})(k′1, ..., k′m) ∪ {các đỉnh cô lập},

trong đó k′l ≤ kl với mọi l = 1, . . . ,m. Nhận thấy rằng

G′ \ {e1, . . . , eγ} = (G \ {e1, . . . , eγ}) ∪ {một đỉnh cô lập} ∪W (S \ x1)

và rõ ràng rằng c(G\{e1, . . . , eγ}) < c(G). Do đó, bởi giả thiết quy nạp, Ψk là

phân tách đỉnh được.

Sử dụng Bổ đề 1.2.21, ta chỉ cần chỉ ra rằng Ωi là phân tách đỉnh được cho

tất cả i = 1, . . . , k. Cụ thể, từ NH(zj) ⊂ NH(zi) với i ≤ j, ta có

Ωi = H\({z1, ..., zi−1} ∪NH [zi])

= (G′\x1)(k′′1 , ..., k′′m) ∪ {zi+1, .., zk, các đỉnh cô lập khác},

trong đó k′′l ≤ kl với mọi l = 1, . . . ,m. Hơn nữa,

G′ \ x1 = (G \ x1) ∪ {một đỉnh cô lập} ∪W (S \ x1)

và rõ ràng c(G\x1) < c(G). Do đó, bởi giả thiết quy nạp, Ωi là phân tách đỉnh

được với mọi i = 1, . . . , k. Ta có điều phải chứng minh.

Như là một hệ quả của Định lý 2.1.7, ta đạt được một kết quả tổng quát

hơn của [8, Theorem 4.3].

2.1.8 Hệ quả. Cho G là một đồ thị chứa chu trình duy nhất trên m cạnh, với

chu trình duy nhất C = (x1, . . . , xℓ−1) và ít nhất một nhánh nối với C. Giả

sử rằng EC = {e1, . . . , eℓ−1}, trong đó ej = {xj, xj+1} với j = 1, . . . , ℓ − 2 và

eℓ−1 = {xℓ−1, x1}, và một nhánh nối với C là eℓ = {x1, xℓ}. Khi đó, với mọi bộ

các số nguyên không âm (k1, . . . , km) sao cho kℓ ≥ ki, với mọi 1 ≤ i ≤ m, đồ

thị G(k1, . . . , km) là phân tách đỉnh được.

Chứng minh. Ta thấy rằng S = {x1} là một phủ chu trình của G. Điều phải

chứng minh được suy ra trực tiếp từ Định lý 2.1.7.
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x3,1

x2,1

x1,1

x4,1

x5,1

x2,2

x4,2

x1,2

x2,3

x4,3

x1,3

Hình 2.2: (G ∪W (S))(3, 1, 1, 3, 1) không là phân tách đỉnh được.

2.1.9 Ví dụ. Điều kiện (⋆) trên bộ số (k1, . . . , km) trong Định lý 2.1.7 và Hệ

quả 2.1.8 có thể được nới lỏng nhưng không bị loại bỏ hoàn toàn. Xét G = C4.

Khi đó G∪W (x1) có một nhánh tại x1 và thoả mãn điều kiện phủ chu trình của

Định lý 2.1.7. Tuy nhiên, với ei = {xi, xi+1} với i = 1, 2, 3, e4 = {x1, x4}, và
e5 = {x1, x5} chúng ta có thể dễ dàng kiểm chứng rằng (G∪W (x1))(3, 1, 1, 3, 1),

như được mô tả trong Hình 2.2, không là phân tách đỉnh được. Điều này là

bởi vị x1,1 là đỉnh tách duy nhất trong (G ∪ W (x1))(3, 1, 1, 3, 1), và (G ∪
W (x1))(3, 1, 1, 3, 1)\x1,1 không chứa đỉnh tách nào.

2.1.10 Định lí. Cho G là một đồ thị và cho S là một phủ chu trình của G.

Cho H là một đồ thị đạt được bởi việc thêm ít nhất một nhánh tại mỗi đỉnh

trong S và cho J là iđêan phủ của nó. Khi đó, J (k) là Koszul với mọi k ≥ 1.

Chứng minh. Lưu ý rằng một phủ chu trình của G vẫn là một phủ chu trình

sau khi thêm các nhánh vào các đỉnh trong G. Do đó, ta chỉ cần chứng minh

định lý cho trường hợp H = G∪W (S). Cho m là số các cạnh của H. Bởi Định

lý 2.1.7, với mọi k ≥ 1, Hk = H(k, . . . , k︸ ︷︷ ︸
m lần

) là phân tách đỉnh được. Điều này

cùng với (2.1) và Bổ đề 1.2.20, suy ra J (k) là Koszul với mọi k ≥ 1.

Định lý 2.1.10 có thể không nhất thiết đúng nếu S không là phủ chu trình

của G. Trong ví dụ sau đây, đồ thị xác định tại Hình 2.3 cho ta một ví dụ như

thế.
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2.1.11 Ví dụ. Điều kiện S là một phủ chu trình của G là cần thiết trong Định

lý 2.1.10. Cho G là đồ thị "cá" (một chu trình 4 đỉnh và một chu trình 3 đỉnh

gắn một đỉnh) như trong Hình 2.3. Cho S = {x5}. Khi đó S không là một phủ

chu trình của G. Bằng tính toán, người ta chỉ ra được rằng (G∪W (S))2 không

là phân tách đỉnh được; tức là J(G ∪ W (S))(2) không là Koszul. Lưu ý rằng

G ∪W (S) là phân tách đỉnh được trong trường hợp này.

x3

x2

x1

x4

x5

x6

x7

Hình 2.3: (G ∪W (S))2 không là phân tách đỉnh được khi S không là một phủ chu trình.

2.2 Thêm nhánh vào một đồ thị và Đồ thị sao đầy đủ

Một nhánh có thể xem như là một đồ thị đầy đủ trên 2 đỉnh. Mục này trình

bày một số kết quả trong tài liệu tham khảo chính về đồ thị sao đầy đủ và việc

thêm nhánh vào một đồ thị.

2.2.1 Định nghĩa. Cho G và H là các đồ thị trên tập đỉnh V = {x1, . . . , xn},
và cho e = {xi, xj} là một cạnh chung của G và H. Ta xây dựng phép dán của

G và H dọc theo e, ký hiệu bởi G ∨e H, như sau. Cho H ′ là một ảnh đẳng cấu

của G trên tập đỉnh V ′ = {y1, . . . , yn}. Khi đó, G ∨e H dạt được từ hợp rời

G ·∪H ′ bằng việc đồng nhất xi với yi và xj với yj, một cách tương ứng.
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x5

x4

x3

x1

x2

x1

x3

x4

x2

(a) Đồ thị G và H.

x5

x4

x3 x2

x1

y3

y4

(b) G ∨{x1,x2} H.

Hình 2.4: Dán G và H dọc theo cạnh e = {x1, x2}.

2.2.2 Ví dụ. Cho G và H là các đồ thị được mô tả như trong Hình 2.4a và

cho e = {x1, x2}. Hình 2.4b minh họa cho việc dán G với H dọc theo cạnh e.

Nhắc lại rằng, một cạnh của đồ thị G được gọi là một lá nếu một đỉnh cuối

của nó có bậc 1. Nếu e = {x, y} là một lá của G, trong đó degG(y) = 1, thì ta

gọi y là một đỉnh lá của G.

2.2.3 Định lí. Cho G và H là các đồ thị trên cùng một tập đỉnh với các

tập cạnh là {e, e2, . . . , er} và {e, e′2, . . . , e′s}, trong đó e = {xu, xv} là một lá

chung của G và H (với xv là đỉnh lá). Giả sử rằng với (ℓ, k2, . . . , kr) ∈ Zr
≥0

và (ℓ, h2, . . . , hs) ∈ Zs
≥0, trong đó ℓ ≥ ki và ℓ ≥ hj với mọi i và j, cái bóng

{xu,1, . . . , xu,ℓ} của xu trong G(ℓ, k2, . . . , kr) và H(ℓ, h2, . . . , hs) thỏa mãn các

điều kiện của Bổ đề 1.2.21. Khi đó, cái bóng {xu,1, . . . , xu,ℓ} của xu trong (G∨e

H)(ℓ, k2, . . . , kr, h2, . . . , hs) cũng thỏa mãn các điều kiện của Bổ đề 1.2.21. Đặc

biệt, (G ∨e H)(ℓ, k2, . . . , kr, h2, . . . , hs) là phân tách đỉnh.

Chứng minh. Tương ứng với Bổ đề 1.2.21, khẳng định sau được suy ra từ. Để

chứng minh mệnh đề đầu, cho K = G ∨e H và A = {xu,1, . . . , xu,ℓ}. Đặt

Ψ0 = K(ℓ, k2, . . . , kr, h2, . . . , hs),Ψ
′
0 = G(ℓ, k2, . . . , kr) và Ψ′′

0 = H(ℓ, h2, . . . , hs).
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Hơn nữa, với 1 ≤ i ≤ ℓ, đặt

Ψi = Ψi−1 \ xu,i, Ωi = Ψi−1 \NΨi−1
[xu,i],

Ψ′
i = Ψ′

i−1 \ xu,i, Ω′
i = Ψ′

i−1 \NΨ′
i−1
[xu,i],

Ψ′′
i = Ψ′′

i−1 \ xu,i, Ω′′
i = Ψ′′

i−1 \NΨ′′
i−1
[xu,i].

Lưu ý rằng, từ ℓ ≥ ki và ℓ ≥ hj với mọi i và j, bởi Hệ quả 2.1.6 ta có Ψℓ =

Ψ′
ℓ ·∪Ψ′′

ℓ . Do đó, Ψℓ là phân tách đỉnh được bởi giả thiết. Hơn nữa, từ N•(xu,p) ⊆
N•(xu,q) với mọi p ≥ q, trong đó N• có thể là NK(ℓ,k2,...,kr,h2,...,hs), NG(ℓ,k2,...,kr)

hoặc= NH(ℓ,h2,...,hs), ta suy ra rằng với mọi 1 ≤ i ≤ ℓ, ta có

Ωi = Ω′
i ·∪ Ω′′

i ∪ {đỉnh cô lập}.

Điều này, bởi giả thiết quy nạp, suy ra rằng Ωi, với 1 ≤ i ≤ ℓ, là phân tách

đỉnh được.

Còn lại, ta cần phải chứng minh rằng xu,i là một đỉnh rơi của Ψi−1 với mọi

1 ≤ i ≤ ℓ. Thật vậy, xét tập độc lập tùy ý T trong Ωi = Ψi−1 \ NΨi−1
[xu,i],

và đặt U = T ∩ Ω′
i và W = T ∩ Ω′′

i . Như nhật xét ở trên, Ωi = Ω′
i ·∪ Ω′′

i , và

cho nên U và W là các tập độc lập trong Ω′
i và Ω′′

i , một cách tương ứng. Bởi

giả thiết, xu,i là một đỉnh rơi của Ψ′
i−1. Đặt biệt, U không là tập độc lập tối

đại trong Ψ′
i = Ψ′

i−1 \ xu,i. Suy ra có một tập độc lập U ′ trong Ψ′
i chứa thực

sự U . Đặt T ′ = U ′ ∪ W . Khi đó, T ′ chứa thực sự T . Ta có thể thấy rằng, từ

N•(xu,j) ⊆ N•(xu,i) với tất cả j ≥ i, không đỉnh nào của Ω′′
i = Ψ′′

i−1\NΨ′′
i−1
[xu,i]

liên kết với mọi đỉnh trong Ψ′
i. Do đó, T ′ là một tập độc lập của Ψi. Do đó, xu,i

là một đỉnh rơi của Ψi−1. Định lý được chứng minh.

2.2.4 Định nghĩa (Xem [12]). Một đồ thị sao đầy đủ là một đồ thị đạt được

bằng việc gắn các đồ thị đầy đủ tại cùng một đỉnh. Một đồ thị sao đầy đủ được

gọi là thuần túy nếu tất cả các clique tối đại chứa ít nhất 3 đỉnh (tức là, nó

không có các nhánh); ngược lại thì đồ thị sao đầy đủ được gọi là không thuần

túy.

2.2.5 Ví dụ. Hình 2.5 biểu diễn ví dụ về đồ thị sao đầy đủ thuần túy và không

thuần túy. Đồ thị trong Hình 2.5a là đầy đủ như ta thấy tất cả các clique tối
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đại có nhiều hơn 3 đỉnh. Mặt khác, đồ thị trong Hình 2.5b có hai nhánh đính

vào đỉnh x.

x

(a) Đồ thị sao đầy đủ thuần túy.

x

(b) Đồ thị sao đầy đủ không thuần túy.

Hình 2.5: Các đồ thị sao đầy đủ thuần túy và không thuần túy.

2.2.6 Định lí. Cho G là một đồ thị và cho S là một phủ chu trình của G. Giả

sử H là đồ thị đạt được bằng việc gắn một đồ thị sao không đầy đủ vào mỗi đỉnh

trong S. Khi đó, với tất cả k ≥ 1, đồ thị Hk = H(k, . . . , k) là phân tách đỉnh

được. Đặc biệt, J(H)(k) là Koszul với mọi k ≥ 1.

Chứng minh. Khẳng định thứ hai suy ra từ khẳng định đầu tiến kết hợp với

Bổ đề 1.2.20 và (2.1). Ta cần chứng minh Hk là phân tách đỉnh được với mọi

k ≥ 1.

Với mỗi đỉnh x ∈ S, ký hiệu K(x) là đồ thị sao đầy đủ được gắn với x trong

xây dựng H, xóa tất cả các nhánh tại x. Đặt S ′ = {x ∈ S
∣∣ K(x) ̸= ∅}. Cho G′

là đồ thị đạt được từ G bằng cách thêm các nhánh tại các đỉnh trong S trong

xây dựng của H. Nói cách khác, G′ đạt được từ H bằng việc loại bỏ K(x) với

x ∈ S ′. Rõ ràng, H = G′ ∪ (
⋃

x∈S′ K(x)).

Bởi Định lý 2.1.7, G′
k là phân tách đỉnh được. Bằng quy nạp trên |S ′|, để

chứng minh Hk là phân tách đỉnh được, ta chỉ cần xét trường hợp |S ′| = 1.

Trong trường hợp này, gọi z là đỉnh trong S ′ và e là một nhánh tại z trong G′.

Đặt K = K(z) ∪ {e}. Khi đó, H = G′ ∨e K.

Nhận thấy rằng, bởi chứng minh của [12, Trường hợp 1 của Định lý 3.7], các

cái bóng của z trong Kk thỏa mãn các điều kiện của Bổ đề 1.2.21. Mặt khác,

bởi chứng minh của Định lý 2.1.7, các cái bóng của z trong (G′)k thỏa mãn các
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điều kiện của Bổ đề 1.2.21. Do đó, kết luận của định lý suy ra từ Định lý 2.2.3

bằng việc dán G′ và K dọc theo cạnh e.

x

Hình 2.6: Thêm các đồ thị sao đầy đủ vào một phủ chu trình.

2.2.7 Ví dụ. Điều kiện các đồ thị sao đầy đủ không thuần túy được gắn vào

các đỉnh của một phủ chu trình trong Định lý 2.2.6 không thể bỏ đi được. Xét

một 4-chu trình C4 và một trong các đỉnh của nó, giả sử là x. Rõ ràng rằng,

S = {x} là một phủ chu trình của C4. Gọi G là đồ thị đạt được bằng cách

thêm một tam giác gắn vào x: xem Hình 2.6. Khi đó, G là đồ thị "cá" như mô

tả trong Hình 2.3. Tính toán chỉ ra rằng G2 là không phân tác đỉnh được.
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KẾT LUẬN

Trên cơ sở trình bày lại một số kết quả trong tài liệu tham khảo chính [4],

luận văn đã hoàn thành được các nội dung sau:

1. Trình bày các khái niệm, tính chất về đồ thị, iđêan phủ của đồ thị cùng

với một số ví dụ minh họa.

2. Trình bày khái niệm về lũy thừa hình thức của iđêan cạnh của đồ thị.

3. Trình bày một số chứng minh về tính chất Koszul của lũy thừa hình thức

của iđêan phủ của đồ thị.

4. Trình bày khái niệm và một số ví dụ về đồ thị sao đầy đủ, đồ thị phân tách

đỉnh được và một số tính chất liên quan việc thêm nhánh vào các đỉnh của

đồ thị.
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TÀI LIỆU THAM KHẢO

Danh mục tài liệu tham khảo của luận văn gồm các tài liệu sau, trong đó tài

liệu chính là [4]
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