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MỞ ĐẦU

Gọi S = K[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn] là vành đa thức 2n biến trên một trường

K và G một đồ thị đơn trên tập đỉnh [n] với tập cạnh E(G). Iđêan cạnh nhị

thức của G được tạo ra bởi tập hợp định thức con cấp 2 ứng với chỉ số các cạnh

của G từ ma trận các biến

X =

(
x1 x2 · · · xn
y1 y2 · · · yn

)
được lập chỉ mục bởi các cạnh của G. Nói cách khác,

JG = (xiyj − xjyi : i < j và {i, j} ∈ E(G)).

Trong thập kỷ gần đây, một số tính chất của các iđêan cạnh nhị thức đã

được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu. Trong [11], các tác giả đã chỉ ra

rằng, đối với mọi đồ thị G, iđêan JG là một iđêan căn và các iđêan nguyên tố

tối thiểu được đặc trưng bởi tính chất tổ hợp của đồ thị. Nhiều nhà toán học

đã nghiên cứu tính chất Cohen-Macaulay của các iđêan cạnh nhị thức; và đạt

được một số kết quả đáng kể, đặc biệt là về giải tự do của các iđêan cạnh nhị

thức.

Các tính chất và ứng dụng của lũy thừa hình thức là một chủ đề nghiên cứu

trong đại số giao hoán trong hơn 40 năm qua. Luỹ thừa hình thức và luỹ thừa

thông thường nói chung không trùng khớp với nhau. Tuy nhiên, có những lớp

của các iđêan thuần nhất trong vành đa thức mà các lũy thừa hình thức và

lũy thừa thông thường trùng nhau. Ví dụ: nếu I là cạnh iđêan của đồ thị, thì
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Ik = I(k) với tất cả k ≥ 1 nếu và chỉ khi đồ thị là đồ thị hai phần. Tổng quát hơn,

iđêan mặt cực đại I(∆) của một phức đơn hình ∆ có tính chất I(∆)k = I(∆)(k)

cho tất cả k ≥ 1 (tương đương, I(∆) là xoắn tự do chuẩn tắc) nếu và chỉ nếu

∆ là một phức Mengerian; xem [10, Phần 10.3.4]. Iđêan của các định thức con

cực đại của một ma trận chung có cùng một tính chất, đó là, các lũy thừa hình

thức và luỹ thừa thông thường của chúng là trùng nhau [6].

Cho đến nay, phép so sánh giữa lũy thừa hình thức và lũy thừa thông thường

đối với các iđêan cạnh nhị thức mới chỉ được xem xét trong [12]. Trong Phần

4 của bài báo này, Ohtani đã chứng minh rằng nếu G là một đồ thị đa phần

hoàn chỉnh thì Jk
G = J

(k)
G với mọi số nguyên k ≥ 1.

Trong bài báo [8], các tác giả Viviana Ene và Jurgen Herzög đã chứng minh

rằng, đối với mọi iđêan cạnh nhị thức có cơ sở Gröbner bình phương thì lũy

thừa hình thức và lũy thừa thông thường của JG trùng nhau. Chứng minh dựa

trên việc chuyển đẳng thức cho lũy thừa hình thức và lũy thừa thông thường

từ iđêan khởi đầu sang iđêan chính nó.

Trên cơ sở đó chúng tôi chọn đề tài “Lũy thừa hình thức của iđêan cạnh

nhị thức” để trình bày lại chứng minh của định lý và các kết quả đã đề cập ở

trên của Viviana Ene và Jurgen Herzög trong tài liệu tham khảo chính [8].

Luận văn bao gồm phần mở đầu, nội dung chính và các tài liệu tham khảo.

Trong đó, nội dung của luận văn được chia làm hai chương:

Chương 1. Kiến thức chuẩn bị. Chương này trình bày các kiến thức cơ

sở về đồ thị, iđêan khởi đầu, iđêan cạnh nhị thức...

Chương 2. Lũy thừa hình thức của iđêan cạnh nhị thức Nội dung

của chương này là trình bày về Lũy thừa hình thức của iđean cạnh nhị thức

trên cơ sở trình bày chứng minh chi tiết một số kết quả của tài liệu tham khảo

chính.
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1 Một số khái niệm về đồ thị

Nội dung của mục này là trình bày một số khái niệm và tính chất cơ bản

của đồ thị.

1.1.1 Định nghĩa. Ta gọi G là một đồ thị nếu G có một tập đỉnh V = V (G)

và một tập cạnh E = E(G) nối các cặp đỉnh (nếu có), kí hiệu G = (V,E).

1. Một đỉnh v của đồ thị G được gọi là đỉnh cô lập nếu v không thuộc bất cứ

cạnh nào của G.

2. Một cạnh có 2 đỉnh trùng nhau của đồ thị G được gọi là một khuyên của

đồ thị G.

3. Hai cạnh có cùng chung cặp đỉnh của một đồ thị G được gọi cạnh kép của

đồ thị G.

4. Đồ thị G không có cạnh kép và không có khuyên được gọi là đồ thị đơn.

1.1.2 Ví dụ. Cho các đồ thị G1, G2, G3 như trong Hình 1.1. Khi đó G1, G3

không có đỉnh cô lập, tuy nhiên đồ thị G2 có đỉnh cô lập là đỉnh a vì nó không

thuộc bất cứ cạnh nào của G2. Đồ thị G3 có hai khuyên tại đỉnh h; đồ thị G2 có

cạnh kép là bc, bd. Do đó, ta có đồ thị G1 là đồ thị đơn trong khi đồ thị G2, G3

không phải là đồ thị đơn.
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Hình 1.1: Đồ thị G1, G2, G3.

1.1.3 Định nghĩa. Đồ thị H được gọi là đồ thị con của G nếu V (H) ⊆ V (G)

và E(H) ⊆ E(G).

Đồ thị H được gọi là đồ thị con cảm sinh của G trên tập đỉnh V (H) nếu H

là đồ thị con của G và u, v là một cạnh của H khi và chỉ khi {u, v} cũng là một

cạnh của G.

1.1.4 Ví dụ. Cho đồ thị G = (V,E) xác định như trong Hình 1.2. Khi đó G

là một đồ thị đơn. Xét W = {a, b, c, d} ⊂ V là một tập con các đỉnh. Tập hợp

các cạnh của đồ thị G chỉ chứa các đỉnh trong W là EW = {ab, bc, ad, bd}. Khi

đó GW = (W,EW ) chính là đồ thị con cảm sinh của G trên W .

Hình 1.2: Đồ thị G

1.1.5 Định nghĩa. Cho G là một đồ thị với tập đỉnh V (G) = {x1, x2, . . . , xn}.

Một đường đi trong G là một dãy các đỉnh xi1, xi2, . . . , xik trong G sao cho

xij , xij+1
, với 1 ≤ j ≤ k − 1, là một cạnh của G.
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Đồ thị G được gọi là liên thông nếu giữa mọi cặp đỉnh phân biệt của G luôn

tồn tại một đường đi chứa chúng. Ngược lại, nếu tồn tại một cặp đỉnh phân biệt

của G mà không có đường đi chứa chúng thì G được gọi là không liên thông.

Một thành phần liên thông của đồ thị G là một đồ thị con liên thông tối đại

của G, tức là không được chứa thực sự trong một đồ thị con liên thông khác

của G. Đồ thị liên thông khi và chỉ khi nó chỉ có một thành phần liên thông.

1.1.6 Ví dụ. Cho G là đồ thị trong Hình 1.3. Khi đó đồ thị G không liên thông

vì không có đường đi giữa mọi cặp đỉnh phân biệt. Cụ thể ở đây là đỉnh cô lập

của G. Đồ thị G bao gồm 3 thành phần liên thông. Đỉnh cô lập của G cũng là

một thành phần liên thông.

Hình 1.3: Đồ thị có 3 thành phần liên thông.

1.2 Iđêan khởi đầu và cơ sở Gröbner

Cho R = K[x1, . . . , xn] vành đa thức trên trường K. Tập hợp tất cả các đơn

thức thuộc R được ký hiệu Mon(R).

1.2.1 Định nghĩa. Một thứ tự toàn phần trên tập Mon(R) được gọi là một

thứ tự đơn thức < trên R nếu thỏa mãn các tính chất.

1. 1 < u với mọi u ̸= 1, u ∈ Mon(R);
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2. Nếu u, v ∈ Mon(R) và u < v, thì với mọi w ∈ Mon(R) ta có uw < vw.

Một thứ tự đơn thức trên vành đa thức được sử dụng thường xuyên đó là

thứ tự từ điển. Thứ tự từ điển <lex trên R cảm sinh bởi thứ tự tự nhiên của các

biến x1 > x2 > . . . . > xn được định nghĩa như sau: Với u = xi1.xi2 . . . xik , v =

xj1.xj2 . . . xjk trong đó i1, i2, . . . , ik, j1, j2 . . . jk ∈ [n] , ta có u <lex v ⇔ xi1 < xj1

hoặc ∃ 1 ≤ t ≤ k − 1 sao cho xi1 = xj1, . . . , xit = xjt và xit+1
< xjt+1

.

Thứ tự đơn thức được xét trong luận văn này thứ tự đơn thức cảm sinh bởi

thứ tự tự nhiên x1 > x2 > . . . > xn của các biến.

1.2.2 Định nghĩa. Cho < là một thứ tự đơn thức trên R và 0 ̸= f ∈ R. Đơn

thức khởi đầu của f ứng với <, ký hiệu bởi in< (f), là đơn thức lớn nhất theo

thứ tự < giữa tất cả các đơn thức thuộc vào Supp(f) (tập các đơn thức với hệ

số khác 0 xuất hiện trong đa thức f)

Tức là với f = a1u1 + a2u2 + . . . . + amum; ai ̸= 0, ui ̸= uj là các đơn thức

phân biệt. Ta có

in<(f) = max {ui|ui ∈ Supp(f)} = max {ui|i = 1, . . . ,m} .

Ta có thể kiểm tra trực tiếp được bổ đề sau.

1.2.3 Bổ đề. Cho các đa thức 0 ̸= fg ∈ R và đơn thức u ∈ Mon (R). Ta có:

1. in< (uf) = u in< (f).

2. in< (fg) = in< (f) in< (g).

1.2.4 Định nghĩa. Cho I ⊆ R là iđêan thuần nhất. Ta định nghĩa iđêan khởi

đầu của I, ký hiệu bởi in< (I), là iđêan đơn thức trong R sinh bởi tất cả các

đơn thức khởi đầu in< (f) của các đa thức 0 ̸= f ∈ I. Tức là

in< (I) = ⟨in< (f) |f ∈ I⟩.
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Do I là thuần nhất nên ta cũng có:

in< (J) = ⟨in< (f) |f ∈ J và f là thuần nhất⟩.

1.2.5 Mệnh đề. Cho <,<
′
là các thứ tự đơn thức trên R và I, I

′ ⊂ R là các

iđêan thuần nhất. Khi đó ta có:

1. Nếu in< (I) ⊆ in<′ (I) thì in< (I) = in<′ (I).

2. Nếu I ⊆ I
′
và in< (I) = in<

(
I

′)
thì I = I

′
.

1.2.6 Định nghĩa. Cho iđêan 0 ̸= I ⊂ R. Một cơ sở Gröbner của I ứng với

thứ tự đơn thức < là một tập hữu hạn các phần tử g1, g2, . . . , gs ∈ I sao cho

iđêan khởi đầu in< (J) của I sinh bởi in< (g1) , . . . ., in< (gs), tức là

in< (I) = ⟨in< (g1) , in< (g2) , . . . , in< (gs)⟩.

1.2.7 Ví dụ. Cho vành đa thức R = K[x1, x2, x3] và iđêan

I = ⟨x1x2 + x23, x1x3 + x2x3⟩.

Khi đó với < là thứ tự từ điển trên R ta có

in< (I) = ⟨x1x2, x1x3⟩.

Do đó hệ sinh {x1x2 + x23, x1x3 + x2x3} cũng là một cơ sở Gröbner của I.

1.2.8 Định nghĩa. Cho R là một vành đa thức và I là một iđêan thuần nhất

trong R. Một cơ sở Gröbner G = {g1, . . . , gs} của iđêan I được gọi là bình

phương nếu với mọi i, hệ số của in< (gi) trong G là 1 và gi là các đa thức thuần

nhất bậc 2.
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1.3 Lũy thừa hình thức của iđêan

Cho I ⊂ R là một iđêan trong vành Noether R, và ký hiệu Min(I) là tập

các iđêan nguyên tố tối tiểu của I. Cho số nguyên k ≥ 1, luỹ thừa hình thức

bậc k của I, ký hiệu là I(k), được định nghĩa như sau:

I(k) =
⋂

p∈Min(I)

(IkRp ∩R) =
⋂

p∈Min(I)

ker(R → (R/Ik)p)

= {a ∈ R : với mọi p ∈ Min(I), tồn tại wp ̸∈ p với wpa ∈ Ik}

= {a ∈ R : tồn tại w ̸∈
⋃

p∈Min(I)

p với wa ∈ Ik}.

Bởi định nghĩa của luỹ thừa hình thức, ta có Ik ⊆ I(k) for k ≥ 1. Luỹ thừa

hình thức nói chung là khác với luỹ thừa thông thường của một iđêan. Tuy

nhiên nếu I là một iđêan giao đầy đủ hoặc là iđêan định thức sinh bởi các định

thức con tối đại của một ma trận tổng quát thì người ta đã chứng minh được

rằng Ik = I(k) với k ≥ 1; xem [6].

Cho I = Q1∩· · ·∩Qm là một phân tích nguyên sơ thu gọn của I với
√
Qi = pi

với mọi i. Nếu các iđêan nguyên tố tối tiếu của I là p1, . . . ps, thì

I(k) = Q
(k)
1 ∩ · · · ∩Q(k)

s .

Đặc biệt, nếu I ⊂ R = K[x1, . . . , xn] là một iđêan đơn thức không chính

phương trong vành đa thức trên trường K, thì

I(k) =
⋂

p∈Min(I)

pk.

1.3.1 Ví dụ. Cho R = K [x, y, z] là vành đa thức 3 biến trên trường K. Xét

I = (x3, y2, xyz) là một iđêan của R. Ta có một phân tích nguyên sơ của I

dạng

I =
(
x, y2

)
∩
(
x3, y

)
∩
(
x3, y2, z

)



11

Phân tích này không là phân tích nguyên sơ thu gọn vì
√
x, y2 =

√
x3, y.

Một phân tích nguyên sơ khác của I dạng

I =
(
xy, x3, y2

)
∩
(
x3, y2, z

)
là một phân tích nguyên sơ thu gọn của I vì√

(xy, x3, y2) = (x, y) ̸=
√
x3, y2, z = (x, y, z).

1.3.2 Ví dụ. Cho R = K [x, y] và iđêan I = (xy, z). Ta có một phân tích

nguyên sơ của I là I = (x, z) ∩ (y, z). Do I là iđêan đơn thức không chính

phương nên ta có

I(2) = (x, z)2 ∩ (y, z)2 = (x2, xz, z2) ∩ (y2, yz, z2) = (x2y2, xyz, z2) = I2.

1.3.3 Định nghĩa. Một iđêan I ⊂ R được gọi là xoắn tự do chuẩn tắc nếu

Ass(Ik) ⊂ Ass(I),∀k.

1.3.4 Mệnh đề. Cho I ⊂ S là một iđêan đơn thức không chính phương. Khi

đó các điều kiện sau tương đương:

(a) I là xoắn tự do chuẩn tắc;

(b) I(k) = Ik,∀k.

Nếu các điều kiện tương đương được thỏa mãn, thì I là một iđêan chuẩn tắc.

1.3.5 Ví dụ. Chứng tỏ rằng iđêan I = (xy, xz, yz) ⊂ K[x, y, z], không phải

xoắn tự do chuẩn tắc mà là chuẩn tắc.

Trước hết I có biểu diễn thu gọn là I = (x, y) ∩ (x, z) ∩ (y, z). Khi đó ta có

Min(I) = {(x, y), (x, z), (y, z)}. Từ I(k) =
⋂

P∈Min(I)
P k, ta cần chứng tỏ:

(a) Ass(Ik) ⊊ Ass(I) và
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(b) I(k) ̸= Ik, với một vài k nào đó.

Do Min(I) = {(x, y), (x, z), (y, z)}, ta có Ass(I) = {(x, y), (x, z), (y, z)}, mặt

khác từ

I2 = (x2y2, x2yz, xy2z, x2z2, xyz2, y2z2).

Ta có phân tích nguyên sơ của I2 là

I2 = (x2, xy, y2) ∩ (y2, yz, z2) ∩ (x2, xz, z2) ∩ (x2, y2, z2).

Từ đó

Ass(I2) = {(x, y), (x, z), (y, z), (x, y, z)} ≠ Ass(I).

Vậy (a) được chứng minh.

Ngoài ra:

Với k = 2 : Ta có I2 = (x2y2, x2yz, xy2z, x2z2, xyz2, y2z2), trong khi đó

I(2) = (x2, xy, y2) ∩ (x2, xz, z2) ∩ (y2, yz, z2) = (x2y2, x2z2, xyz, y2z2).

Vì vậy I(2) ̸= I2.

Do đó theo mệnh đề trên ta có I không là iđêan xoắn tự do chuẩn tắc.

Tiếp theo, ta trình bày khai triển nhị thức của các luỹ thừa hình thức. Cho

I ⊂ R và J ⊂ R′ là hai iđêan thuần nhất trong vành đa thức R,R′ của các tập

biến phân biệt trên cùng trường K. Ta viết I, J cho các mở rộng của hai iđêan

này trong R⊗K R′. Khi đó, người ta chứng minh được khai triển nhị thức như

sau.

1.3.6 Định lí. [9, Theorem 3.4] Với các định nghĩa và ký hiệu như trên, ta có,

(I + J)(n) =
∑
i+j=n

I(i)J (j).

Hơn nữa, ta có tiêu chuẩn sau cho sự bằng nhau giữa luỹ thừa hình thức và

luỹ thừa thông thường của một iđêan .
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1.3.7 Hệ quả. [9, Corollary 3.5] Với các khái niệm và ký hiệu ở trên, giả sử

rằng I t ̸= I t+1 và J t ̸= J t+1 với t ≤ n− 1. Khi đó (I + J)(n) = (I + J)n nếu và

chỉ nếu I(t) = I t và J (t) = J t cho mọi t ≤ n.
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CHƯƠNG 2

LŨY THỪA HÌNH THỨC CỦA IĐÊAN CẠNH NHỊ THỨC

2.1 Iđêan cạnh nhị thức

2.1.1 Định nghĩa. Cho G là một đồ thị đơn trên tập các đỉnh [n] với tập cạnh

E(G) và cho S là một vành đa thức K[x1, . . . , xn, y1, . . . , yn] của 2n biến trên

trường K. Iđêan cạnh nhị thức JG ⊂ S của G được định nghĩa là iđêan

JG = (fij : i < j, {i, j} ∈ E(G)),

trong đó fij = xiyj − xjyi với 1 ≤ i < j ≤ n. Lưu ý rằng fij chính xác là các

định thức tối đại của ma trận chung cấp 2× n có dạng

X =

(
x1 x2 · · · xn
y1 y2 · · · yn

)
.

Chúng ta thường sử dụng khái niệm [i, j] cho các ma trận con cấp 2 của X xác

định bởi các cột i và j.

2.1.2 Ví dụ. Cho đồ thị G như hình vẽ.

Hình 2.1: Đồ thị G.

Khi đó, iđêan cạnh nhị thức của G là

JG = (x1y2−x2y1, x1y3−x3y1, x2y3−x3y2, x2y4−x4y2, x3y4−x4y3, x4y5−x5y4).
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Xét vành đa thức S cùng với thứ tự từ điển cảm sinh bởi thứ tự tự nhiên

của các biến và in<(JG) ký hiệu là iđêan khởi đầu của JG ứng với thứ tự đơn

thức này. Bởi [11, Corollary 2.2], JG là một iđêan căn. Các iđêan nguyên tố tối

tiểu của nó có thể đặc trưng bởi tính chất tổ hợp của đồ thị G. Ta có khái niệm

sau:

Cho S ⊂ [n] là một tập con (có thể là tập rỗng) của [n], và cho G1, . . . , Gc(S)

là các thành phần liên thông của G[n]\S trong đó G[n]\S là đồ thị con cảm sinh

của G trên tập các đỉnh [n] \ S. Với 1 ≤ i ≤ c(S), ký hiệu G̃i là đồ thị đầy đủ

trên tập các đỉnh V (Gi). Cho

PS(G) = ({xi, yi}i∈S) + JG̃1
+ · · ·+ JG̃c(S)

.

Khi đó PS(G) là một iđêan nguyên tố. Do các luỹ thừa hình thức của một

iđêan của các định thức con tối đại của một ma trận chung trùng với luỹ thừa

thông thường của iđêan đó, và bởi Hệ quả 1.3.7, ta có

PS(G)(k) = PS(G)k for k ≥ 1. (2.1)

Bởi [11, Theorem 3.2], JG =
⋂

S⊂[n] PS(G). Đặc biệt, các iđêan nguyên tố tối

tiểu của JG là iđêan nguyên tố tối tiểu của PS(G) với S ⊂ [n]. Mệnh đề sau

đặc trưng các tập S trong đó iđêan nguyên tố PS(G) là tối tiểu.

2.1.3 Mệnh đề. [11, Corollary 3.9] PS(G) là một iđêan nguyên tố tối tiểu

của JG nếu và chỉ nếu hoặc S = ∅ hoặc S là khác rỗng và với mỗi i ∈ S,

c(S \ {i}) < c(S).

Trong thuật ngữ tổ hợp, đối với một đồ thị liên thông G, PS(G) là một iđêan

nguyên tố tối thiểu của JG nếu và chỉ nếu S rỗng hoặc S không rỗng và là một

tập điểm cắt của G, tức là i là điểm cắt của đồ thị thu hẹp G([n]\S)∪{i} với mỗi

i ∈ S.Gọi C(G) là tập hợp tất cả các tập hợp S ⊂ [n] sao cho PS(G) ∈ Min(JG).
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Bởi [4, Theorem 3.1] và [4, Corollary 2.12], ta có

in<(JG) =
⋂

S∈C(G)

in< PS(G). (2.2)

Khi nghiên cứu luỹ thừa hình thức của các iđêan cạnh nhị thức, ta thường chỉ

cần xem xét các đồ thị liên thông. Cho G = G1 ∪ · · · ∪Gc trong đó G1, . . . , Gc

là các thành phần liên thông của G và JG ⊂ S là iđêan cạnh nhị thức của G.

Khi đó ta có thể viết

JG = JG1
+ · · ·+ JGc

trong đó JGi
⊂ Si = K[xj, yj : j ∈ V (Gi)] với 1 ≤ i ≤ c. Trong đẳng thức tên,

ta sử dụng khái niệm JGi
cho mở rộng của JGi

trong S.

2.1.4 Mệnh đề. Với các định nghĩa và ký hiệu ở trên, ta có Jk
G = J

(k)
G với mọi

k ≥ 1 nếu và chỉ nếu Jk
Gi

= J
(k)
Gi

với mọi k ≥ 1.

Chứng minh. Được suy ra trực tiếp từ Hệ quả 1.3.7.

2.2 Lũy thừa hình thức của iđêan cạnh nhị thức

Trong mục này, chúng ta tìm hiểu việc chuyển sự bằng nhau giữa luỹ thừa

hình thức và luỹ thừa thông thường từ iđêan khởi đầu sang iđêan chính nó.

Cho R = K[x1, . . . , xn] là vành đa thức trên trường K và I ⊂ R là một

iđêan thuần nhất. Ta giả sử rằng tồn tại một thứ tự đơn thức < trên R sao

cho in<(I) là một iđêan đơn thức không chính phương. Đặc biệt, ta có I là một

iđêan căn. Ký hiệu Min(I) = {p1, . . . , ps}. Khi đó I =
⋂s

i=1 pi.

2.2.1 Bổ đề. Với các khái niệm và ký hiệu ở trên, ta giả sử rằng các điều kiện

sau được thoả mãn:

(i) in<(I) =
⋂s

i=1 in<(pi);
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(ii) Với mỗi số nguyên t ≥ 1 ta có:

(a) p
(t)
i = pti for 1 ≤ i ≤ s;

(b) in<(p
t
i) = (in<(pi))

t for 1 ≤ i ≤ s;

(c) (in<(I))
(t) = (in<(I))

t.

Khi đó I(t) = I t.

Chứng minh. Với giả thiết như trên, ta có:

in<(I
t) ⊇ (in<(I))

t = (in<(I))
(t) =

s⋂
i=1

(in<(pi))
(t)

⊇
s⋂

i=1

(in<(pi))
t =

s⋂
i=1

in<(p
t
i)

⊇ in<(
s⋂

i=1

pti) = in<(
s⋂

i=1

p
(t)
i ) = in<(I

(t))

⊇ in<(I
t).

Do đó, suy ra rằng in<(I
(t)) = in<(I

t). Từ I t ⊆ I(t), ta có I t = I(t).

Ta tìm hiểu vấn đề khi nào chúng ta có thể sử dụng bổ đề trên để nghiên

cứu luỹ thừa hình thức của iđêan cạnh nhị thức. Lưu ý rằng, bởi (2.2), điều

kiện đầu tiên trong Bổ đề 2.2.1 sẽ đúng với mọi iđêan cạnh nhị thức JG. Thêm

nữa, như ta thấy từ (2.1), điều kiện (a) trong Bổ đề 2.2.1 là đúng với mọi iđêan

nguyên tố PS(G) và mọi số nguyên t ≥ 1.

2.2.2 Bổ đề. Cho S ⊂ [n]. Khi đó ta có

in<(PS(G)t) = (in<(PS(G)))t,

với mọi t ≥ 1.
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Chứng minh. Để rút ngắn khái niệm, ta viết P thay cho PS(G), c thay cho

c(S), và Ji thay cho JG̃i
với 1 ≤ i ≤ c.

ChoR(P ), tương ứngR(in<(P )) là các đại số Rees của P, tương ứng in<(P ).

Khi đó, từ các tập của các biến {xj, yj : j ∈ V (G̃i)} là đôi một phân biệt, ta có

R(P ) = R(({xi, yi}i∈S))⊗K (⊗c
i=1R(Ji)). (2.3)

Mặt khác, từ

in<(P ) = ({xi, yi}i∈S) + in<(J1) + · · ·+ in<(Jc),

và thực tế là J1, . . . , Jc là các iđêan của tập các biến phân biệt từ {xi, yi}i∈S
(xem [11]), ta đạt được

R(in< P ) = R(({xi, yi}i∈S))⊗K (⊗c
i=1R(in< Ji)) (2.4)

= R(({xi, yi}i∈S))⊗K (⊗c
i=1 in<R(Ji)).

Cho đẳng thức cuối, ta đã sử dụng đẳng thức in<(J
t
i ) = (in< Ji)

t, với mọi t ≥ 1,

là một trường hợp đặc biệt của [3, Theorem 2.1] và đẳng thức R(in< Ji) =

in<R(Ji) dựa vào [5, Theorem 2.7]. Lưu ý rằng R(P ) và in<(R(P )) có cùng

hàm Hilbert. Mặt khác, các đẳng thức (2.3) và (2.4) chỉ ra rằng R(P ) và

R(in< P ) có cùng hàm Hilbert từ R(Ji) và in<R(Ji) có cùng hàm Hilbert

với mọi 1 ≤ i ≤ s. Do đó, R(in< P ) và in<R(P ) có cùng hàm Hilbert. Từ

R(in< P ) ⊆ in<(R(P )), ta có R(in< P ) = in<(R(P )), điều này suy ra bởi [5,

Theorem 2.7] rằng in<(P
t) = (in< P )t với mọi t.

2.2.3 Định lí. Cho G là một đồ thị liên thông trên tập đỉnh [n]. Nếu in<(JG)

là một iđêan xoắn tự do chuẩn tắc, thì J
(k)
G = Jk

G với k ≥ 1.

Chứng minh. Chứng minh định lý là một hệ quả của Bổ đề 2.2.2 kết hợp với

các kết quả (2.2) và (2.1).
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Có các iđêan cạnh nhị thức sao cho iđêan khởi đầu của chúng ứng với thứ tự

từ điển là xoắn tự do chuẩn tắc. Ví dụ, các iđêan cạnh nhị thức với cơ sở Gröbner

bình phương sẽ có iđêan khởi đầu là xoắn tự do chuẩn tắc. Chúng được đặc

trưng trong [11, Theorem 1.1] và tương ứng với các đồ thị đóng. Trong đó, một

đồ thị G được gọi là đóng nếu tồn tại một cách đánh số các đỉnh của nó sao cho

với mọi cạnh {i, k} với i < k và với mọi i < j < k, ta có {i, j}, {j, k} ∈ E(G).

Nếu G là đóng ứng với cách đánh số của nó, thì ứng với thứ tự từ điển <

trên S cảm sinh bởi thứ tự tự nhiên của các biến, iđêan khởi đầu của JG là

in<(JG) = (xiyj : i < j and {i, j} ∈ E(G)). Điều này suy ra rằng in<(JG) là

một iđêan cạnh của một đồ thị hai phần, do đó nó là xoắn tự do chuẩn tắc. Do

đó ta có như sau.

2.2.4 Hệ quả. Cho G là một đồ thị đóng trên tập các đỉnh [n]. Khi đó J
(k)
G = Jk

G

với k ≥ 1.

Cho C4 là một chu trình 4 đỉnh với các cạnh {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 4}. Giả

sử < là thứ tự từ điển trên K[x1, . . . , x4, y1, . . . , y4] cảm sinh bởi x1 > x2 >

x3 > x4 > y1 > y2 > y3 > y4. Ứng với thứ tự đơn thức này, ta có

in<(JC4
) = (x1x4y3, x1y2, x1y4, x2y1y4, x2y3, x3y4).

Cho ∆ là một phức đơn hình có iđêan mặt tối đạt là I(∆) = in<(JC4
). Khi

đó ∆ không có chu trình lẻ cụ thể nào, do đó, bởi [10, Theorem 10.3.16], suy ra

rằng I(∆) là xoắn tự do chuẩn tắc. Lưu ý rằng chu trình 4 đỉnh là một đồ thị

hai phần đầy đủ, do đó đẳng thức Jk
C4

= J
(k)
C4

với mọi k ≥ 1 được suy ra từ [12].

2.2.5 Chú ý. Từ kết quả này, người ta mong muốn rằng các iđêan khởi đầu

của iđêan cạnh nhị thức của các chu trình là xoắn tự do chuẩn tắc. Tuy

nhiên, điều này không đúng. Cụ thể, cho C5 là chu trình 5 đỉnh với các cạnh

{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {1, 5} và I = in<(JC5
) là iđêan khởi đầu của JC5
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ứng với thứ tự từ điển trên K[x1 . . . , x5, y1, . . . , y5]. Bằng cách sử dụng Phần

mềm Singular [7], người ta đã kiểm tra được rằng I2 ⊊ I(2). Thực tế, đơn

thức x21x4x5y3y5 ∈ I2 là một đơn thức sinh tối tiểu của I2. Mặt khác, đơn thức

x1x4x5y3y5 ∈ I(2), do đó I2 ̸= I(2), và I là không xoắn chuẩn tắc. Mặt khác,

cũng bằng cách sử dụng Phần mềm Singular, người ta đã kiểm tra được rằng

J2
C5

= J
(2)
C5

.
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