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L.OI CAM ON

Tac gid bay t6 long kinh trong va tri an sau sac t6i TS Nguyén Hitu Quang -
thay gido huéng dan khoa hoc - da danh nhiéu thoi gian va cong stc dé lua
chon tai liéu tham khao va dat ra dé tai ciing nhu gitap dé cho chiing toi hoan
thanh nhiém vu nghién citu ctua luan van.

Tac gia cling dugce xin giii 10i cdm on tran trong dén cac nha gido, nha khoa
hoc thuoc Chuyén nganh Dai s6 va Ly thuyét s6, Khoa Toan hoc, Trudng Su
pham - Truong Dai hoc Vinh da nhiét tinh gidng day va tao moi diéu kién
thuan lgi cho ching t6i hoan thanh chuong trinh hoc tap va nghién cttu.

Xin gti 16i cdm on chan thanh t6i Ban gidm hiéu Truong THPT Ngoé Si
Lién da hd trg nhiéu vé thoi gian, tinh than va vat chat cho ching toi dé hoan
thanh nhiém vu hoc tap sau dai hoc.

Du da hét sitc c6 ging doc, hiéu, suy nghi va nghién ngdm song viéc trinh
bay mot cach chi tiét nhiing noi dung chuyén sau thudc vé linh vyc Iy thuyét
s6 mot cach chiit ché sé chic chdn khong tranh khoi nhitng thiéu sot.

Tac gid rat mong nhan ducc su gop ¥, chi bao ciia cic thay co gido va cla
cac ban hoc vién 16p sau dai hoc nganh toan dé ching t6i thu dugc mot ban

luan van hoan thién hon.

Nghé An, thing 6 nam 2022

Tac gia

Dang Thi Van



MG DAU

1. Ly do chon dé tai

Xét bai toan sau: Tim diéu kién can va du dé hé sau vo nghiém

(P) f(z)=2TAz +2a"x 4+ ay =0
g(z) =2 Bz +2b"z+ by =0,

trong d6 f(x), g(x) la cac da thitc bac hai.

Chi ¥ rang néu thay hai phuong trinh ctia hé trén bang cac bat phuong
trinh f(z) > 0,¢g(z) < 0 thi bai toan dugc gidi quyét ndm 1971. Néu thay
mot trong hai phuong trinh trén bang mot bat phuong trinh thi gan day bai
toan mdi duge gidi quyét mot cach triet dé (nam 2016).

Céac cau hoi dang trén thu hut duge kha nhiéu nha toan hoc tham gia giai
quyét, cac két qua quan trong vé cau hdéi trén dugc Finsler dua ra va chiing
minh vdo nam 1937, Polyak 1998, Beck 2006, Xia Yong 2016. Diéu thi vi 1
cho dén nay bai toan (P), trén van 14 mot cau hoi md.

Trong cac bai toan dang trén chiing t6i thdy mot trudng hop kha tha vi
d6 1a mac du he {f(x) = 0,g(z) < 0} vo6 nghiém, nhung c¢6 mot day {z,}
trong {z € R" : g(x) < 0} dé 7}1_)1{.10 f(z,) = 0. Ching toi goi hé nay c¢6 "tiém
can nghiém tai vo han". B&i tinh tha vi clia van dé nay, ching toi chon dé

tai:

Hé phuong trinh bac hai tiém can nghiém tai vo han



lam dé tai cho luan van ctia minh.

2. Muc dich nghién ctu
e Tim hiéu khai niém, tinh chit v ting dung ctia Phan bt Schur.
e Tim hiéu cac két qua lien quan dén ma tran bat chi va SD.

e Xac dinh diéu kién can va di dé hé hai phuong trinh da thic bac hai

nhiéu bién c6 nghiém tai vo han.

3. Nhiém vu nghién ctu
Doc va trinh bay lai mot s6 két qua nghién citu trong bai béo tiéng Anh
lien quan dén cac phuong trinh bac hai thong qua ma tran but chi clia cac

tac gia: Yong Hsia, Gang-Xuan Lin va Ruey-Lin Sheu.
4. D6i tugng va pham vi nghién citu
o Cac két qua lien quan dén ma tran bat chi va SD .
e Hé tiém can nghiém tai vo han.
5. Phuong phap nghién citu

e Tham khao bai bao [9] cua cac tac gid Yong Hsia, Gang-Xuan Lin va

Ruey-Lin Sheu va tim hiéu 6 bai bao khac.

e Khai thac cac két qua lién quan dén ma tran but chi dé giai quyét bai
toan (P).
e St dung tinh chit cia Phan bu Schur.
6. Noi dung chinh va két qua méi ctia luan vin
Ngoai phan md dau, két luan vd danh muc tai lieu tham khéo, luan vin

nay gom co6 hai chuong.



Chuong 1 trinh bay kién thitc chuan bi c6 lién quan dén noi dung chinh
nhu: Phan tich suy bién (SV D), Ma tran giad nghich dado, Ma tran nita xac
dinh duong va cac tinh chat lien quan, chéo héa mot cadch dong thoi hai ma
tran, Ham bac hai nhiéu bién.

Chuong 2 Hé tiém can nghiém tai vo han.

Chi tiét héa va lam r6 hon nhiéu noi dung ma trong chitng minh téc gia

khong trinh bay trong bai bao [9] .



Chuong 1

Kién thitc chuan bi

1.1 Phan tich suy bién (SVD)
Dinh 1i 1.1.1. Mot ma tran A,,x, bat ky déu cé thé phan tich thanh dang:
Amxn — Umxmzmxn (ann)T . (11)

Trong dé, U,V la cic ma tran truc giao, X la ma tran duong chéo (co thé
khong vuéng) vdi cic phan ti trén duong chéo oy > 09 > -+ >0, >0=0=

-+ =0 wvar la hang cua ma tran A.

Nhan xét 1.1.2. Luu § rang mic du 2 khong phai ma tran vuong, ta van
c6 thé coi n6 1a ma tran chéo néu cic thanh phan khac khong ciia n6 chi nim
& vi tri duong chéo, tic tai cac vi tri c6 chi s6 hang va chi sé cot 14 nhu nhau.

S6 luong cac phan tit khic 0 trong X chinh 1a rank cia ma tran A.

Cht ¥ ring cach biéu dién khong 14 duy nhat vi ta chi can doi dau
cua cd U va V thi van thoa man. Tuy vay, ngusi ta van thuong dung
‘the SVD’ thay vi ’a SVD’.

Hinh 1 mo6 ta SVD ctia ma tran A,,., trong hai truong hgp: m < n va

m > n. Trudng hop m = n c6 thé xép vao mot trong hai trusng hop trén.
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Anxn = |[Umxm|X FDDE‘_‘ Ymxn| X
VT

nxn

(m < n)
= X [ x|V,
Amxn Umxm E‘:
Ymxn (m >n)
Hinh 1.1:

Tam b qua chiéu clia méi ma tran, tit (1.1 ta cé:

AAT = usvT (UsvT) = usvTvsTuT = ussTuT = ussTu
(1.2)
DAau bing cudi ciing xay ra vi VIV = I do V 1a mot ma tran triyc giao.

Quan sat thay ring X7 1a mot ma tran duong chéo véi cac phan tit trén
duong chéo 1a 0,03, . . ..

Vay chinh 13 chéo héa ctiia AAT. Thém nita, 07,03, ... chinh 1a cac
gia tri rieng cta AAT.

Ma tran AAT luon 13 ma tran nia xac dinh duong nén cac gia tri riéng
ctia n6 1a khong am. Cac o0; 13 can bac hai clia cac tri rieng cia AAT con
dugc goi la cac gia tri ky di cia A. Cai tén Singular Value Decomposition
xuat phat tu day.

Ciing theo d6, méi cot ctia U chinh 1a mét vector rieng ctia AAT. Ta goi
moi cot nay la left-singular vectors ciua A.

Tuong ty nhu thé, ATA = VETSVT va cac cot ctia V' con dude goi 1a cac
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right-singular vectors cta A.

3 2 2
Vi du 1.1.3. Cho M = ,taco M = U-X- VI trong dé
2 3 =2
(1 1 2]

1 1 V2 3v2 3

U=1|v2 V2| w— > 00 V=| L1 _L 2

1 L 030] V2o o3v2 3

V2 V2 0 22 1

3 3

1.2 Ma tran gia nghich dao

Dinh nghia 1.2.1. V6i A € M (m, n), ma tran gid nghich ddo Moore-Penrose
(sau day viét gon 1a gid nghich d&o) ciia A dugc dinh nghia 1a ma tran
AT € M(n,m) théa man ca bon tinh chat sau:

1. AATA = A;

2. ATAAT = AT,

3. (AAT)T = AAT,

4 (ATA)T — AT A.

111
Viduy 1.2.2. Chomatran A= | 1 1 2 |, déthdy rang det(A) = 0 (khong
2 23

ton tai ma tran nghich ddo ctia A), tuy nhién gia nghich ddo ctia A 1a

5 —4 1

1
AT = 6 5 —4 1
-6 6 0

Dinh Ii 1.2.3. Vi moéi ma tran A c¢é duy nhat AT théa man 4 diéu kién cia

Dinh nghia .



Ménh dé 1.2.4. - Néu A kha nghich, thi ma tran nghich ddo va gid nghich
ddo la mot, tic AT = A~
- Gid nghich ddo cia ma tran khong la chuyén vi cia nd.

- Gid nghich ddo cia gid nghich ddo chinh la ma tran ban dau: (A1) = A.
Dinh 1y sau day cho ta moét cach tinh ma tran gia nghich dao.

Dinh 1i 1.2.5. - Néu ¥ = diag (oy,...,0,,0,...,0), trong d6 o1 > -+ >
o, > 0 thi
ST =diag (o7,...,0,1,0,...,0).

yYr

- Néu phan tich suy bién cia A la USVT thi AT =V3+tU7T,

111
Vidul1l.26.ChoA= |11 2|, tacé A* =VEHtUT, trong d6
2 92 3
[ 0.333781 —0.745156 —0.57735 | 1/5.07613 0 0
U= 0478433 0.66164 —0.57735 |; XF = 0 1/0.48255 0
| 0.812214 —0.0835153  0.57735 0 0 0

[ 0.480019 —0.519212 —0.707107 |
V = | 0.480019 —0.519212 0.707107
| 0.734277  0.67885 0

1.3 Ma tran nta xac dinh duong va cac tinh
chat lién quan
+ Ma tran déi xing A € S™ dugce goi 1a xac dinh duong néu

eTAx > 0,Vz € R", z # 0. (1.3)

9
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+ Ma tran doi xing A € S™ dugce goi 1a nia xac dinh duong néu

oT Az > 0,Vr € R". (1.4)

+ A la ma tran xac dinh duong ki higu A > 0.

+ A la ma tran nia xac dinh duong ki hieu A > 0.

Tinh chat:

A 13 ma tran déi xtng, khi d6 cac ménh dé sau tuong duong

- A 1a ma tran ntta xac dinh duong (xac dinh duong).

- céc gia tri rieng cia A khong am (déu duong).

-Ton tai ma tran B sao cho A = BT B ( Ton tai ma tran vuong khong suy
bién B sao cho A = BTB).

* Cho A > 0 khi do

A

~0<C—-BTA'B>0. (1.5)
BT C

1.4 Chéo héa mot cach dong thsi hai ma tran

Dinh nghia 1.4.1. Hai ma tran vuong cung cap A, B dudc goi 1a chéo hoa
duge mot cdch dong thoi, ky hiéu 1a SD (Simultaneous Diagonalization), néu
ton tai ma tran khong suy bién P sao cho PTAP va PTBP la cac ma tran

duong chéo.

10



(100000 ) (120030)
040000 251000
Vi du 1.4.2. Cho A := 0090000, 017000
000000 000220
000000 300250
\0 00000/ \0 00000/
Khi d6 véi
[ 398 19423 —021 0 0 0)
7.00 —2755 —0.29 0 0 0
b 1 1 1 0 0 0 |
3.98  194.22 —0.21 —0.45 —0.89 0
—3.98 —194.22 021 —0.89 045 0
\ 0 0 0 0 0 1)
ta co

PTAP = diag(226,40772,9,0,0,0), PT BP = diag(354, —93111,7,6,1,0).
1.5 Ham bac hai nhiéu bién
Dinh nghia 1.5.1. Ham bac hai n bién 1a ham c6 dang

n n
f(x)= Zaijxixj +22akxk+a0> (1.6)
ij J

trong d6 it nhat mot trong cac hé s6 a;j, 4,5 = 1,2, ...,n khac 0.

11



Gia su Qjj = Ajj, ’L,] = 1, 2, ..., n

A = (a;;)

T T
ixny G =la1,a2, .00, T = [T1, T2, ..., Ty

f(z) =" Az + 2a"x + ay.

Néu ham bac hai f(x) bi chan dudi thi ag, > 0,k = 1,2,...,n, hon nita

T T n A a
rAr+2a v +ap > 0,Vr e R" & = 0. (1.7)
CLT ao
Dinh nghia 1.5.2 (Tap 16i). Tap D C R™ goi 1a tap 16i néu

Ve,y € D, X €[0,1]

ta co

A+ (1—=NyeD.

Dinh nghia 1.5.3 (Ham 16i). + Ham s6 f xac dinh trén tap 16i D dugc goi

13 ham 16i trén D néu

FOz+(1=Ny) <A (@)+(1=X) f(y), VYo,yeD, Ae[0,1]. (1.8)
+ Ham f dugc goi 13 ham 16i chit néu

fOAr+ (A =Ny) <Af(zx)+ 1 =X f(y), Vz,ye D, A€ (0,1).(1.9)

+ Ham f 13 ham 16m khi —f 13 ham 1oi.

12



+ Ham f 13 ham tya 16i trén A néu
VAeR, {zeD|f(x) <A}

14 mot tap 1oi.

+ Ham [ goi l1a tya 16m trén D néu — f 13 ham tya 16i.

Dinh nghia 1.5.4. Cac ham \f, f + g, max(f, g) dugc dinh nghia nhu sau:

(Af) () = Af (2);
(f+9)(x):=f(x)+g(z);
max (f, g) () = max {f (z),g(z)}.

Dinh 1i 1.5.5. Cho f la ham loi trén tap loi A va g la ham o7 trén tap 1o
B. Lic dé tréen AN B cdc ham sau la [0

i) A\f+Bg, VYA B2=0,
i1) max (f, g) .

Dinh 1i 1.5.6. Mot ham 107 zdc dinh trén tap loi A thi lien tuc tai moi diém
trong cua A.

+ Chi y: Ham loi zdc dinh trén tap 1o thi lién tuc tai mos diém trong,
chuta chdc lién tuc trén diém bién.

+ Ki hiéu f'(a) hodc <7 f(a) la dao ham cia f tai a.

Vidu 1.5.7. + Ham s6 y = az + b 13 ham 106i.
+ Ham s6 f(z) = a’a + b vita 16i, vita 16m.
Ham f(z) = trace(ATX) + b, trace 12 hAm s6 tinh tdng cic gia tri trén

duong chéo clia mot ma tran vuong A 13 mot ma tran c6 cting chiéu véi X.

13



+ Ham s6 f(z) = az? + bx + ¢ 13 ham 16i néu a > 0 vA ham 16m néu
a < 0.

+ Ham s6 f(z) = 2T Az + bz + C, v6i A 1a ma tran déi xing c6 s6 hang
bing s6 phan ti ctia z, x = [, 9, ..., 2,]7, b 12 ma tran bat ki ciing chiéu
v6i z, ¢ 1a hiang s6 bat ky.

Néu A 1a ma tran (nita) xac dinh duong thi f(z) 1a ham 16i.

Néu A 1a ma tran (nia) x4c dinh am thi f(z) 13 ham 16m.

14



Chuong 2

Hé tiém can nghiém tai vo

han

2.1 Phan bu Schur

Cht § rang néu M 13 ma tran déi xing thi ton tai cAc ma tran déi xting A, C

va ma tran B sao cho
A B
M = )
BT C
gid st detC' # 0 khi d6 A — BC~'B' dudgc goi 1a phan bt Schur cia C.

Ta c6 dang thic sau

-
\ A B I BC! A—BC7'BT 0 I BC™!
BT C 0 I 0 C 0 I

nhu mot hé qua, ta c6 dieu kieén dé kiem tra rang lieu A c6 xac dinh duong

(nita xac dinh duong) hay khong.

15



Meénh dé 2.1.1. Gid st M la mot ma tran doi zing va duge viét dudi dang

A B
BT C

Néu C khd nghich thi cic khang dinh sau day la ding:
(1) M = 0 néu va chi néu C =0 va A— BC'BT = 0.
(2) Gid s C = 0 thi M = 0 néu va chi néu A— BC'BT = 0.

Chitng minh (1) Dé y ring

-1

I BC™! I —BC™!
0 I 0 I

va ta biét ring moi ma tran doéi xing, 7', vd moi ma tran kha nghich, N, ma
tran 7' 14 x4c dinh duong (T = 0) néu v chi néu NTN' (tat nhién ma tran
nay ciing la d6i xting) 14 xac dinh duong (N TNT - 0). Hon nita, mot ma
tran khdi 13 x4c dinh duong néu va chi néu mdi khéi 14 x4c dinh duong, dieu
phai ching minh.

(2) N6 dugc suy ra ti tinh chat moi ma tran ddi xing, 7', vd moi ma tran
kha nghich, N, ma tran T la ntta xac dinh duong (7" > 0) néu va chi néu
NTNT la ntta xac dinh duong (NTNT = 0). O

Mot phién ban khac ctia Ménh dé 13 stt dung phan bu Schur cia A

thay vi phan bu Schur ctia C'. Chting minh tuong ty ménh dé trén.
Meénh dé 2.1.2. Gid st M la mot ma tran doi zing va dude viét dudi dang

A B
BT C

16



Néu A is khd nghich thi cdc khing dinh sau la ding:
(1) M = 0 néu va chi néu A =0 va C — BTA™'B = 0.
(2) Gia st A= 0, thi M = 0 néu va chi néu C — BTA™IB = 0.

Sau day 13 mot minh hoa viéc 4p dung Ménh dé (2). Xét rang buoc
sau

(Az +b)' (Az +b) < c'z+d, (2.1)

trong d6 A € M,(R),x,b,c € R" va d € R. Viro rang [ = I, 1a kha nghich
va I >0, ta co
I Ax + b

(2.2)
(Az+b)" c'oz+d

néu va chi néu ¢’z +d — (Ax + )" (Az + b) = 0, néu va chi néu (Ax +
b)' (Az +b) < c'z+d, vimatran ¢’z +d — (Az + b)" (Az + b) 12 phan
bt Schur ctia I trong ma tran trén. Vay ta da chuyén dugc rang budc khong
tuyén tinh [2.1 vé rang budc tuyén tinh clia cac ma tran déi xing [2.2]

Khi ma tran C' 1a suy bién (hodc A 1a suy bién), ta vin c6 thé dua ra dic
trung cho ma tran déi xing , M, nhu trén 1a nifa xac dinh duong, nhung
phai diing mot phién ban khéc cia phan bt Schur lién quan dén ma tran gia
nghich déo ctia C, n6 1a A — BCTBT (hoic phan bt Schur C — BT ATB, ciia
A). Nhung trudc tién ta can lam ro khi mot ham bac hai dang %ajTPw +2'b
c6 gia tri nho nhat, trong d6 P 13 mot ma tran déi xing. Ta viét lai van dé
nay nhu sau

1
minimize f(x) = §:UTPx +z'h,

n6 sé khong c6 nghiém trit khi P va b thdéa man mot s6 diéu kién nhat dinh.

17



Meénh dé 2.1.3. Néu P la mot ma tran doi xing khd nghich, thi ham so

1
f(z) = §JJTP£U +z'h

c6 gid tri nhé nhat néu va chi néu P = 0, khi d6é né dat gid tri nhé nhat tai

x* = —P71b, va gid tri nhd nhat cia f la
~1 L5
f(=P7b) = =2b7P .
Chitng minh. Dé y ring
1 AT 1 l + oo Lo
§(x+P b) P (z+P'b) =57 Px +x b+§b P~
Do do,

1
fx)=zz"Pr4+a'b=

5 (x4 P7') P(x+P'b) - %bTP‘lb.

N | —

Néu P c6 gia tri rieng am, gia st n6 1a —\ (v6i A > 0), ta lay bat ky mot
gi4 tri riéng, u, clia P tuong tng véi —\, khi d6 moi o € R véi a # 0, ta lay

r=au— P7'b, béi Pu= —\u ta co

f@)==(z+P'0) P(z+P ') — %bTP‘lb

N —N| —

1
au' Pou — ébTP*Ib
1

1+
= —5042)\Hu||% — 5bTP 'b.

Vi a ¢6 thé 1ay 16n tity ¥ va A > 0, ta thiy ngay rang f khong bi chin du6i.
Va do dé, dé f c6 gia tri nho nhat, ta phai c6 P >= 0. V6i trudng hop nay, vi
(:I: + P_lb)T P (a: + P_lb) > 0, r6 rang gia tri nho nhat cia f dat dugce khi
r+ P7'b =0, nghia I3, x = —P~'b.

18



Meénh dé 2.1.4. Néu P la mot ma tran doi zing, khi dé ham

1
flz) = §:UTPZE +a2'b

c6 gid tri nhé nhdt néu va chi néu P = 0 va ([ — PPT) b =0, trong truong
hop nay gid tri nhd nhat cia f la

1
*— __p" pip.
P 2

Hon nita, néu P = U'XU la mot phan tich SV D cia P, khi dé gid tri nho
nhat dat tai moi x € R"™ dang

0
r=—-Pb4+U" :

vdi moi z € R"™", trong do r la hang cua P.

Chitng minh Truong hop P 1a kha nghich da dugc théo luan 6 Ménh dé
do d6, ta gia st ring P 14 suy bién. Néu P c6 hang r < n, thi ta c6 thé

chéo hoéa P nhu sau

(=0
P=U U,
0 0

trong d6 U la mot ma tran truc giao va >, 1a mot » X r ma tréan ducng chéo

kha nghich. Tiép theo, ta cé

1 > 0
f(z) = §:JUT Uz +x'U'Ub
0 0

1 3, 0
= E(Ux)T Uz + (Ux) " Ub.



Néu ta viét Ux = I Ub = ccl , VOl y,c € R"va z,d € R"", ta
z
co
f@) = (Ua)T Uz + (Uz) Ub
2 0 0
s (59 (2) e
= %yTEry +y'c42"d

Véi y =0, ta co

do d6 néu d # 0, ham f khong bi chian dudi. Do d6, néu f c6 gia tri nho

nhat, thi d = 0. Tuy nhién, d = 0 c6 nghia 1a Ub = va ta biét rang b

S O

thuoc rangeP, didu nay tuong duong véi (I — PPT) b= 0. Néu d = 0 thi

1

f(z) = §yTEry +y'e.

Xét ham s6 g : R” — R dugc cho bdi

1

g(y) = §yTZry +y'e, yeR.
Vi
4 —U'zx
z

va U 1a kha nghich (né 1a nghich dao ctia U ), khi 2 thay ddi trén toan bo
R",y ciing thay doi trén toan bo R”, va vi f(z) = ¢(y), ham s6 f dat gia

20



tri nhé nhat néu va chi néu g dat gia tri nhé nhat. Vi 3, 14 kha nghich, béi
Meénh dé 2.1.3 ham s g dat gia tri nho nhat néu va chi néu ¥, > 0, didu
nay tuong duong véi P > 0.

Do d6, ta da ching minh dugc ring néu f dat gid tri nhé nhat thi
(I — PPT) b=0vd P> 0. Ngudc lai, néu (I — PPT) b=0, thi

C
Ub =
0
do dé
1
flx)=g(y) = §yTEry +y'c,

va béi vi P = 0, ta cing c6 3, = 0, do d6 g va f dat gia tri nho nhat.

Khi cac diéu kién trén dugc théa man, vi

=0
P=U U
0 0

la ntta x4c dinh duong, ma tran gid nghich ddo P! ctia P dudc cho béi

Y10
P =uUT " U
0 0

1
fx)=g(y) = §yTEry +y'e,

béi Ménh dé Mgié tri nhé nhat ctia ¢ dat dugc néu va chi néu y* = —¥ le.

r

Vi f(x) la doc lap ddi véi z, ta c6 thé chon z = 0, va vi d = 0, vé6i z* cho béi

—¥ e c
Ux* = va  Ub=
0 0
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ta suy ra rang

>l 3710 c
:[j* = UT " = []T " _=
0 0 O 0
A (2.3)
U’ " Ub = —PTb.
0 O

va, gia tri nho nhat cia f 14
1 1
fa) =35 (—=P'b)' P (=P')+b" (—P'b) =b' PIPPb—b' Pl = —§bTPTb,

vi PT 13 déi xing va PTPPT = PT. Vi bat ky € R” ¢6 dang

0
z=—Po4+UT , zeR"T,
z
vi
; +( 0 - =t +( 0 - =t
r=—-Pb+U =U +U =U :
z 0 z z

va vi f(x) 1a doc lap déi véi z (vi f(z) = g(y) ), ta c6

fle) = f (%) = —5p P,

diéu phai ching minh. O
Bay gio chiing ta quy lai v6i van dé tim dic trung dé ma tran déi xtng,
A B . .
M = T o) la nita xac dinh duong. Do d6, ching ta can biét khi nao
B
thi
A B x
flz,y)=(z'y") =z"Az +22 "By +y' Cy
BT C Y
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c6 gia tri nhé nhéat véi an x va y. C6 dinh y nhu 14 hing s6, Ménh dé suy
raring f(z,y) 6 gid tri nhé nhat néu va chinéu A = 0va (I — AAT) By =0

va do d6, gia tri nhé nhat 1
f@'y)=—y ' BTABy+y'Cy=y" (C— B AB)y.

Vi chiing ta can f(z,y) bi chan duéi véi moi z, y, ta phai c6 (I — AAT) B = 0.
Bay gio, f (2%, y) c6 gia tri nhé nhat néu va chi néu C — BT ATB = 0. Do do,

ta da ching minh ring f(z,y) c6 gia tri nho nhéit véi an z, y néu va chi néu
A=0, (I-AAYB=0, C-B'AB=0.

Két qua tuong tu sé dat duge khi ta ¢6 dinh x, két hop ching lai ta c6 két

qua sau.

Dinh 1i 2.1.5. Cho trudc moét ma tran doi zing, M = A B , cac
BT C
khing dinh sau la tuong:
(1) M =0 (M la nia zdc dinh duong).
2) A=0, (I-AAYB=0, C-BTAB=0.

3)C =0, (I-CcCchHB"=0, A-BCIB"»0.

Néu M > 0 nhu trong Dinh ly [2.1.5] thi ta d& dang kiém tra ring phan
tich nhan tit sau (st dung tinh chat ATAAT = AT va CTCCT = CT ):

A B\ (I BCT A— BC'BT 0 I 0

BT C 0 I 0 C C'BT I
va

A B\ I 0 A 0 I A'B

BT C BTAT T 0 C—BTA'B 0 I
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2.2 Céac két qua lién quan dén ma tran bt
chi va SD

Véi cdc ma tran do6i xing A, B, ta ky hiéu

I.(A,B) := {seR|A+ 0B > 0}, (2.4)
I-(A,B) = {c €R|A+0B =0}, (2.5)
II.(A,B) == {(p,0) eR*| pA+ 0B =0}, (2.6)
I1.(A,B) = {(p,0) eR*| pA+ 0B =0}, (2.7)
Q(A) = {v]v Av=0}, (2.8)
N(A) = {v|Av=0}. (2.9)

Céac ky hieu I. (A, B),I-(A,B),11.(A, B),11-(A, B) dugc goi chung la cac
ma tran but chi.

Ta c6 két qua sau néi diéu kién khéac réng cta I (A, B).

Dinh 1i 2.2.1 ([9]). Néu A, B € R"™" la cdc ma tran doi zing va B la khong
zdc dinh, thi I-(A, B) # 0 néu va chi néu

w! Aw > 0,Yw € Q(B). (2.10)

Ching minh (=): 13 hién nhién.
(«<=): Ta lap hai tap nhu sau
F={teR|zeR"2"(-B)x>0=2"A(t)z >0},
B={teR|zeR" z"Bx>0=a"A(t)x >0}
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trong d6 A(t) = A + tB. Néu ton tai ty € R sao cho ¢ty € Fy N Fy, thi A ()
14 nita x4c dinh duong, do dé nhiing gi ta can ching minh 13 phan giao cla
Fy va Fy la khac rong.

RO rang suy ra rang, véi moi ¢t € R,

t"Br = 0= 2T A(t)xr >0, (2.11)

taco E(t) C CUD, & day 3 tap dudc xac dinh béi E(t) = {z € R" | 2T A(t)x < 0} ,C -
{z e R"|2"Bz > 0},D = {z € R"| 2" Bz < 0}.

Tap E(t) c6 nhiéu nhat 2 thanh phan lién thong, ca hai ddi xting v6i nhau
qua goc toa do; cac tap C' va D, hgp lai 13 khong lién thong, ching cing do6i
xttng v6i nhau qua goc toa do. Vi bat ky thanh phan lién thong nao cta F(t)
déu phai chta trong C' hodc trong D, do d6, bdi tinh ddi xing, E(t) phéi
ndm trong C' hodc trong D v6i moi t € R. Mot cach tuong duong, ¢ thuoc
vao hop cua Fy va Fy v6i moi t € R, nghia la, F; U F, = R.

Vi B khong x4c dinh, nén ton tai 2; € R" sao cho ¥ Bxy < 0. Véi gia tri
dt 16n ty, 27 A (1)) 21 < 0 dat duge nén F 14 khong rong (t; € Fb). Hon nita,
vGi Iy do tuong tu ta ¢ F7 14 khac rong.

Vi A(t) 1a lién tuc, cd hai F; va F, 13 hai tap dong khac rong, va ching
c6 giao khéac rong khi F7 U F5 = R. Diéu phai chitng minh. [

Vi du sau day chi ra riing, gid thiét B 1a khong x4c dinh ¢ Dinh ly

& can thiét.

Vi du 2.2.2. Véi

-1 11 1 00
A= 110, B=]1000
100 000
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Dé& dang thay ring néu 27 Bz = 0 thi z = (0,29, 23)", vd 2T Az > 0. Nhung
v6i M = A+ tB, ta c6 m33 = 0 va m3; = 1. Do d6, v6i moi t € R, M khong

thé 1 ntta x4c dinh duong.

Dinh 1i 2.2.3 ([4]). Néu A, B € R™" la cdc ma tran doi zing thi I (A, B) #
0 néu va chi néu

w? Aw > 0,Yw € Q(B),w # 0. (2.12)
Hon nita, I1.(A, B) # () suy ra ring
Q(A) N Q(B) = {0}, (2.13)
né cing la dieu kién di néun > 3.

Chitng minh. Vi diéu kién dt 1a hién nhién, chiing ta chi can chiing minh
diéu kién can. Néu B hoiac —B la ntta xac dinh duong, thi ton tai ma tran

kha nghich P sao cho

A A +7, 0
pPlap=| " 7). p'Bp=
= N £ ) T 2 7 ~ O
dé dang thay rang (Pz)' B(Px) = 0 suy ra véc to khac khong = =
u

sao cho u’ Ayyu > 0; nghia 14, Asy 12 x4c dinh duong. Do d6 ton tai sé duong

du 16n t sao cho hodc A + tB hoiic A — tB 1a xac dinh duong (diéu nay suy

ra tit cic Ménh dé 2.1.1] vé phan bt Schur).
Mit khéc, néu ta gia st ring B 1a khong xac dinh, tit gia thiét (2.12)), vin
dé sau

eo =min {2’ Az | ' Bz =0, ||z|| = 1,2 € R"} (2.14)
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c6 bi chian dusi 1a 0. Vi {z | 1 Bz = 0, ||z[], = 1} la mot tap dong, bai todn
(2.14) 1a giai duge do d6 ton tai z € E sao cho 27 Az = gp. Nén 2z # 0 vi
2TBz = 0 suy ra gg = 27 Az > 0. Diéu kien (2.12) tré thanh

:E#O,xTszoixT(A—sol)xZO.

B6i Dinh ly , ton tai tham s6 ¢ € R sao cho (A — eol) + tB 1a nita xac
dinh duong hodc A + ¢B la x4c dinh duong. Diéu phai chitng minh. [

Bo6 dé 2.2.4 ([4]). Tap I.(A, B) va I-(A, B) déu la cic khodng trong R.

(@)}

Bo dé 2.2.5 ([]). II.(A,B) = {(\,v) ER* | NA+vB >0} # 0 suy ra
rang A va B la chéo héa duge mot cach dong thoi (SD). Khin > 3,11, (A, B) #
0 ciing la diéu kien di dé cho A va B la chéo héa dong thoi (SDC).

Két qué sau day noi vé cac diéu kién lién quan dén sy khac rong clia tap

I.(A, B) (Dinh ly 2.2.6, Dinh ly 2.2.7).

Dinh 1li 2.2.6. Gid s A,B € R™™ la cdc ma tran doi zming va gid su
I-(A,B) # (. Néu I-(A, B) la tap gom mot diém thi B la khong zdc dinh
va I, (A, B) = (. Nguoc lai, I~ (A, B) la mot khodng va

(@) QUA) N Q(B) = N(A) N N(B).

- (b) N(A+oB) = N(A) N N(B), vdi moi o thuoc phan trong cia
I-(A, B).

- (¢) A, B la chéo héa dong thoi.

Ching minh. Gid st I (A, B) = {o} 1a tap gom mot diem. Khi d6 véi bat
ky 01 < 0 < 09, khong phai A + 01 B cung khong phai A + 09 B 1a ntta xéc
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dinh duong. Ton tai cac véc to v va vy sao cho

0> v (A+01B)v; = v (A+0B)v + (01 — o) v{ Bv; > (01 — o) v] By,
0> vy (A4 09B)vy = va (A4 0B)vy + (02 — 0) v3 Buy > (02 — 0) va Bus.

N6 kéo theo khang dinh sau
v] Bv; > 0 va vl Buy < 0,

do d6 B la khong xac dinh. Hon nita, gid stt ¢c6 mot s6 6 € I (A, B) sao cho
A+ 6B = 0.Khido, A+ 0B = 0véio € (6 —0,6+0) va véi s6 du nho
§ > 0, diéu ndy mau thuan vé6i gia thiét ring I (A, B) 1a tap mot don.

Bay gio gia st ring I (A, B) khong réng ciing khong phai 13 tap don diém.
Ap dung B6 dé2.2.4/ta c6 I (A, B) 1a mot khoang.

Dé chiing minh (a), ta chon 01,00 € I-(A, B) véi 01 # 09. Néu x €
Q(ANQ(B),taco 2l (A+01B)xz=0.ViA+o1B = 0,27 (A+ 01B)z =0
suy ra rang (A + o1 B)x = 0. Tuong ty, ta ¢c6 (A + 09B)x = 0. Do do,

OZ(A+JlB>£E—(A+UQB)ZU=(Ul—Ug)BSIZ,

suy ra rang Bz = 0. N6 ciing suy ra Az = 0. N6i cach khac, Q(A)NQ(B) C
N(A) N N(B). Vi dé dang thay ring N(A) N N(B) C Q(A) N Q(B), ta ¢6
khang dinh (a).

Dé chiing minh (b), ta chon o1, 0, 09 € int (I-(A, B)) sao cho o1 < o < 0.

Khi do6, v6i moi x € R",
0<z" (A+0B)r =2"(A+0B)x + (0, — 0) 2’ Bz,
0<z’ (A+0yB)r =2"(A+0B)x + (03 — 0) 2 Bz,
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nd suy ra rang

0<a2'Bzx< 0,

vado d6 27 Bax = 0. Hon nita, néu x € N(A+0B), thi khong chi (A+0B)z =
0, ma ta con c6 27 (A +oB)x = 0. Vi 2T Bx = 0, nén 27 Az = 0. Béi khing

dinh (a), ta da chiing minh dugc rang
N(A+0oB)CQA)NQ(B)=N(A) NN(B).

Vi N(A)NN(B) C N(A+o0B) v6io € Int (I~ (A, B)), ta thay rang N(A +
o B) 1a bat bién v6i moi o € int (I (A, B) ), va nhu thé khang dinh (b) dugc
chiing minh.

Vé6i khang dinh (c), gid st V € R™" la ma tran co sd cia N(A + oB)
véi o € Int (I~ (A, B)) nao d6, trong d6 r = dim(N(A + 0B)). M6 rong V
thanh mot ma tran khong suy bién [UV] € R™" sao cho UTU la khong suy
bién va UTV = 0. Khi d6,

U7  UT(A+oB)U UT(A+0B)V

(A+oB)[UV] =
VT I VI(A+oB)U VI(A+oB)V

UTAU +ocUTBU 0
0 0

Hé qua la,
UTAU + ocU'BU = 0, (2.15)
né duge kiém tra béi viec ap dung v’ va u,u € R* ™", vao UTAU +cUT BU.

Nen, (u'U") (A+ 0B)(Uu) = 0 néu va chi néu (A+ oB)(Uu) =0. ViU la

phan bu tryc giao ctia V, nén u = 0.
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Bsi B6 deé UT AU va UTBU 1a chéo héa dong thoi (nghia 1a ton tai
ma tran vuong khong suy bién U; sao cho ca hai UL UT AUU, va UL UT BUU,

déu c6 dang chéo. Gia st W 14 ma tran sao cho

U 0
0o W

I3 khong suy bién. Béi khang dinh (b), V sinh ra N(A) N N(B) va do d6
AV =BV =0. Do d6

ur o UT U, 0 UTUT AU, 0
A[U v} = :

o wT | |vT 0 W 0 0

ur o UT U, 0 UTUT BUU, 0
B[U V] =

o wT | |vrT 0w 0 0

Suy ra, A vi B la chéo héa dong thoi. Khang dinh (c) dugc ching minh.

Dinh 1i 2.2.7. Gid st A, B € R™" la cdc ma tran doi zing, Q(A)NQ(B) =
N(A)NN(B) va
dim{N(A)NN(B)} <n — 3. (2.16)

Khi do,

- (a') II. (UTAU,UTBU) # 0 trong d6 U la ma tran co s& sinh ra phan
bu truc giao cia N(A) N N(B);

() 1(A, B) £ 0

- () A, B la chéo héa dong thoi.

Ching minh. Vé6i cac ky hiéu da dung nhu trong dinh 1y ta gia su
V € R™" 1a ma tran co sé cia N(A) N N(B),r = dim(N(A) N N(B)), va
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ta bo sung V thanh ma tran khong suy bién [UV] € R™" sao cho UTU la
khong suy bién va UTV = 0. Véi moi ¢ € Q (UTAU) N (UTBU), ta co
tTUT AUz = 27UTBUx = 0 va do d6 Uz € Q(A) N Q(B). Bdi gia thiét,
Q(A)NQ(B) = N(A) N N(B), phai ton tai z € R" sao cho

Uxr =Vz.

Do do,
v = (UTU) ' UTVz =0,

n6 cho thay ring
Q (UTAU)NQ (U'BU) = {0}. (2.17)
Tit gia thiét (2.16) suy ra ring

dim (UTAU) = dim (U"BU) =n —r > 3.

Theo Dinh 1y [2.2.3| v& (2.17) suy ra ring

II. (UTAU,UTBU) # 0. (2.18)

Nghia la, ton tai (u, o) € R? sao cho u (UTAU) + o (UTBU) = 0, diéu nay
chitng minh khang dinh (a’).
Bay gid, véiy € R, ta c6 thé viét y = Uu+Vwv, trong d6u € R*", v € R".
Neén,
y' (nA+oB)y
= (u"U" +0"V") (A + 0 B)(Uu + V)
=u" (WU AU + oU"BU)u >0
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n6 ching minh ring I1-(A, B) # (. Tu (2.18) va Bo dé [2.2.5, Mot lan nita
ta c6 UTAU va UTBU 1a chéo héa dugec mot cach dong thoi. Phan con lai
ctia ching minh tuong ty véi chiing minh phan (c) ctia Dinh ly , ta co
A, B 13 chéo hoa dugc mot cach dong thai. O

Chua y 2.2.8. Khi Q(4) N Q(B) = {0}, gia thiét ctua dinh ly [2.2.7 tr6
thanh N(A) N N(B) = {0}. V6i trudng hop nay, diéu kién so chiéu cia
la tuong duong véi n > 3 va ma trdn co s6 cua U la [,, ma tran
don vi cap n. T khang dinh (a’) trong Dinh ly ta di dén két qua
I1. (A, B) # ). N6i cach khac, ta da md rong phan két luan cia dinh ly
thanh "Q(A)NQ(B) = {0} van > 3" suy ra "II1(A, B) # (0",

T dinh 1y trén ta c6 hé qua néi vé diéu kien du dé mot cip ma tran

c6 thé dugce chéo héa mot cach dong thoi.

Hé qua 2.2.9. Gid st A, B € R™" la cac ma tran doi zing. Néu mot trong
cic dieu kién sau dugc thoa man:
- (S1) I-(A, B) chita nhiéu hon mot diem;
- (S2) I-(B, A) chita nhiéu hon mot diém;
-(S3) QA NQ(B)=NA)NN(B), vdi dim{N(A)NN(B)} #n — 2,
thi A, B c6 thé dudc chéo héa mot cich dong thoi.

Ching minh. Diéu kién (S1) va (S2) tryc tiép cho thay rang I (A, B) (va
I (B, A) tuong tng) la khac rdng va la khong phai 1a tap don diém. Do d6
két luan ctia dinh 1y nay dugc suy ra tit khang dinh (c) ctia Dinh Iy .
Diéu kién (S3) mot sy md rong nhe ctia Dinh 1y trong d6 tinh hudng
cho dim{N(A) N N(B)} < n — 3 da hoan toan dugc chiing minh. Van de

con lai 1a ta ching t6 ring A, B c6 thé dugc chéo héa mot cach dong thoi
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khi dim{N(A)NN(B)} =nV (n—1). Cha y rang dim{N(A)NN(B)} =n
suy ra A = B = 0 (v6i trudng nay ta ngay c6 diéu phéi ching minh), trong
d6 dim{N(A) N N(B)} = n — 1 suy ra rang ma tran A va B phai c6 dang
A = auu®, B = puu’ véi véc to u € R™ nao d6 va o® + % # 0. Gia st
B #0,khido A= %B do d6 hai ma tran nay cé thé dugc chéo héa mot cach
dong thoi. O

Vi du sau day chi ra riing gid thiét khong don diém cta I (A4, B) 1a
can thiét dé c6 cdc khang dinh (a) va (c); va gid thiét vé s6 chiéu trong (S3)

ciing 1a can thiét va khong thé bo qua.

Vi du 2.2.10. Xét

C6 duy nhat 0 = 0 sao cho A+ 0B = 0, nhung

Q(A)NQ(B) = :

N(A)NN(B) = {0};
dim{N(A)NN(B)} =n — 2.

Ta dé dang kiém tra ring A va B khong thé chéo héa mot cach dong thoi.

Chua y 2.2.11. He qua 13 mot mé rong cia Bo dé vi
{(\,v) € R*| M +vB =0} # 0 suy ra ring hodc I, (A, B) # 0 hoic
I.(B,A) # 0, cic gia thiét nay manh hon (S1) va (S2), tuong tng.
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Cha y 2.2.12. C4 hai (S1) va (S2) c¢6 thé kiém tra dugc trong thdi gian da
thitc. Trong qua khit, c6 mot s6 kiéu kién can va da dé A va B c6 thé duge
chéo héa mot cach dong thai, xem [3] va cac tai lieu tham khao trong do.

Nhung chiing khong kiém tra dugc trong thoi gian da thitc.

2.3 Heé tiém can nghiém tai vo6 han
Tu nay ta ludn gid st ¢6 hai ham f(x) va g(z) ¢6 dang lan lugt 1a

f(z) =27 Az — 2a" 2 + ay,
g(x) = 2" Bx — 2b7x + by.

Dinh nghia 2.3.1. He {f(z) = t, g(x) < 0} dugc goi la ¢6 tiém can nghiém
tai vo han néu hé nay vo nghiém va ton tai mot day {xk}z’;l trong {z € R":
g(x) <0} sao cho klim (f(z%) =t
—00

Cap ham {f(z), g(z)} dugc goi la théa man diéu kien BC néu ton tai
A€ R déhe {f(z) =t g(x) <0} vo nghiem véi moi t < A,
Vi du 2.3.2. Lay f(z) = 22, g(x) = —xz129 + 1. D& thay hé f(z) = 2? =

1
0,9(z) = —x1294+1 < 0 v nghiém, day {%, k122, thuoe {v € R" : g(x) <0}
1 1

vy f(% k) = = 0 khi & — oo. Vay theo dinh nghia trén hé {f(x) =

,g(x) <0} tiém can nghiém tai vo han.
Dinh 1i 2.3.3 ([9]). Néu tap {x € R : g(x) < 0} # 0 tht cip {f(z),g(x)}
khong théa man diéu kien BC néu va chi néu hé sau, vdi an o:

A+ocB >0
o>0 (2.19)
a+obe R(A+0B)
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v0 nghiém.

Chi ¥ 2.3.4. Viéc kiém tra li¢u ring hé (2.19)) c6 nghiém hay khong dugc
thuc hién trong thoi gian da thic. Tw nay, ta ky hiéu

o) = miny,px0 0, (2.20)

o~

o) = MaxXAieB=00, (2.21)

< %

va gid sit V € R™ 13 ma tran co so ciia N(A) N N(B); U € R™"7) ga0
cho [UV] v khong suy bién va UTV = 0. Tu
Ut U'(A+oB)U U (A+0oB)V

(A+oB)[UV] =
VT ] VI(A+oB)U VI(A+oB)V

UTAU +U"BU 0
0 0

ta c6 thé thiy ring, néu U’ BU = 0 va UTAU # 0, thi I-(A, B) = 0 va hé
khong c6 nghiém. N6 kéo theo rang f(z), g(x) théa man diéu kien BC
v6i truong hgp nay.

Gia st rang I (A, B) # 0 va 6 € I (A, B). Thi, ta suy ra tu

A+oB=(A+oB)+(0c—0a)B

ring o; = —oo néu va chi néu B < 0. Tuong tu, o = 0o néu va chi néu
B > 0.

Bay gid gid st —oo < 0/ < 0} < oo. T ching minh phan (c) trong
Dinh 1y [2.2.6( va (2.15), néu & € int (I-(A, B)), thi UTAU + ¢UTBU =~
0. Nguoc lai, néu UTAU + ¢UTBU = 0, phai ¢6 € > 0 nao dé sao cho

35



UTAU+(6+e)UTBU = 0vado dé A+(5+€)B = 0.Nén g € Int (I-(A, B)).
Ngugc lai, o7 va o, nhu 1a diém cudi ctia I (A, B), phai 1a nghiém ctia phuong
trinh

det (UTAU + oUTBU) = 0. (2.22)

Trudc hét ta tim tat ci nghiém cia [2.22 cic nghiem nay duge ky hiéu béi

T, ..., nr, N6 c6 the dugc giai quyét trong thoi gian da thitc. Do do,

J;‘:min{ri:UTAU+7“iUTBUiO,i:1,...,n—r};
J;:max{ri:UTAU—I—TZ'UTBUEO,Z':1,...,n—r}.

- Truong hop (a) Néu o < 0, (2.19) khong c6 nghiém.
- Trudng hop (b) o) = 0 hoac o/ = o > 0. Kiém tra tinh c6 nghiém cua

2.19)1a tuwong duong véi viéc kiém tra hé phuong trinh tuyén tinh
g g g Yy
(A+oB)r=a+ob

c6 nghiém o = 0 hoac o = o; = 0o,.

- Truong hop (c) o), > 0 va o/ < oy+. Theo dinh 1y [2.2.6, ma tran co s6 V
sinh ra N(A+ ¢'B) = N(A) N N(B) véi moi o’ € (o,07).
- Truong hop (c1) o < 0. (2.19) c6 nghiém néu va chi néu hodc ton tai

o € [0,0;) sao cho

Va4 oVTh =0, (2.23)

hodc hé phuong trinh tuyén tinh
(A+o,B)z =a+o,b

c6 nghiém.
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- Truong hop (¢2) of > 0. (2.19) ¢6 nghiém néu va chi néu mot trong céc
diéu kién sau dugc théa man
VIa+oVTh=0, v6i o € (07,0}) ndo do; (2.24)
(A+o0/B)x = a+ o/b c6 nghiém;
(A+o0;B)x = a+ o,b c6 nghiém.

Ta chitng t6 rang hoic hoac la giai dugce trong thoi gian da
thitc. Vi V,a,b1a ¢ dinh, néu Via =VTb =0, Via + oVTb = 0 dat duoc
v6i moi 0. Néu V7Ta va VTb #£ 0 1a phu thuoc tuyén tinh, ton tai duy nhat o
sao cho VTa + oVTh = 0. Trai lai, VTa + ocVTh = 0 khong c6 nghiém.

T Dinh 1y ta dé dang suy ra rang, néu {f(x), g(z)} théa man dieu
kien BC thi /- (A, B) phai khac réng. Va ta sé xét cac truong hop I-(A, B)
13 mot khodng va I (A, B) 1a mot tap don diém.

Dinh 1i 2.3.5. Néu ton tai 2° € R" dé g(z°) < 0; {f(x),g(x)} théa man
diéu kien BC va I-(A, B) la mot khodng thi vdi moi t € Rt < f(a¥) he
{f(x) =t,g(x) <0} khong cé nghiém tiém can tai vo han.

Chitng minh. Gia st [UV] € R™" 13 mot ma tran khong suy bién sao cho
V sinh ra N(A) N N(B). B6i Dinh 1y [2.2.6, v6i moi o’ € Int (I-(A, B)),V
cing sinh ra N (A + ¢'B). Tt (2.15) ta suy ra rang

UTAU + o'UTBU = 0,¥o’ € Int (I-(A, B)) . (2.25)

Vi {f(z),g9(z)} théa man dieu kien BC, c6 mot nghiem o cua he (2.19)
sao cho 0 € I-(A,B) N [0,+00) va a +0b € R(A+ oB). Vi V sinh ra
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N(A)N N(B) nén V phai sinh ra mot khong gian con cia N(A + oB). Tu
a+ ob € R(A+ oB) ta suy ra rang

VIia+oVTb=0. (2.26)

Ta xét phép bién doi khong suy bién # = Uu + Vv no sé tach bién ciia cac
ham f(x),g(z) thanh hai phan, phan u va phan v, hé {f(z) = t, g(z) < 0}
tré thanh:

f(u,v) = v UTAUu — 2a"Uu — 24" Vv + ag = t, (2.27)
g(u,v) = " UTBUu — 20" Uu — 26" Vo + by < 0. (2.28)

- Truong hop (d) VTa = VTb = 0. Thi béi (2.27)-(2.28)) , {f(x) =t,g(x) <
0} dugc rat gon lai thanh hé chi phu thudc vao u. Hon nita boi 1} vii
mdi t < f(z¥) he {f(x) =t,g(x) < 0} khong c6 nghiém tiém can tai vo han

(diéu nay da dugc nhiéu tac gid ching minh, chang han xem [4], 5]).

- Truong hop (e) VIa =0,VTb # 0. Béi (, ta c6 o = 0 diéu nay suy
ra rang A = 0 vd a € R(A). Truong hgp nay, vi (2.28)) luon c¢6 nghiém véi
moi u, do do6 sy c6 nghiém cua — tré thanh van dé sy c6 nghiém
cta uTUTAUu — 2aTUu + ag =t v6i a € R(A), va do d6 véi moi t < f(a)

{f(z) =t,9(z) <0} khong c6 nghiém tiém can tai vo han.
- Truong hop (f) VTa # 0. Béi (2.26), VTa # 0, nén o 1a duy nhat va
khac 0. Do d6, o > 0. Nén, bat phuong trinh (2.28)) tuong duong véi

ou UTBUu — ZJgTUu — 200V + oby <0,
hoic, mot cach tuong duong, béi (2.26),

— 20"V = 200" Vv > ou' U BUu — 206" U + oby. (2.29)
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Do do, béi (2.27) va (2.29) ta co

flu,v) > u" (UTAU + oU"BU) u—2 (' U + ob"U) u + aby.  (2.30)

Vi A+0B = 0, vé phai ctia (2.30]) 1a mot ham 16i. Via+ob € R(A+0B) nén
ta c6 the gia st a+ob = (A+0oB)w, ta ¢ thé viét w thanh w = Uy*+V z dé
a+ob = (A+oB)Uy* vado d6 taco UT (a+ob) € R (UTAU + cUT BU) véi
y* tré thanh diém cyc tiéu cia ham bén phai clia . Thay thé u = y* vao
, vi VTa # 0 nén ludn ton tai v = z* ndo dé sao cho (u,v) = (y*, 2*)
va lam cho ddu ” =7 xay ra 6 (2.29). Do d6, g (y*,2*) + by < 0 va f (y*, z*)
bang gi4 tri nhd nhat cia ham 16i bén trai cla . Vay v6i moi t < f(zV)

{f(x) =t,g(x) <0} khong c6 nghiém tiém can tai vo han.

Vay trong tat ca cac trudng hop (d), (e) va (), ta c6 v6i moi t < f(a)
{f(z) =t,9(x) <0} khong c6 nghiém tiém can tai vo han. Day 1a diéu phai
chting minh. [

Vay phan con lai can dugce théo luan khi tap I (A, B) 1a mot tap don
diém {c*}. Béi Dinh ly , {f(z),g(x)} théa man diéu kien BC néu va
chi néu phéi ¢6 o* > 0 sao cho, v6i V' 1a ma tran co sé cia N (A + 0*B) va

r=dim N (A+ oc*B), tap
S={(A+0c*B)" (a+0'b)+Vy|yeR"} (2.31)

khac réng. Theo mot két qua ctia Moré trong [4], x* 1a diém cuc tiéu cla
f(z) tréen {x € R" : g(x) < 0} néu vd chinéu z* € SN{zx € R": g(x) <0}

va (z*,0*) théa man diéu kién
a*g(x*) = 0. (2.32)

Do d6 ta c6 két qué sau.
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Dinh 1i 2.3.6. Néu ton tai 2° € R" dé g(z°) < 0; {f(x),g(x)} théa man
dieu kién BC.

Khi dé ton tait € Rt < f(2%), dé {f(x) =t,g(x) < 0} c6 nghiém tiém
can tai vo han khi va chi khi I-(A, B) la tap don diem {o*} vdi o* > 0, va

hé phuwong trinh an y

g((A+0*B)" (f+0%g) +Vy) +by =0, néuoc*>0

. . (2.33)
g(A f+Vy)—|—b0§0, nev o =0

khong cé nghiém, trong dé V' la ma tran co sd cia N (A + o*B).

Chitng minh. Vi {f(z), g(x)} théa man dieu kien BC, béi Dinh 1y 2.3.3]
hé c6 it nhat mot nghiém. Béi Dinh 1y [2.3.5], ton tai t € R, ¢ < f(x*), dé
{f(x) =t,g9(x) <0} c6 nghiém tiém can tai vo han chi xdy ra khi I (A, B)

1a tap don diem {o*} v6i o* > 0. Hon nita, tap S §[2.31|khong thé c6 nghiem

trong {x € R" : g(x) < 0}, ma nghiém nay cung véi o* théa man diéu kien
(2.32)). No6i cach khac, he khong c6 nghiém, vay diéu kién can ctia dinh
ly da dugc chiing minh. Diéu kién du cta dinh 1y 14 hién nhién, né dugc suy

ra tit Dinh 1y [2.3.5]

Chu y 2.3.7. Trong cac dinh ly trén ta thuong gia thiét {r € R" : g(z) <
0} # ), néu diéu kién nay khong dugc thoa man thi cdc van dé xét trong luan
vin nay trd thanh cic bai toan don gian. That vay néu {z € R" : g(z) <
0} = 0 thi g(z) > 0 véi moi € R", do d6 {x € R™ : g(x) < 0} hodc la tap
rong hodc 1a mot khong gian con afin cia R"™, khi d6 heé {f(z) =t, g(z) < 0}
khong c6 nghiém hodc né trd thanh phuong trinh dang h(y) = ¢, vay bai toan

trd nén rat don gian.
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KET LUAN

V6i muc tiéu di sau nghién citu, tim hiéu vé diéu kién dé he phuong trinh bac
hai nhiéu bién tiém can nghiém tai vo han, luan van giéi thieu ba dinh 1y
chinh cling v6i cac chitng minh chi tiét mot phan trong bai béo tiéng Anh ctia
cac tac gid Yong Hsia, Gang-Xuan Lin, Ruey-Lin Sheu (xem [9]). V6i nhiém
vu dat ra nhu trén, noi dung da thyc hién dugdc ctia luan vin chi yéu bao
gom:

1. Trinh bay khai niém va mot s6 tinh chat ciia Phan bu Schur .

2. Trinh bay chi tiét mot s6 két qua c6 lién quan dén ma tran but chi va
SD.

3. Trinh bay hé tiém can nghiém tai v6 han.
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