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MÐ ��U

1. Lþ do chån �· t i

X²t b i to¡n sau: T¼m �i·u ki»n c¦n v  �õ �º h» sau væ nghi»m

(P )

{
f (x) = xTAx+ 2aTx+ a0 = 0
g (x) = xTBx+ 2bTx+ b0 = 0,

trong �â f(x), g(x) l  c¡c �a thùc bªc hai.

Chó þ r¬ng n¸u thay hai ph÷ìng tr¼nh cõa h» tr¶n b¬ng c¡c b§t ph÷ìng

tr¼nh f(x) > 0, g(x) ≤ 0 th¼ b i to¡n �÷ñc gi£i quy¸t n«m 1971. N¸u thay

mët trong hai ph÷ìng tr¼nh tr¶n b¬ng mët b§t ph÷ìng tr¼nh th¼ g¦n �¥y b i

to¡n mîi �÷ñc gi£i quy¸t mët c¡ch tri»t �º (n«m 2016).

C¡c c¥u häi d¤ng tr¶n thu hót �÷ñc kh¡ nhi·u nh  to¡n håc tham gia gi£i

quy¸t, c¡c k¸t qu£ quan trång v· c¥u häi tr¶n �÷ñc Finsler �÷a ra v  chùng

minh v o n«m 1937, Polyak 1998, Beck 2006, Xia Yong 2016. �i·u thó và l 

cho �¸n nay b i to¡n (P ), tr¶n v¨n l  mët c¥u häi mð.

Trong c¡c b i to¡n d¤ng tr¶n chóng tæi th§y mët tr÷íng hñp kh¡ thó và

�â l  m°c dò h» {f(x) = 0, g(x) ≤ 0} væ nghi»m, nh÷ng câ mët d¢y {xn}
trong {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0} �º lim

n→∞
f(xn) = 0. Chóng tæi gåi h» n y câ "ti»m

cªn nghi»m t¤i væ h¤n". Bði t½nh thó và cõa v§n �· n y, chóng tæi chån �·

t i:

H» ph÷ìng tr¼nh bªc hai ti»m cªn nghi»m t¤i væ h¤n
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l m �· t i cho luªn v«n cõa m¼nh.

2. Möc �½ch nghi¶n cùu

� T¼m hiºu kh¡i ni»m, t½nh ch§t v  ùng döng cõa Ph¦n bò Schur.

� T¼m hiºu c¡c k¸t qu£ li¶n quan �¸n ma trªn bót ch¼ v  SD.

� X¡c �ành �i·u ki»n c¦n v  �õ �º h» hai ph÷ìng tr¼nh �a thùc bªc hai

nhi·u bi¸n câ nghi»m t¤i væ h¤n.

3. Nhi»m vö nghi¶n cùu

�åc v  tr¼nh b y l¤i mët sè k¸t qu£ nghi¶n cùu trong b i b¡o ti¸ng Anh

li¶n quan �¸n c¡c ph÷ìng tr¼nh bªc hai thæng qua ma trªn bót ch¼ cõa c¡c

t¡c gi£: Yong Hsia, Gang-Xuan Lin v  Ruey-Lin Sheu.

4. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu

� C¡c k¸t qu£ li¶n quan �¸n ma trªn bót ch¼ v  SD .

� H» ti»m cªn nghi»m t¤i væ h¤n.

5. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

� Tham kh£o b i b¡o [9] cõa c¡c t¡c gi£ Yong Hsia, Gang-Xuan Lin v 

Ruey-Lin Sheu v  t¼m hiºu 6 b i b¡o kh¡c.

� Khai th¡c c¡c k¸t qu£ li¶n quan �¸n ma trªn bót ch¼ �º gi£i quy¸t b i

to¡n (P ).

� Sû döng t½nh ch§t cõa Ph¦n bò Schur.

6. Nëi dung ch½nh v  k¸t qu£ mîi cõa luªn v«n

Ngo i ph¦n mð �¦u, k¸t luªn v  danh möc t i li»u tham kh£o, luªn v«n

n y gçm câ hai ch÷ìng.
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Ch÷ìng 1 tr¼nh b y ki¸n thùc chu©n bà câ li¶n quan �¸n nëi dung ch½nh

nh÷: Ph¥n t½ch suy bi¸n (SV D), Ma trªn gi£ nghàch �£o, Ma trªn nûa x¡c

�ành d÷ìng v  c¡c t½nh ch§t li¶n quan, ch²o hâa mët c¡ch �çng thíi hai ma

trªn, H m bªc hai nhi·u bi¸n.

Ch÷ìng 2 H» ti»m cªn nghi»m t¤i væ h¤n.

Chi ti¸t hâa v  l m rã hìn nhi·u nëi dung m  trong chùng minh t¡c gi£

khæng tr¼nh b y trong b i b¡o [9] .
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Ch÷ìng 1

Ki¸n thùc chu©n bà

1.1 Ph¥n t½ch suy bi¸n (SVD)

�ành l½ 1.1.1. Mët ma trªn Am×n b§t ký �·u câ thº ph¥n t½ch th nh d¤ng:

Am×n = Um×mΣm×n (Vn×n)
T . (1.1)

Trong �â, U,V l  c¡c ma trªn trüc giao, Σ l  ma trªn �÷íng ch²o (câ thº

khæng vuæng) vîi c¡c ph¦n tû tr¶n �÷íng ch²o σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr ≥ 0 = 0 =

· · · = 0 v  r l  h¤ng cõa ma trªn A.

Nhªn x²t 1.1.2. L÷u þ r¬ng m°c dò Σ khæng ph£i ma trªn vuæng, ta v¨n

câ thº coi nâ l  ma trªn ch²o n¸u c¡c th nh ph¦n kh¡c khæng cõa nâ ch¿ n¬m

ð và tr½ �÷íng ch²o, tùc t¤i c¡c và tr½ câ ch¿ sè h ng v  ch¿ sè cët l  nh÷ nhau.

Sè l÷ñng c¡c ph¦n tû kh¡c 0 trong Σ ch½nh l  rank cõa ma trªn A.

Chó þ r¬ng c¡ch biºu di¹n (1.1) khæng l  duy nh§t v¼ ta ch¿ c¦n �êi d§u

cõa c£ U v  V th¼ (1.1) v¨n tho£ m¢n. Tuy vªy, ng÷íi ta v¨n th÷íng dòng

'the SVD' thay v¼ 'a SVD'.

H¼nh 1 mæ t£ SVD cõa ma trªn Am×n trong hai tr÷íng hñp: m < n v 

m > n. Tr÷íng hñp m = n câ thº x¸p v o mët trong hai tr÷íng hñp tr¶n.
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H¼nh 1.1:

T¤m bä qua chi·u cõa méi ma trªn, tø (1.1) ta câ:

AAT = UΣV T
(
UΣV T

)T
= UΣV TV ΣTUT = UΣΣTUT = UΣΣTU−1.

(1.2)

D§u b¬ng cuèi còng x£y ra v¼ V TV = I do V l  mët ma trªn trüc giao.

Quan s¡t th§y r¬ng ΣΣT l  mët ma trªn �÷íng ch²o vîi c¡c ph¦n tû tr¶n

�÷íng ch²o l  σ2
1, σ

2
2, . . ..

Vªy (1.2) ch½nh l  ch²o hâa cõa AAT . Th¶m núa, σ2
1, σ

2
2, . . . ch½nh l  c¡c

gi¡ trà ri¶ng cõa AAT .

Ma trªn AAT luæn l  ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng n¶n c¡c gi¡ trà ri¶ng

cõa nâ l  khæng ¥m. C¡c σi l  c«n bªc hai cõa c¡c trà ri¶ng cõa AAT cán

�÷ñc gåi l  c¡c gi¡ trà ký dà cõa A. C¡i t¶n Singular Value Decomposition

xu§t ph¡t tø �¥y.

Công theo �â, méi cët cõa U ch½nh l  mët vector ri¶ng cõa AAT . Ta gåi

méi cët n y l  left-singular vectors cõa A.

T÷ìng tü nh÷ th¸, ATA = V ΣTΣV T v  c¡c cët cõa V cán �÷ñc gåi l  c¡c
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right-singular vectors cõa A.

V½ dö 1.1.3. Cho M =

 3 2 2

2 3 −2

, ta câ M = U · Σ · V †, trong �â

U =

 1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

, Σ =

 5 0 0

0 3 0

, V =


1√
2

− 1
3
√
2

−2
3

1√
2

1
3
√
2

2
3

0 −2
√
2

3
1
3

.

1.2 Ma trªn gi£ nghàch �£o

�ành ngh¾a 1.2.1. VîiA ∈ M(m,n), ma trªn gi£ nghàch �£o Moore�Penrose

(sau �¥y vi¸t gån l  gi£ nghàch �£o) cõa A �÷ñc �ành ngh¾a l  ma trªn

A+ ∈ M(n,m) thäa m¢n c£ bèn t½nh ch§t sau:

1. AA+A = A;

2. A+AA+ = A+;

3. (AA+)T = AA+;

4. (A+A)T = A+A.

V½ dö 1.2.2. Cho ma trªn A =


1 1 1

1 1 2

2 2 3

, d¹ th§y r¬ng det(A) = 0 (khæng

tçn t¤i ma trªn nghàch �£o cõa A), tuy nhi¶n gi£ nghàch �£o cõa A l 

A+ =
1

6


5 −4 1

5 −4 1

−6 6 0

 .

�ành l½ 1.2.3. Vîi méi ma trªn A câ duy nh§t A+ thäa m¢n 4 �i·u ki»n cõa

�ành ngh¾a 1.2.1.
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M»nh �· 1.2.4. - N¸u A kh£ nghàch, th¼ ma trªn nghàch �£o v  gi£ nghàch

�£o l  mët, tùc A+ = A−1.

- Gi£ nghàch �£o cõa ma trªn khæng l  chuyºn và cõa nâ.

- Gi£ nghàch �£o cõa gi£ nghàch �£o ch½nh l  ma trªn ban �¦u: (A+)+ = A.

�ành lþ sau �¥y cho ta mët c¡ch t½nh ma trªn gi£ nghàch �£o.

�ành l½ 1.2.5. - N¸u Σ = diag (σ1, . . . , σr, 0, . . . , 0) , trong �â σ1 ≥ · · · ≥
σr > 0 th¼

Σ† = diag
(
σ−1
1 , . . . , σ−1

r , 0, . . . , 0
)
.

- N¸u ph¥n t½ch suy bi¸n cõa A l  UΣV T th¼ A+ = V Σ+UT .

V½ dö 1.2.6. Cho A =


1 1 1

1 1 2

2 2 3

, ta câ A+ = V Σ+UT , trong �â

U =


0.333781 −0.745156 −0.57735

0.478433 0.66164 −0.57735

0.812214 −0.0835153 0.57735

 ; Σ+ =


1/5.07613 0 0

0 1/0.48255 0

0 0 0

 ;

V =


0.480019 −0.519212 −0.707107

0.480019 −0.519212 0.707107

0.734277 0.67885 0

 .

1.3 Ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng v  c¡c t½nh

ch§t li¶n quan

+ Ma trªn �èi xùng A ∈ Sn �÷ñc gåi l  x¡c �ành d÷ìng n¸u

xTAx > 0,∀x ∈ Rn, x ̸= 0. (1.3)
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+ Ma trªn �èi xùng A ∈ Sn �÷ñc gåi l  nûa x¡c �ành d÷ìng n¸u

xTAx ≥ 0,∀x ∈ Rn. (1.4)

+ A l  ma trªn x¡c �ành d÷ìng k½ hi»u A ≻ 0.

+ A l  ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng k½ hi»u A ⪰ 0.

T½nh ch§t:

A l  ma trªn �èi xùng, khi �â c¡c m»nh �· sau t÷ìng �÷ìng

- A l  ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng (x¡c �ành d÷ìng).

- c¡c gi¡ trà ri¶ng cõa A khæng ¥m (�·u d÷ìng).

-Tçn t¤i ma trªn B sao cho A = BTB ( Tçn t¤i ma trªn vuæng khæng suy

bi¸n B sao cho A = BTB ).

* Cho A ≻ 0 khi �â A B

BT C

 ⪰ 0 ⇔ C −BTA−1B ≥ 0. (1.5)

1.4 Ch²o hâa mët c¡ch �çng thíi hai ma trªn

�ành ngh¾a 1.4.1. Hai ma trªn vuæng còng c§p A,B �÷ñc gåi l  ch²o hâa

�÷ñc mët c¡ch �çng thíi, kþ hi»u l  SD (Simultaneous Diagonalization), n¸u

tçn t¤i ma trªn khæng suy bi¸n P sao cho P TAP v  P TBP l  c¡c ma trªn

�÷íng ch²o.
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V½ dö 1.4.2. Cho A :=



1 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0

0 0 9 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


B :=



1 2 0 0 3 0

2 5 1 0 0 0

0 1 7 0 0 0

0 0 0 2 2 0

3 0 0 2 5 0

0 0 0 0 0 0


.

Khi �â vîi

P :=



3.98 194.23 −0.21 0 0 0

7.09 −27.55 −0.29 0 0 0

1 1 1 0 0 0

3.98 194.22 −0.21 −0.45 −0.89 0

−3.98 −194.22 0.21 −0.89 0.45 0

0 0 0 0 0 1


,

ta câ

P TAP = diag(226, 40772, 9, 0, 0, 0), P TBP = diag(354,−93111, 7, 6, 1, 0).

1.5 H m bªc hai nhi·u bi¸n

�ành ngh¾a 1.5.1. H m bªc hai n bi¸n l  h m câ d¤ng

f (x) =
n∑
i,j

aijxixj + 2
n∑
k

akxk + a0, (1.6)

trong �â ½t nh§t mët trong c¡c h» sè aij, i, j = 1, 2, ..., n kh¡c 0.

11



Gi£ sû aij = aji, i, j = 1, 2, ..., n

A = (aij)n×n, a = [a1, a2, ..., an]
T , x = [x1, x2, ..., xn]

T

f (x) = xTAx+ 2aTx+ a0.

N¸u h m bªc hai f(x) bà ch°n d÷îi th¼ akk ≥ 0, k = 1, 2, ..., n, hìn núa

xTAx+ 2aTx+ a0 ≥ 0,∀x ∈ Rn ⇔

 A a

aT a0

 ⪰ 0. (1.7)

�ành ngh¾a 1.5.2 (Tªp lçi). Tªp D ⊂ Rn gåi l  tªp lçi n¸u

∀x, y ∈ D, λ ∈ [0, 1]

ta câ

λx+ (1− λ) y ∈ D.

�ành ngh¾a 1.5.3 (H m lçi). + H m sè f x¡c �ành tr¶n tªp lçi D �÷ñc gåi

l  h m lçi tr¶n D n¸u

f (λx+ (1− λ) y) ≤ λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y ∈ D, λ ∈ [0, 1] . (1.8)

+ H m f �÷ñc gåi l  h m lçi ch°t n¸u

f (λx+ (1− λ) y) < λf (x) + (1− λ) f (y) , ∀x, y ∈ D, λ ∈ (0, 1) . (1.9)

+ H m f l  h m lãm khi −f l  h m lçi.
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+ H m f l  h m tüa lçi tr¶n A n¸u

∀λ ∈ R, {x ∈ D|f (x) ≤ λ}

l  mët tªp lçi.

+ H m f gåi l  tüa lãm tr¶n D n¸u −f l  h m tüa lçi.

�ành ngh¾a 1.5.4. C¡c h m λf, f + g,max(f, g) �÷ñc �ành ngh¾a nh÷ sau:

(λf) (x) := λf (x) ;

(f + g) (x) := f (x) + g (x) ;

max (f, g) (x) := max {f (x) , g (x)} .

�ành l½ 1.5.5. Cho f l  h m lçi tr¶n tªp lçi A v  g l  h m lçi tr¶n tªp lçi

B. Lóc �â tr¶n A ∩B c¡c h m sau l  lçi

i) λf + βg, ∀λ, β ≥ 0,

ii) max (f, g) .

�ành l½ 1.5.6. Mët h m lçi x¡c �ành tr¶n tªp lçi A th¼ li¶n töc t¤i måi �iºm

trong cõa A.

+ Chó þ: H m lçi x¡c �ành tr¶n tªp lçi th¼ li¶n töc t¤i måi �iºm trong,

ch÷a ch­c li¶n töc tr¶n �iºm bi¶n.

+ K½ hi»u f ′(a) ho°c ▽f(a) l  �¤o h m cõa f t¤i a.

V½ dö 1.5.7. + H m sè y = ax+ b l  h m lçi.

+ H m sè f(x) = aTx+ b vøa lçi, vøa lãm.

H m f(x) = trace(ATX) + b, trace l  h m sè t½nh têng c¡c gi¡ trà tr¶n

�÷íng ch²o cõa mët ma trªn vuæng A l  mët ma trªn câ còng chi·u vîi X.
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+ H m sè f(x) = ax2 + bx + c l  h m lçi n¸u a > 0 v  h m lãm n¸u

a < 0.

+ H m sè f(x) = xTAx+ bTx+C, vîi A l  ma trªn �èi xùng câ sè h ng

b¬ng sè ph¦n tû cõa x, x = [x1, x2, ..., xn]
T , b l  ma trªn b§t k¼ còng chi·u

vîi x, c l  h¬ng sè b§t ký.

N¸u A l  ma trªn (nûa) x¡c �ành d÷ìng th¼ f(x) l  h m lçi.

N¸u A l  ma trªn (nûa) x¡c �ành ¥m th¼ f(x) l  h m lãm.
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Ch÷ìng 2

H» ti»m cªn nghi»m t¤i væ

h¤n

2.1 Ph¦n bò Schur

Chó þ r¬ng n¸u M l  ma trªn �èi xùng th¼ tçn t¤i c¡c ma trªn �èi xùng A,C

v  ma trªn B sao cho

M =

 A B

B⊤ C

 ,

gi£ sû detC ̸= 0 khi �â A−BC−1B⊤ �÷ñc gåi l  ph¦n bò Schur cõa C.

Ta câ �¯ng thùc sau

M =

 A B

B⊤ C

 =

 I BC−1

0 I

 A−BC−1B⊤ 0

0 C

 I BC−1

0 I

⊤

,

nh÷ mët h» qu£, ta câ �i·u ki»n �º kiºm tra r¬ng li»u A câ x¡c �ành d÷ìng

(nûa x¡c �ành d÷ìng) hay khæng.
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M»nh �· 2.1.1. Gi£ sû M l  mët ma trªn �èi xùng v  �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng

M =

 A B

B⊤ C

 .

N¸u C kh£ nghàch th¼ c¡c kh¯ng �ành sau �¥y l  �óng:

(1) M ≻ 0 n¸u v  ch¿ n¸u C ≻ 0 v  A−BC−1B⊤ ≻ 0.

(2) Gi£ sû C ≻ 0 th¼ M ⪰ 0 n¸u v  ch¿ n¸u A−BC−1B⊤ ⪰ 0.

Chùng minh (1) �º þ r¬ng I BC−1

0 I

−1

=

 I −BC−1

0 I


v  ta bi¸t r¬ng måi ma trªn �èi xùng, T , v  måi ma trªn kh£ nghàch, N , ma

trªn T l  x¡c �ành d÷ìng (T ≻ 0) n¸u v  ch¿ n¸u NTN⊤ (t§t nhi¶n ma trªn

n y công l  �èi xùng) l  x¡c �ành d÷ìng
(
NTN⊤ ≻ 0

)
. Hìn núa, mët ma

trªn khèi l  x¡c �ành d÷ìng n¸u v  ch¿ n¸u méi khèi l  x¡c �ành d÷ìng, �i·u

ph£i chùng minh.

(2) Nâ �÷ñc suy ra tø t½nh ch§t måi ma trªn �èi xùng, T , v  måi ma trªn

kh£ nghàch, N , ma trªn T l  nûa x¡c �ành d÷ìng (T ⪰ 0) n¸u v  ch¿ n¸u

NTN⊤ l  nûa x¡c �ành d÷ìng (NTN⊤ ⪰ 0). □

Mët phi¶n b£n kh¡c cõa M»nh �· 2.1.1 l  sû döng ph¦n bò Schur cõa A

thay v¼ ph¦n bò Schur cõa C. Chùng minh t÷ìng tü m»nh �· tr¶n.

M»nh �· 2.1.2. Gi£ sû M l  mët ma trªn �èi xùng v  �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng

M =

 A B

B⊤ C

 .
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N¸u A is kh£ nghàch th¼ c¡c kh¯ng �ành sau l  �óng:

(1) M ≻ 0 n¸u v  ch¿ n¸u A ≻ 0 v  C −B⊤A−1B ≻ 0.

(2) Gi£ sû A ≻ 0, th¼ M ⪰ 0 n¸u v  ch¿ n¸u C −B⊤A−1B ⪰ 0.

Sau �¥y l  mët minh håa vi»c ¡p döng M»nh �· 2.1.2 (2). X²t r ng buëc

sau

(Ax+ b)⊤(Ax+ b) ≤ c⊤x+ d, (2.1)

trong �â A ∈ Mn(R), x, b, c ∈ Rn v  d ∈ R. V¼ rã r ng I = In l  kh£ nghàch

v  I ≻ 0, ta câ  I Ax+ b

(Ax+ b)⊤ c⊤x+ d

 ⪰ 0 (2.2)

n¸u v  ch¿ n¸u c⊤x + d − (Ax + b)⊤(Ax + b) ⪰ 0, n¸u v  ch¿ n¸u (Ax +

b)⊤(Ax + b) ≤ c⊤x + d, v¼ ma trªn c⊤x + d − (Ax + b)⊤(Ax + b) l  ph¦n

bò Schur cõa I trong ma trªn tr¶n. Vªy ta �¢ chuyºn �÷ñc r ng buëc khæng

tuy¸n t½nh 2.1 v· r ng buëc tuy¸n t½nh cõa c¡c ma trªn �èi xùng 2.2.

Khi ma trªn C l  suy bi¸n (ho°c A l  suy bi¸n), ta v¨n câ thº �÷a ra �°c

tr÷ng cho ma trªn �èi xùng , M , nh÷ tr¶n l  nûa x¡c �ành d÷ìng, nh÷ng

ph£i dòng mët phi¶n b£n kh¡c cõa ph¦n bò Schur li¶n quan �¸n ma trªn gi£

nghàch �£o cõa C, nâ l  A−BC†B⊤ (ho°c ph¦n bò Schur C −B⊤A†B, cõa

A). Nh÷ng tr÷îc ti¶n ta c¦n l m rã khi mët h m bªc hai d¤ng 1
2x

⊤Px+ x⊤b

câ gi¡ trà nhä nh§t, trong �â P l  mët ma trªn �èi xùng. Ta vi¸t l¤i v§n �·

n y nh÷ sau

minimize f(x) =
1

2
x⊤Px+ x⊤b,

nâ s³ khæng câ nghi»m trø khi P v  b thäa m¢n mët sè �i·u ki»n nh§t �ành.

17



M»nh �· 2.1.3. N¸u P l  mët ma trªn �èi xùng kh£ nghàch, th¼ h m sè

f(x) =
1

2
x⊤Px+ x⊤b

câ gi¡ trà nhä nh§t n¸u v  ch¿ n¸u P ⪰ 0, khi �â nâ �¤t gi¡ trà nhä nh§t t¤i

x∗ = −P−1b, v  gi¡ trà nhä nh§t cõa f l 

f
(
−P−1b

)
= −1

2
b⊤P−1b.

Chùng minh. �º þ r¬ng

1

2

(
x+ P−1b

)⊤
P
(
x+ P−1b

)
=

1

2
x⊤Px+ x⊤b+

1

2
b⊤P−1b.

Do �â,

f(x) =
1

2
x⊤Px+ x⊤b =

1

2

(
x+ P−1b

)⊤
P
(
x+ P−1b

)
− 1

2
b⊤P−1b.

N¸u P câ gi¡ trà ri¶ng ¥m, gi£ sû nâ l  −λ (vîi λ > 0), ta l§y b§t ký mët

gi¡ trà ri¶ng, u, cõa P t÷ìng ùng vîi −λ, khi �â måi α ∈ R vîi α ̸= 0, ta l§y

x = αu− P−1b, bði Pu = −λu ta câ

f(x) =
1

2

(
x+ P−1b

)⊤
P
(
x+ P−1b

)
− 1

2
b⊤P−1b

=
1

2
αu⊤Pαu− 1

2
b⊤P−1b

= −1

2
α2λ∥u∥22 −

1

2
b⊤P−1b.

V¼ α câ thº l§y lîn tòy þ v  λ > 0, ta th§y ngay r¬ng f khæng bà ch°n d÷îi.

V  do �â, �º f câ gi¡ trà nhä nh§t, ta ph£i câ P ⪰ 0. Vîi tr÷íng hñp n y, v¼(
x+ P−1b

)⊤
P
(
x+ P−1b

)
≥ 0, rã r ng gi¡ trà nhä nh§t cõa f �¤t �÷ñc khi

x+ P−1b = 0, ngh¾a l , x = −P−1b.
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M»nh �· 2.1.4. N¸u P l  mët ma trªn �èi xùng, khi �â h m

f(x) =
1

2
x⊤Px+ x⊤b

câ gi¡ trà nhä nh§t n¸u v  ch¿ n¸u P ⪰ 0 v 
(
I − PP †) b = 0, trong tr÷íng

hñp n y gi¡ trà nhä nh§t cõa f l 

p∗ = −1

2
b⊤P †b.

Hìn núa, n¸u P = U⊤ΣU l  mët ph¥n t½ch SV D cõa P , khi �â gi¡ trà nhä

nh§t �¤t t¤i måi x ∈ Rn d¤ng

x = −P †b+ U⊤

 0

z

 ,

vîi måi z ∈ Rn−r, trong �â r l  h¤ng cõa P .

Chùng minh Tr÷íng hñp P l  kh£ nghàch �¢ �÷ñc th£o luªn ð M»nh �·

2.1.3 do �â, ta gi£ sû r¬ng P l  suy bi¸n. N¸u P câ h¤ng r < n, th¼ ta câ thº

ch²o hâa P nh÷ sau

P = U⊤

 Σr 0

0 0

U,

trong �â U l  mët ma trªn trüc giao v  Σr l  mët r× r ma trªn �÷íng ch²o

kh£ nghàch. Ti¸p theo, ta câ

f(x) =
1

2
x⊤U⊤

 Σr 0

0 0

Ux+ x⊤U⊤Ub

=
1

2
(Ux)⊤

 Σr 0

0 0

Ux+ (Ux)⊤Ub.
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N¸u ta vi¸t Ux =

 y

z

 v  Ub =

 c

d

, vîi y, c ∈ Rr v  z, d ∈ Rn−r, ta

câ

f(x) =
1

2
(Ux)⊤

 Σr 0

0 0

Ux+ (Ux)⊤Ub

=
1

2

(
y⊤z⊤

) Σr 0

0 0

 y

z

+
(
y⊤z⊤

) c

d


=

1

2
y⊤Σry + y⊤c+ z⊤d

Vîi y = 0, ta câ

f(x) = z⊤d

do �â n¸u d ̸= 0, h m f khæng bà ch°n d÷îi. Do �â, n¸u f câ gi¡ trà nhä

nh§t, th¼ d = 0. Tuy nhi¶n, d = 0 câ ngh¾a l  Ub =

 c

0

 v  ta bi¸t r¬ng b

thuëc rangeP , �i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi
(
I − PP †) b = 0. N¸u d = 0 th¼

f(x) =
1

2
y⊤Σry + y⊤c.

X²t h m sè g : Rr → R �÷ñc cho bði

g(y) =
1

2
y⊤Σry + y⊤c, y ∈ Rr.

V¼  y

z

 = U⊤x

v  U⊤ l  kh£ nghàch (nâ l  nghàch �£o cõa U ), khi x thay �êi tr¶n to n bë

Rn, y công thay �êi tr¶n to n bë Rr, v  v¼ f(x) = g(y), h m sè f �¤t gi¡
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trà nhä nh§t n¸u v  ch¿ n¸u g �¤t gi¡ trà nhä nh§t. V¼ Σr l  kh£ nghàch, bði

M»nh �· 2.1.3, h m sè g �¤t gi¡ trà nhä nh§t n¸u v  ch¿ n¸u Σr ⪰ 0, �i·u

n y t÷ìng �÷ìng vîi P ⪰ 0.

Do �â, ta �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng n¸u f �¤t gi¡ trà nhä nh§t th¼(
I − PP †) b = 0 v  P ⪰ 0. Ng÷ñc l¤i, n¸u

(
I − PP †) b = 0, th¼

Ub =

 c

0


do �â

f(x) = g(y) =
1

2
y⊤Σry + y⊤c,

v  bði v¼ P ⪰ 0, ta công câ Σr ⪰ 0, do �â g v  f �¤t gi¡ trà nhä nh§t.

Khi c¡c �i·u ki¶n tr¶n �÷ñc thäa m¢n, v¼

P = U⊤

 Σr 0

0 0

U

l  nûa x¡c �ành d÷ìng, ma trªn gi£ nghàch �£o P † cõa P �÷ñc cho bði

P † = U⊤

 Σ−1
r 0

0 0

U

v  v¼

f(x) = g(y) =
1

2
y⊤Σry + y⊤c,

bði M»nh �· 2.1.3 gi¡ trà nhä nh§t cõa g �¤t �÷ñc n¸u v  ch¿ n¸u y∗ = −Σ−1
r c.

V¼ f(x) l  �ëc lªp �èi vîi z, ta câ thº chån z = 0, v  v¼ d = 0, vîi x∗ cho bði

Ux∗ =

 −Σ−1
r c

0

 v  Ub =

 c

0


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ta suy ra r¬ng

x∗ = U⊤

 −Σ−1
r c

0

 = U⊤

 −Σ−1
r 0

0 0

 c

0

 =

U⊤

 −Σ−1
r 0

0 0

Ub = −P †b.

(2.3)

v  gi¡ trà nhä nh§t cõa f l 

f (x∗) =
1

2

(
−P †b

)⊤
P
(
−P †b

)
+b⊤

(
−P †b

)
= b⊤P †PP †b−b⊤P †b = −1

2
b⊤P †b,

v¼ P † l  �èi xùng v  P †PP † = P †. Vîi b§t ký x ∈ Rn câ d¤ng

x = −P †b+ U⊤

 0

z

 , z ∈ Rn−r,

v¼

x = −P †b+U⊤

 0

z

 = U⊤

 −Σ−1
r c

0

+U⊤

 0

z

 = U⊤

 −Σ−1
r c

z

 ,

v  v¼ f(x) l  �ëc lªp �îi vîi z (v¼ f(x) = g(y) ), ta câ

f(x) = f (x∗) = −1

2
b⊤P †b,

�i·u ph£i chùng minh. □

B¥y gií chóng ta quy l¤i vîi v§n �· t¼m �°c tr÷ng �º ma trªn �èi xùng,

M =

 A B

B⊤ C

, l  nûa x¡c �ành d÷ìng. Do �â, chóng ta c¦n bi¸t khi n o

th¼

f(x, y) =
(
x⊤y⊤

) A B

B⊤ C

 x

y

 = x⊤Ax+ 2x⊤By + y⊤Cy
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câ gi¡ trà nhä nh§t vîi ©n x v  y. Cè �ành y nh÷ l  h¬ng sè, M»nh �· 2.1.4 suy

ra r¬ng f(x, y) câ gi¡ trà nhä nh§t n¸u v  ch¿ n¸u A ⪰ 0 v 
(
I − AA†)By = 0

v  do �â, gi¡ trà nhä nh§t l 

f (x∗, y) = −y⊤B⊤A†By + y⊤Cy = y⊤
(
C −B⊤A†B

)
y.

V¼ chóng ta c¦n f(x, y) bà ch°n d÷îi vîi måi x, y, ta ph£i câ
(
I − AA†)B = 0.

B¥y gií, f (x∗, y) câ gi¡ trà nhä nh§t n¸u v  ch¿ n¸u C−B⊤A†B ⪰ 0. Do �â,

ta �¢ chùng minh r¬ng f(x, y) câ gi¡ trà nhä nh§t vîi ©n x, y n¸u v  ch¿ n¸u

A ⪰ 0,
(
I − AA†)B = 0, C −B⊤A†B ⪰ 0.

K¸t qu£ t÷ìng tü s³ �¤t �÷ñc khi ta cè �ành x, k¸t hñp chóng l¤i ta câ k¸t

qu£ sau.

�ành l½ 2.1.5. Cho tr÷îc mët ma trªn �èi xùng, M =

 A B

B⊤ C

, c¡c

kh¯ng �ành sau l  t÷ìng:

(1) M ⪰ 0 (M l  nûa x¡c �ành d÷ìng).

(2) A ⪰ 0,
(
I − AA†)B = 0, C −B⊤A†B ⪰ 0.

(3) C ⪰ 0,
(
I − CC†)B⊤ = 0, A−BC†B⊤ ⪰ 0.

N¸u M ⪰ 0 nh÷ trong �ành lþ 2.1.5, th¼ ta d¹ d ng kiºm tra r¬ng ph¥n

t½ch nh¥n tû sau (sû döng t½nh ch§t A†AA† = A† v  C†CC† = C† ): A B

B⊤ C

 =

 I BC†

0 I

 A−BC†B⊤ 0

0 C

 I 0

C†B⊤ I


v   A B

B⊤ C

 =

 I 0

B⊤A† I

 A 0

0 C −B⊤A†B

 I A†B

0 I

 .
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2.2 C¡c k¸t qu£ li¶n quan �¸n ma trªn bót

ch¼ v  SD

Vîi c¡c ma trªn �èi xùng A,B, ta kþ hi»u

I≻(A,B) := {σ ∈ R | A+ σB ≻ 0}, (2.4)

I⪰(A,B) := {σ ∈ R | A+ σB ⪰ 0}, (2.5)

II≻(A,B) :=
{
(µ, σ) ∈ R2 | µA+ σB ≻ 0

}
, (2.6)

II⪰(A,B) :=
{
(µ, σ) ∈ R2 | µA+ σB ⪰ 0

}
, (2.7)

Q(A) :=
{
v | vTAv = 0

}
, (2.8)

N(A) := {v | Av = 0}. (2.9)

C¡c kþ hi»u I≻(A,B), I⪰(A,B), II≻(A,B), II⪰(A,B) �÷ñc gåi chung l  c¡c

ma trªn bót ch¼.

Ta câ k¸t qu£ sau nâi �i·u ki»n kh¡c réng cõa I⪰(A,B).

�ành l½ 2.2.1 ([9]). N¸u A,B ∈ Rn×n l  c¡c ma trªn �èi xùng v  B l  khæng

x¡c �ành, th¼ I⪰(A,B) ̸= ∅ n¸u v  ch¿ n¸u

wTAw ≥ 0,∀w ∈ Q(B). (2.10)

Chùng minh (=⇒): l  hiºn nhi¶n.

(⇐=): Ta lªp hai tªp nh÷ sau

F1 =
{
t ∈ R | x ∈ Rn, xT (−B)x ≥ 0 ⇒ xTA(t)x ≥ 0

}
,

F2 =
{
t ∈ R | x ∈ Rn, xTBx ≥ 0 ⇒ xTA(t)x ≥ 0

}
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trong �â A(t) = A+ tB. N¸u tçn t¤i t0 ∈ R sao cho t0 ∈ F1 ∩ F2, th¼ A (t0)

l  nûa x¡c �ành d÷ìng, do �â nhúng g¼ ta c¦n chùng minh l  ph¦n giao cõa

F1 v  F2 l  kh¡c réng.

Rã r ng 2.10 suy ra r¬ng, vîi måi t ∈ R,

xTBx = 0 ⇒ xTA(t)x ≥ 0, (2.11)

ta câE(t) ⊂ C∪D, ð �¥y 3 tªp �÷ñc x¡c �ành bðiE(t) =
{
x ∈ Rn | xTA(t)x < 0

}
, C ={

x ∈ Rn | xTBx > 0
}
, D =

{
x ∈ Rn | xTBx < 0

}
.

Tªp E(t) câ nhi·u nh§t 2 th nh ph¦n li¶n thæng, c£ hai �èi xùng vîi nhau

qua gèc tåa �ë; c¡c tªp C v  D, hñp l¤i l  khæng li¶n thæng, chóng công �èi

xùng vîi nhau qua gèc tåa �ë. V¼ b§t ký th nh ph¦n li¶n thæng n o cõa E(t)

�·u ph£i chùa trong C ho°c trong D, do �â, bði t½nh �èi xùng, E(t) ph£i

n¬m trong C ho°c trong D vîi måi t ∈ R. Mët c¡ch t÷ìng �÷ìng, t thuëc

v o hñp cõa F1 v  F2 vîi måi t ∈ R, ngh¾a l , F1 ∪ F2 = R.

V¼ B khæng x¡c �ành, n¶n tçn t¤i x1 ∈ Rn sao cho xT1Bx1 < 0. Vîi gi¡ trà

�õ lîn t1, x
T
1A (t1)x1 < 0 �¤t �÷ñc n¶n F2 l  khæng réng (t1 ∈ F2). Hìn núa,

vîi lþ do t÷ìng tü ta câ F1 l  kh¡c réng.

V¼ A(t) l  li¶n töc, c£ hai F1 v  F2 l  hai tªp �âng kh¡c réng, v  chóng

câ giao kh¡c réng khi F1 ∪ F2 = R. �i·u ph£i chùng minh. □

V½ dö sau �¥y ch¿ ra r¬ng, gi£ thi¸t B l  khæng x¡c �ành ð �ành lþ 2.2.1

l  c¦n thi¸t.

V½ dö 2.2.2. Vîi

A =


−1 1 1

1 1 0

1 0 0

 , B =


1 0 0

0 0 0

0 0 0


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D¹ d ng th§y r¬ng n¸u xTBx = 0 th¼ x = (0, x2, x3)
T , v  xTAx ≥ 0. Nh÷ng

vîi M = A+ tB, ta câ m33 = 0 v  m31 = 1. Do �â, vîi måi t ∈ R,M khæng

thº l  nûa x¡c �ành d÷ìng.

�ành l½ 2.2.3 ([4]). N¸u A,B ∈ Rn×n l  c¡c ma trªn �èi xùng th¼ I≻(A,B) ̸=
∅ n¸u v  ch¿ n¸u

wTAw > 0,∀w ∈ Q(B), w ̸= 0. (2.12)

Hìn núa, II≻(A,B) ̸= ∅ suy ra r¬ng

Q(A) ∩Q(B) = {0}, (2.13)

nâ công l  �i·u ki»n �õ n¸u n ≥ 3.

Chùng minh. V¼ �i·u ki»n �õ l  hiºn nhi¶n, chóng ta ch¿ c¦n chùng minh

�i·u ki»n c¦n. N¸u B ho°c −B l  nûa x¡c �ành d÷ìng, th¼ tçn t¤i ma trªn

kh£ nghàch P sao cho

P TAP =

 A11 A12

A21 A22

 , P TBP =

 ±Ir 0

0 0

 ,

d¹ d ng th§y r¬ng (Px)TB(Px) = 0 suy ra v²c tì kh¡c khæng x =

 0

u


sao cho uTA22u > 0; ngh¾a l , A22 l  x¡c �ành d÷ìng. Do �â tçn t¤i sè d÷ìng

�õ lîn t sao cho ho°c A+ tB ho°c A− tB l  x¡c �ành d÷ìng (�i·u n y suy

ra tø c¡c M»nh �· 2.1.1, 2.1.2 v· ph¦n bò Schur).

M°t kh¡c, n¸u ta gi£ sû r¬ng B l  khæng x¡c �ành, tø gi£ thi¸t (2.12), v§n

�· sau

ε0 = min
{
xTAx | xTBx = 0, ∥x∥2 = 1, x ∈ Rn

}
(2.14)
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câ bà ch°n d÷îi l  0. V¼
{
x | xTBx = 0, ∥x∥2 = 1

}
l  mët tªp �âng, b i to¡n

(2.14) l  gi£i �÷ñc do �â tçn t¤i z ∈ E sao cho zTAz = ε0. N¶n z ̸= 0 v 

zTBz = 0 suy ra ε0 = zTAz > 0. �i·u ki»n (2.12) trð th nh

x ̸= 0, xTBx = 0 ⇒ xT (A− ε0I)x ≥ 0.

Bði �ành lþ 2.2.1), tçn t¤i tham sè t ∈ R sao cho (A− ε0I) + tB l  nûa x¡c

�ành d÷ìng ho°c A+ tB l  x¡c �ành d÷ìng. �i·u ph£i chùng minh. □

Bê �· 2.2.4 ([4]). Tªp I≻(A,B) v  I⪰(A,B) �·u l  c¡c kho£ng trong R.

Bê �· 2.2.5 ([4]). II≻(A,B) =
{
(λ, ν) ∈ R2 | λA+ νB ≻ 0

}
̸= ∅ suy ra

r¬ng A v  B l  ch²o hâa �÷ñc mët c¡ch �çng thíi (SD). Khi n ≥ 3, II≻(A,B) ̸=
∅ công l  �i·u ki»n �õ �º cho A v  B l  ch²o hâa �çng thíi (SDC).

K¸t qu£ sau �¥y nâi v· c¡c �i·u ki»n li¶n quan �¸n sü kh¡c réng cõa tªp

I⪰(A,B) (�ành lþ 2.2.6, �ành lþ 2.2.7).

�ành l½ 2.2.6. Gi£ sû A,B ∈ Rn×n l  c¡c ma trªn �èi xùng v  gi£ sû

I⪰(A,B) ̸= ∅. N¸u I⪰(A,B) l  tªp gçm mët �iºm th¼ B l  khæng x¡c �ành

v  I≻(A,B) = ∅. Ng÷ñc l¤i, I⪰(A,B) l  mët kho£ng v 

- (a) Q(A) ∩Q(B) = N(A) ∩N(B).

- (b) N(A + σB) = N(A) ∩ N(B), vîi måi σ thuëc ph¦n trong cõa

I⪰(A,B).

- (c) A,B l  ch²o hâa �çng thíi.

Chùng minh. Gi£ sû I⪰(A,B) = {σ} l  tªp gçm mët �iºm. Khi �â vîi b§t

ký σ1 < σ < σ2, khæng ph£i A + σ1B công khæng ph£i A + σ2B l  nûa x¡c
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�ành d÷ìng. Tçn t¤i c¡c v²c tì v1 v  v2 sao cho

0 > vT1 (A+ σ1B) v1 = vT1 (A+ σB)v1 + (σ1 − σ) vT1 Bv1 ≥ (σ1 − σ) vT1 Bv1

0 > vT2 (A+ σ2B) v2 = vT2 (A+ σB)v2 + (σ2 − σ) vT2 Bv2 ≥ (σ2 − σ) vT2 Bv2.

Nâ k²o theo kh¯ng �ành sau

vT1 Bv1 > 0 v  vT2 Bv2 < 0,

do �â B l  khæng x¡c �ành. Hìn núa, gi£ sû câ mët sè σ̂ ∈ I≻(A,B) sao cho

A + σ̂B ≻ 0. Khi �â, A + σB ≻ 0 vîi σ ∈ (σ̂ − δ, σ̂ + δ) v  vîi sè �õ nhä

δ > 0, �i·u n y m¥u thu©n vîi gi£ thi¸t r¬ng I⪰(A,B) l  tªp mët �ìn.

B¥y gií gi£ sû r¬ng I⪰(A,B) khæng réng công khæng ph£i l  tªp �ìn �iºm.

�p döng Bê �· 2.2.4 ta câ I⪰(A,B) l  mët kho£ng.

�º chùng minh (a), ta chån σ1, σ2 ∈ I⪰(A,B) vîi σ1 ̸= σ2. N¸u x ∈
Q(A)∩Q(B), ta câ xT (A+ σ1B)x = 0. V¼ A+σ1B ⪰ 0, xT (A+ σ1B)x = 0

suy ra r¬ng (A+ σ1B)x = 0. T÷ìng tü, ta câ (A+ σ2B)x = 0. Do �â,

0 = (A+ σ1B)x− (A+ σ2B)x = (σ1 − σ2)Bx,

suy ra r¬ng Bx = 0. Nâ công suy ra Ax = 0. Nâi c¡ch kh¡c, Q(A)∩Q(B) ⊆
N(A) ∩ N(B). V¼ d¹ d ng th§y r¬ng N(A) ∩ N(B) ⊆ Q(A) ∩ Q(B), ta câ

kh¯ng �ành (a).

�º chùng minh (b), ta chån σ1, σ, σ2 ∈ int (I⪰(A,B)) sao cho σ1 < σ < σ2.

Khi �â, vîi måi x ∈ Rn,

0 ≤ xT (A+ σ1B)x = xT (A+ σB)x+ (σ1 − σ)xTBx,

0 ≤ xT (A+ σ2B)x = xT (A+ σB)x+ (σ2 − σ)xTBx,
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nâ suy ra r¬ng

0 ≤ xTBx ≤ 0,

v  do �â xTBx = 0. Hìn núa, n¸u x ∈ N(A+σB), th¼ khæng ch¿ (A+σB)x =

0, m  ta cán câ xT (A+ σB)x = 0. V¼ xTBx = 0, n¶n xTAx = 0. Bði kh¯ng

�ành (a), ta �¢ chùng minh �÷ñc r¬ng

N(A+ σB) ⊆ Q(A) ∩Q(B) = N(A) ∩N(B).

V¼ N(A)∩N(B) ⊆ N(A+ σB) vîi σ ∈ Int (I⪰(A,B)), ta th§y r¬ng N(A+

σB) l  b§t bi¸n vîi måi σ ∈ int (I⪰(A,B) ), v  nh÷ th¸ kh¯ng �ành (b) �÷ñc

chùng minh.

Vîi kh¯ng �ành (c), gi£ sû V ∈ Rn×r l  ma trªn cì sð cõa N(A + σB)

vîi σ ∈ Int (I⪰(A,B)) n o �â, trong �â r = dim(N(A + σB)). Mð rëng V

th nh mët ma trªn khæng suy bi¸n [UV ] ∈ Rn×n sao cho UTU l  khæng suy

bi¸n v  UTV = 0. Khi �â, UT

V T

 (A+ σB)[UV ] =

 UT (A+ σB)U UT (A+ σB)V

V T (A+ σB)U V T (A+ σB)V


=

 UTAU + σUTBU 0

0 0

 .

H» qu£ l ,

UTAU + σUTBU ≻ 0, (2.15)

nâ �÷ñc kiºm tra bði vi»c ¡p döng uT v  u, u ∈ Rn−r, v o UTAU +σUTBU .

N¶n,
(
uTUT

)
(A+ σB)(Uu) = 0 n¸u v  ch¿ n¸u (A+ σB)(Uu) = 0. V¼ U l 

ph¦n bò trüc giao cõa V , n¶n u = 0.
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Bði Bê �· 2.2.5 UTAU v  UTBU l  ch²o hâa �çng thíi (ngh¾a l  tçn t¤i

ma trªn vuæng khæng suy bi¸n U1 sao cho c£ hai UT
1 U

TAUU1 v  UT
1 U

TBUU1

�·u câ d¤ng ch²o. Gi£ sû W l  ma trªn sao cho U1 0

0 W


l  khæng suy bi¸n. Bði kh¯ng �ành (b), V sinh ra N(A) ∩ N(B) v  do �â

AV = BV = 0. Do �â UT
1 0

0 W T

 UT

V T

A
[
U V

]  U1 0

0 W

 =

 UT
1 U

TAUU1 0

0 0

;
 UT

1 0

0 W T

 UT

V T

B
[
U V

]  U1 0

0 W

 =

 UT
1 U

TBUU1 0

0 0

.
Suy ra, A v  B l  ch²o hâa �çng thíi. Kh¯ng �ành (c) �÷ñc chùng minh.

�ành l½ 2.2.7. Gi£ sû A,B ∈ Rn×n l  c¡c ma trªn �èi xùng, Q(A)∩Q(B) =

N(A) ∩N(B) v 

dim{N(A) ∩N(B)} ≤ n− 3. (2.16)

Khi �â,

- (a′) II≻
(
UTAU,UTBU

)
̸= ∅ trong �â U l  ma trªn cì sð sinh ra ph¦n

bò trüc giao cõa N(A) ∩N(B);

- (b′) II⪰(A,B) ̸= ∅;
- (c′) A,B l  ch²o hâa �çng thíi.

Chùng minh. Vîi c¡c kþ hi»u �¢ dòng nh÷ trong �ành lþ 2.2.6 ta gi£ sû

V ∈ Rn×r l  ma trªn cì sð cõa N(A) ∩ N(B), r = dim(N(A) ∩ N(B)), v 
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ta bê sung V th nh ma trªn khæng suy bi¸n [UV ] ∈ Rn×n sao cho UTU l 

khæng suy bi¸n v  UTV = 0. Vîi måi x ∈ Q
(
UTAU

)
∩ Q

(
UTBU

)
, ta câ

xTUTAUx = xTUTBUx = 0 v  do �â Ux ∈ Q(A) ∩ Q(B). Bði gi£ thi¸t,

Q(A) ∩Q(B) = N(A) ∩N(B), ph£i tçn t¤i z ∈ Rr sao cho

Ux = V z.

Do �â,

x =
(
UTU

)−1
UTV z = 0,

nâ cho th§y r¬ng

Q
(
UTAU

)
∩Q

(
UTBU

)
= {0}. (2.17)

Tø gi£ thi¸t (2.16) suy ra r¬ng

dim
(
UTAU

)
= dim

(
UTBU

)
= n− r ≥ 3.

Theo �ành lþ 2.2.3 v  (2.17) suy ra r¬ng

II≻
(
UTAU,UTBU

)
̸= ∅. (2.18)

Ngh¾a l , tçn t¤i (µ, σ) ∈ R2 sao cho µ
(
UTAU

)
+ σ

(
UTBU

)
≻ 0, �i·u n y

chùng minh kh¯ng �ành (a').

B¥y gií, vîi y ∈ Rn, ta câ thº vi¸t y = Uu+V v, trong �â u ∈ Rn−r, v ∈ Rr.

N¶n,

yT (µA+ σB)y

=
(
uTUT + vTV T

)
(µA+ σB)(Uu+ V v)

=uT
(
µUTAU + σUTBU

)
u ≥ 0
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nâ chùng minh r¬ng II⪰(A,B) ̸= ∅. Tø (2.18) v  Bê �· 2.2.5. Mët l¦n núa

ta câ UTAU v  UTBU l  ch²o hâa �÷ñc mët c¡ch �çng thíi. Ph¦n cán l¤i

cõa chùng minh t÷ìng tü vîi chùng minh ph¦n (c) cõa �ành lþ 2.2.6, ta câ

A,B l  ch²o hâa �÷ñc mët c¡ch �çng thíi. □

Chó þ 2.2.8. Khi Q(A) ∩ Q(B) = {0}, gi£ thi¸t cõa �ành lþ 2.2.7 trð

th nh N(A) ∩ N(B) = {0}. Vîi tr÷íng hñp n y, �i·u ki»n sè chi·u cõa

(2.16) l  t÷ìng �÷ìng vîi n ≥ 3 v  ma trªn cì sð cõa U l  In, ma trªn

�ìn và c§p n. Tø kh¯ng �ành (a') trong �ành lþ 2.2.7 ta �i �¸n k¸t qu£

II≻(A,B) ̸= ∅. Nâi c¡ch kh¡c, ta �¢ mð rëng ph¦n k¸t luªn cõa �ành lþ 2.2.3

th nh "Q(A) ∩Q(B) = {0} v  n ≥ 3" suy ra "II(A,B) ̸= ∅".

Tø �ành lþ tr¶n 2.2.7 ta câ h» qu£ nâi v· �i·u ki»n �õ �º mët c°p ma trªn

câ thº �÷ñc ch²o hâa mët c¡ch �çng thíi.

H» qu£ 2.2.9. Gi£ sû A,B ∈ Rn×n l  c¡c ma trªn �èi xùng. N¸u mët trong

c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

- (S1) I⪰(A,B) chùa nhi·u hìn mët �iºm;

- (S2) I⪰(B,A) chùa nhi·u hìn mët �iºm;

- (S3) Q(A) ∩Q(B) = N(A) ∩N(B), vîi dim{N(A) ∩N(B)} ≠ n− 2,

th¼ A,B câ thº �÷ñc ch²o hâa mët c¡ch �çng thíi.

Chùng minh. �i·u ki»n (S1) v  (S2) trüc ti¸p cho th§y r¬ng I⪰(A,B) (v 

I⪰(B,A) t÷ìng ùng) l  kh¡c réng v  l  khæng ph£i l  tªp �ìn �iºm. Do �â

k¸t luªn cõa �ành lþ n y �÷ñc suy ra tø kh¯ng �ành (c) cõa �ành lþ 2.2.6.

�i·u ki»n (S3) mët sü mð rëng nhµ cõa �ành lþ 2.2.7 trong �â t¼nh huèng

cho dim{N(A) ∩ N(B)} ≤ n − 3 �¢ ho n to n �÷ñc chùng minh. V§n �·

cán l¤i l  ta chùng tä r¬ng A,B câ thº �÷ñc ch²o hâa mët c¡ch �çng thíi
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khi dim{N(A)∩N(B)} = n∨ (n− 1). Chó þ r¬ng dim{N(A)∩N(B)} = n

suy ra A = B = 0 (vîi tr÷íng n y ta ngay câ �i·u ph£i chùng minh), trong

�â dim{N(A) ∩ N(B)} = n − 1 suy ra r¬ng ma trªn A v  B ph£i câ d¤ng

A = αuuT , B = βuuT vîi v²c tì u ∈ Rn n o �â v  α2 + β2 ̸= 0. Gi£ sû

β ̸= 0, khi �â A = α
βB do �â hai ma trªn n y câ thº �÷ñc ch²o hâa mët c¡ch

�çng thíi. □

V½ dö 2.2.10 sau �¥y ch¿ ra r¬ng gi£ thi¸t khæng �ìn �iºm cõa I⪰(A,B) l 

c¦n thi¸t �º câ c¡c kh¯ng �ành (a) v  (c); v  gi£ thi¸t v· sè chi·u trong (S3)

công l  c¦n thi¸t v  khæng thº bä qua.

V½ dö 2.2.10. X²t

A =

 1 0

0 0

 , B =

 0 1

1 0

 .

Câ duy nh§t σ = 0 sao cho A+ σB ⪰ 0, nh÷ng

Q(A) ∩Q(B) =


 0

∗

 ;

N(A) ∩N(B) = {0};

dim{N(A) ∩N(B)} = n− 2.

Ta d¹ d ng kiºm tra r¬ng A v  B khæng thº ch²o hâa mët c¡ch �çng thíi.

Chó þ 2.2.11. H» qu£ 2.2.9 l  mët mð rëng cõa Bê �· 2.2.5 v¼{
(λ, ν) ∈ R2 | λA+ νB ≻ 0

}
̸= ∅ suy ra r¬ng ho°c I≻(A,B) ̸= ∅ ho°c

I≻(B,A) ̸= ∅, c¡c gi£ thi¸t n y m¤nh hìn (S1) v  (S2), t÷ìng ùng.
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Chó þ 2.2.12. C£ hai (S1) v  (S2) câ thº kiºm tra �÷ñc trong thíi gian �a

thùc. Trong qu¡ khù, câ mët sè ki·u ki»n c¦n v  �õ �º A v  B câ thº �÷ñc

ch²o hâa mët c¡ch �çng thíi, xem [3] v  c¡c t i li»u tham kh£o trong �â.

Nh÷ng chóng khæng kiºm tra �÷ñc trong thíi gian �a thùc.

2.3 H» ti»m cªn nghi»m t¤i væ h¤n

Tø nay ta luæn gi£ sû câ hai h m f(x) v  g(x) câ d¤ng l¦n l÷ñt l 

f(x) = xTAx− 2aTx+ a0,

g(x) = xTBx− 2bTx+ b0.

�ành ngh¾a 2.3.1. H» {f(x) = t, g(x) ≤ 0} �÷ñc gåi l  câ ti»m cªn nghi»m

t¤i væ h¤n n¸u h» n y væ nghi»m v  tçn t¤i mët d¢y {xk}∞k=1 trong {x ∈ Rn :

g(x) ≤ 0} sao cho lim
k→∞

(f(xk)) = t.

C°p h m {f(x), g(x)} �÷ñc gåi l  thäa m¢n �i·u ki»n BC n¸u tçn t¤i

λ ∈ R �º h» {f(x) = t, g(x) ≤ 0} væ nghi»m vîi måi t ≤ λ.

V½ dö 2.3.2. L§y f(x) = x21, g(x) = −x1x2 + 1. D¹ th§y h» f(x) = x21 =

0, g(x) = −x1x2+1 ≤ 0 væ nghi»m, d¢y {1
k
, k}∞k=1 thuëc {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0}

v  f(
1

k
, k) =

1

k2
→ 0 khi k → ∞. Vªy theo �ành ngh¾a tr¶n h» {f(x) =

0, g(x) ≤ 0} ti»m cªn nghi»m t¤i væ h¤n.

�ành l½ 2.3.3 ([9]). N¸u tªp {x ∈ Rn : g(x) < 0} ≠ ∅ th¼ c°p {f(x), g(x)}
khæng thäa m¢n �i·u ki»n BC n¸u v  ch¿ n¸u h» sau, vîi ©n σ:

A+ σB ⪰ 0

σ ≥ 0

a+ σb ∈ R(A+ σB)

(2.19)
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væ nghi»m.

Chó þ 2.3.4. Vi»c kiºm tra li»u r¬ng h» (2.19)) câ nghi»m hay khæng �÷ñc

thüc hi»n trong thíi gian �a thùc. Tø nay, ta kþ hi»u

σ∗
l := minA+σB⪰0 σ, (2.20)

σ∗
u := maxA+σB⪰0 σ, (2.21)

v  gi£ sû V ∈ Rn×r l  ma trªn cì sì cõa N(A) ∩ N(B); U ∈ Rn×(n−r) sao

cho [UV ] v  khæng suy bi¸n v  UTV = 0. Tø UT

V T

 (A+ σB)[UV ] =

 UT (A+ σB)U UT (A+ σB)V

V T (A+ σB)U V T (A+ σB)V


=

 UTAU + UTBU 0

0 0


ta câ thº th§y r¬ng, n¸u UTBU = 0 v  UTAU ⪰̸ 0, th¼ I⪰(A,B) = 0 v  h»

(2.19) khæng câ nghi»m. Nâ k²o theo r¬ng f(x), g(x) thäa m¢n �i·u ki¶n BC

vîi tr÷íng hñp n y.

Gi£ sû r¬ng I⪰(A,B) ̸= ∅ v  σ̄ ∈ I⪰(A,B). Th¼, ta suy ra tø

A+ σB = (A+ σ̄B) + (σ − σ̄)B

r¬ng σ∗
l = −∞ n¸u v  ch¿ n¸u B ⪯ 0. T÷ìng tü, σ∗

u = ∞ n¸u v  ch¿ n¸u

B ⪰ 0.

B¥y gií gi£ sû −∞ < σ∗
l ≤ σ∗

u < ∞. Tø chùng minh ph¦n (c) trong

�ành lþ 2.2.6 v  (2.15), n¸u σ̄ ∈ int (I⪰(A,B)), th¼ UTAU + σ̄UTBU ≻
0. Ng÷ñc l¤i, n¸u UTAU + σ̄UTBU ≻ 0, ph£i câ ϵ > 0 n o �â sao cho
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UTAU+(σ̄±ϵ)UTBU ≻ 0 v  do �â A+(σ̄±ϵ)B ⪰ 0. N¶n σ̄ ∈ Int (I⪰(A,B)).

Ng÷ñc l¤i, σ∗
l v  σ

∗
u, nh÷ l  �iºm cuèi cõa I⪰(A,B), ph£i l  nghi»m cõa ph÷ìng

tr¼nh

det
(
UTAU + σUTBU

)
= 0. (2.22)

Tr÷îc h¸t ta t¼m t§t c£ nghi»m cõa 2.22, c¡c nghi»m n y �÷ñc kþ hi»u bði

r1, . . . , rn−r, nâ câ thº �÷ñc gi£i quy¸t trong thíi gian �a thùc. Do �â,

σ∗
l = min

{
ri : U

TAU + riU
TBU ⪰ 0, i = 1, . . . , n− r

}
;

σ∗
u = max

{
ri : U

TAU + riU
TBU ⪰ 0, i = 1, . . . , n− r

}
.

- Tr÷íng hñp (a) N¸u σ∗
u < 0, (2.19) khæng câ nghi»m.

- Tr÷íng hñp (b) σ∗
u = 0 ho°c σ∗

l = σ∗
u > 0. Kiºm tra t½nh câ nghi»m cõa

(2.19)l  t÷ìng �÷ìng vîi vi»c kiºm tra h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh

(A+ σB)x = a+ σb

câ nghi»m σ = 0 ho°c σ = σ∗
l = σ∗

u.

- Tr÷íng hñp (c) σ∗
u > 0 v  σ∗

l < σu∗. Theo �ành lþ 2.2.6, ma trªn cì sð V

sinh ra N(A+ σ′B) = N(A) ∩N(B) vîi måi σ′ ∈ (σ∗
l , σ

∗
u).

- Tr÷íng hñp (c1) σ∗
l < 0. (2.19) câ nghi»m n¸u v  ch¿ n¸u ho°c tçn t¤i

σ ∈ [0, σ∗
u) sao cho

V Ta+ σV T b = 0, (2.23)

ho°c h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh

(A+ σ∗
uB)x = a+ σ∗

ub

câ nghi»m.
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- Tr÷íng hñp (c2) σ∗
l ≥ 0. (2.19) câ nghi»m n¸u v  ch¿ n¸u mët trong c¡c

�i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n

V Ta+ σV T b = 0, vîi σ ∈ (σ∗
l , σ

∗
u) n o �â; (2.24)

(A+ σ∗
lB)x = a+ σ∗

l b câ nghi»m;

(A+ σ∗
uB)x = a+ σ∗

ub câ nghi»m.

Ta chùng tä r¬ng ho°c (2.23) ho°c (2.24) l  gi£i �÷ñc trong thíi gian �a

thùc. V¼ V, a, b l  cè �ành, n¸u V Ta = V T b = 0, V Ta + σV T b = 0 �¤t �÷ñc

vîi måi σ. N¸u V Ta v  V T b ̸= 0 l  phö thuëc tuy¸n t½nh, tçn t¤i duy nh§t σ

sao cho V Ta+ σV T b = 0. Tr¡i l¤i, V Ta+ σV T b = 0 khæng câ nghi»m.

Tø �ành lþ 2.3.3 ta d¹ d ng suy ra r¬ng, n¸u {f(x), g(x)} thäa m¢n �i·u

ki»n BC th¼ I⪰(A,B) ph£i kh¡c réng. V  ta s³ x²t c¡c tr÷íng hñp I⪰(A,B)

l  mët kho£ng v  I⪰(A,B) l  mët tªp �ìn �iºm.

�ành l½ 2.3.5. N¸u tçn t¤i x0 ∈ Rn �º g(x0) < 0; {f(x), g(x)} thäa m¢n

�i·u ki»n BC v  I⪰(A,B) l  mët kho£ng th¼ vîi måi t ∈ R, t ≤ f(x0) h»

{f(x) = t, g(x) ≤ 0} khæng câ nghi»m ti»m cªn t¤i væ h¤n.

Chùng minh. Gi£ sû [UV ] ∈ Rn×n l  mët ma trªn khæng suy bi¸n sao cho

V sinh ra N(A) ∩ N(B). Bði �ành lþ 2.2.6, vîi måi σ′ ∈ Int (I⪰(A,B)) , V

công sinh ra N (A+ σ′B). Tø (2.15) ta suy ra r¬ng

UTAU + σ′UTBU ≻ 0,∀σ′ ∈ Int (I⪰(A,B)) . (2.25)

V¼ {f(x), g(x)} thäa m¢n �i·u ki»n BC, câ mët nghi»m σ cõa h» (2.19)

sao cho σ ∈ I⪰(A,B) ∩ [0,+∞) v  a + σb ∈ R(A + σB). V¼ V sinh ra
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N(A) ∩N(B) n¶n V ph£i sinh ra mët khæng gian con cõa N(A + σB). Tø

a+ σb ∈ R(A+ σB) ta suy ra r¬ng

V Ta+ σV T b = 0. (2.26)

Ta x²t ph²p bi¸n �êi khæng suy bi¸n x = Uu + V v nâ s³ t¡ch bi¸n cõa c¡c

h m f(x), g(x) th nh hai ph¦n, ph¦n u v  ph¦n v, h» {f(x) = t, g(x) ≤ 0}
trð th nh:

f(u, v) = uTUTAUu− 2aTUu− 2aTV v + a0 = t, (2.27)

g(u, v) = uTUTBUu− 2bTUu− 2bTV v + b0 ≤ 0. (2.28)

- Tr÷íng hñp (d) V Ta = V T b = 0. Th¼ bði (2.27)-(2.28) , {f(x) = t, g(x) ≤
0} �÷ñc rót gån l¤i th nh h» ch¿ phö thuëc v o u. Hìn núa bði (2.25), vîi

méi t ≤ f(x0) h» {f(x) = t, g(x) ≤ 0} khæng câ nghi»m ti»m cªn t¤i væ h¤n

(�i·u n y �¢ �÷ñc nhi·u t¡c gi£ chùng minh, ch¯ng h¤n xem [4, 5]).

- Tr÷íng hñp (e) V Ta = 0, V T b ̸= 0. Bði (2.26), ta câ σ = 0 �i·u n y suy

ra r¬ng A ⪰ 0 v  a ∈ R(A). Tr÷íng hñp n y, v¼ (2.28) luæn câ nghi»m vîi

måi u, do �â sü câ nghi»m cõa (2.27)-(2.28) trð th nh v§n �· sü câ nghi»m

cõa uTUTAUu− 2aTUu+ a0 = t vîi a ∈ R(A), v  do �â vîi måi t ≤ f(x0)

{f(x) = t, g(x) ≤ 0} khæng câ nghi»m ti»m cªn t¤i væ h¤n.

- Tr÷íng hñp (f) V Ta ̸= 0. Bði (2.26), V Ta ̸= 0, n¶n σ l  duy nh§t v 

kh¡c 0. Do �â, σ > 0. N¶n, b§t ph÷ìng tr¼nh (2.28) t÷ìng �÷ìng vîi

σuTUTBUu− 2σgTUu− 2σbTV v + σb0 ≤ 0,

ho°c, mët c¡ch t÷ìng �÷ìng, bði (2.26),

− 2aTV v = 2σbTV v ≥ σuTUTBUu− 2σbTUu+ σb0. (2.29)
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Do �â, bði (2.27) v  (2.29) ta câ

f(u, v) ≥ uT
(
UTAU + σUTBU

)
u− 2

(
aTU + σbTU

)
u+ σb0. (2.30)

V¼ A+σB ⪰ 0, v¸ ph£i cõa (2.30) l  mët h m lçi. V¼ a+σb ∈ R(A+σB) n¶n

ta câ thº gi£ sû a+σb = (A+σB)w, ta câ thº vi¸t w th nh w = Uy∗+V z �º

a+σb = (A+σB)Uy∗ v  do �â ta câ UT (a+σb) ∈ R
(
UTAU + σUTBU

)
vîi

y∗ trð th nh �iºm cüc tiºu cõa h m b¶n ph£i cõa 2.30. Thay th¸ u = y∗ v o

(2.29), v¼ V Ta ̸= 0 n¶n luæn tçn t¤i v = z∗ n o �â sao cho (u, v) = (y∗, z∗)

v  l m cho d§u ” = ” x£y ra ð (2.29). Do �â, g (y∗, z∗) + b0 ≤ 0 v  f (y∗, z∗)

b¬ng gi¡ trà nhä nh§t cõa h m lçi b¶n tr¡i cõa (2.30). Vªy vîi måi t ≤ f(x0)

{f(x) = t, g(x) ≤ 0} khæng câ nghi»m ti»m cªn t¤i væ h¤n.

Vªy trong t§t c£ c¡c tr÷íng hñp (d), (e) v  (f), ta câ vîi måi t ≤ f(x0)

{f(x) = t, g(x) ≤ 0} khæng câ nghi»m ti»m cªn t¤i væ h¤n. �¥y l  �i·u ph£i

chùng minh. □

Vªy ph¦n cán l¤i c¦n �÷ñc th£o luªn khi tªp I⪰(A,B) l  mët tªp �ìn

�iºm {σ∗}. Bði �ành lþ 2.3.3, {f(x), g(x)} thäa m¢n �i·u ki»n BC n¸u v 

ch¿ n¸u ph£i câ σ∗ ≥ 0 sao cho, vîi V l  ma trªn cì sð cõa N (A+ σ∗B) v 

r = dimN (A+ σ∗B), tªp

S =
{
(A+ σ∗B)+ (a+ σ∗b) + V y | y ∈ Rr

}
(2.31)

kh¡c réng. Theo mët k¸t qu£ cõa Mor² trong [4], x∗ l  �iºm cüc tiºu cõa

f(x) tr¶n {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0} n¸u v  ch¿ n¸u x∗ ∈ S ∩ {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0}
v  (x∗, σ∗) thäa m¢n �i·u ki»n

σ∗g(x∗) = 0. (2.32)

Do �â ta câ k¸t qu£ sau.
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�ành l½ 2.3.6. N¸u tçn t¤i x0 ∈ Rn �º g(x0) < 0; {f(x), g(x)} thäa m¢n

�i·u ki»n BC.

Khi �â tçn t¤i t ∈ R, t ≤ f(x0), �º {f(x) = t, g(x) ≤ 0} câ nghi»m ti»m

cªn t¤i væ h¤n khi v  ch¿ khi I⪰(A,B) l  tªp �ìn �iºm {σ∗} vîi σ∗ ≥ 0, v 

h» ph÷ìng tr¼nh ©n y

g
(
(A+ σ∗B)+ (f + σ∗g) + V y

)
+ b0 = 0, n¸u σ∗ > 0

g
(
A+f + V y

)
+ b0 ≤ 0, n¸u σ∗ = 0

(2.33)

khæng câ nghi»m, trong �â V l  ma trªn cì sð cõa N (A+ σ∗B).

Chùng minh. V¼ {f(x), g(x)} thäa m¢n �i·u ki»n BC, bði �ành lþ 2.3.3,

h» 2.19 câ ½t nh§t mët nghi»m. Bði �ành lþ 2.3.5, tçn t¤i t ∈ R, t ≤ f(x∗), �º

{f(x) = t, g(x) ≤ 0} câ nghi»m ti»m cªn t¤i væ h¤n ch¿ x£y ra khi I⪰(A,B)

l  tªp �ìn �iºm {σ∗} vîi σ∗ ≥ 0. Hìn núa, tªp S ð 2.31 khæng thº câ nghi»m

trong {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0}, m  nghi»m n y còng vîi σ∗ thäa m¢n �i·u ki»n

(2.32). Nâi c¡ch kh¡c, h» 2.33 khæng câ nghi»m, vªy �i·u ki»n c¦n cõa �ành

lþ �¢ �÷ñc chùng minh. �i·u ki»n �õ cõa �ành lþ l  hiºn nhi¶n, nâ �÷ñc suy

ra tø �ành lþ 2.3.5.

Chó þ 2.3.7. Trong c¡c �ành lþ tr¶n ta th÷íng gi£ thi¸t {x ∈ Rn : g(x) <

0} ≠ ∅, n¸u �i·u ki»n n y khæng �÷ñc thäa m¢n th¼ c¡c v§n �· x²t trong luªn

v«n n y trð th nh c¡c b i to¡n �ìn gi£n. Thªt vªy n¸u {x ∈ Rn : g(x) <

0} = ∅ th¼ g(x) ≥ 0 vîi måi x ∈ Rn, do �â {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0} ho°c l  tªp

réng ho°c l  mët khæng gian con afin cõa Rn, khi �â h» {f(x) = t, g(x) ≤ 0}
khæng câ nghi»m ho°c nâ trð th nh ph÷ìng tr¼nh d¤ng h(y) = t, vªy b i to¡n

trð n¶n r§t �ìn gi£n.
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K�T LU�N

Vîi möc ti¶u �i s¥u nghi¶n cùu, t¼m hiºu v· �i·u ki»n �º h» ph÷ìng tr¼nh bªc

hai nhi·u bi¸n ti»m cªn nghi»m t¤i væ h¤n, luªn v«n giîi thi»u ba �ành lþ

ch½nh còng vîi c¡c chùng minh chi ti¸t mët ph¦n trong b i b¡o ti¸ng Anh cõa

c¡c t¡c gi£ Yong Hsia, Gang-Xuan Lin, Ruey-Lin Sheu (xem [9]). Vîi nhi»m

vö �°t ra nh÷ tr¶n, nëi dung �¢ thüc hi»n �÷ñc cõa luªn v«n chõ y¸u bao

gçm:

1. Tr¼nh b y kh¡i ni»m v  mët sè t½nh ch§t cõa Ph¦n bò Schur .

2. Tr¼nh b y chi ti¸t mët sè k¸t qu£ câ li¶n quan �¸n ma trªn bót ch¼ v 

SD.

3. Tr¼nh b y h» ti»m cªn nghi»m t¤i væ h¤n.
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