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Lêi c¶m ¬n

Lêi ®Çu tiªn t¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n ®Õn quý ThÇy - C« cña Khoa To¸n,

Tr­êng S­ ph¹m - Tr­êng §¹i häc Vinh. §Æc biÖt quý ThÇy - C« trong Bé m«n §¹i

sè - H×nh häc còng nh­ quý ThÇy - C« ®· gi¶ng d¹y líp Cao häc Khãa 28 cña Tr­êng

§¹i häc Vinh ®· tËn t×nh d¹y b¶o t¸c gi¶ trong suèt khoa häc võa qua.

T¸c gi¶ xin ®­îc bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn TS. NguyÔn Quèc Th¬. ThÇy ®·

lu«n quan t©m, tËn t×nh gióp ®ì t«i trong suèt qu¸ tr×nh häc tËp. ThÇy ®· dµnh nhiÒu

thêi gian vµ c«ng søc h­íng dÉn ®Ó gióp t«i hoµn thµnh luËn v¨n cña m×nh

T¸c gi¶ xin c¶m ¬n Ban Gi¸m hiÖu vµ Phßng ®µo t¹o Sau ®¹i häc cña Tr­êng §¹i

häc Vinh ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi ®Ó t¸c gi¶ hoµn thµnh nhiÖm vô cña mét häc viªn

cao häc.

T¸c gi¶ ch©n thµnh c¶m ¬n quý ThÇy - C«, ®ång nghiÖp n¬i t¸c gi¶ ®ang gi¶ng

d¹y vµ c«ng t¸c ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi, cæ vò, ®éng viªn vµ gióp ®ì t¸c gi¶ trong

suèt qu¸ tr×nh häc tËp.

Cuèi cïng xin bµy tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn gia ®×nh t«i. Gia ®×nh lu«n lµ

nguån ®éng viªn tinh thÇn to lín ®Ó t«i v­ît qua khã kh¨n, hoµn thµnh nhiÖm vô häc

tËp cña m×nh.

NghÖ An, ngµy 25 th¸ng 5 n¨m 2022
T¸c gi¶

§inh C«ng Minh
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Më ®Çu

1. Lý do chän ®Ò tµi

§¹i sè Lie toµn ph­¬ng g lµ ®¹i sè Lie g mµ trªn ®ã ®­îc trang bÞ mét d¹ng song

tuyÕn tÝnh ®èi xøng, bÊt biÕn vµ kh«ng suy biÕn. §¹i sè Lie toµn ph­¬ng ®­îc coi

lµ líp ®¹i sè Lie tæng qu¸t cña ®¹i sè Lie nöa ®¬n vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi xøng

®­îc kh¸i qu¸t tõ d¹ng Killing. Líp ®¹i sè nµy ®­îc ®Ò cËp ®Çu tiªn vµo n¨m 1985

trong cuèn s¸ch Infinite-dimensional Lie algebras, Cambridge University Press,

New York cña V. Kac. NÕu xÐt vÒ mÆt cÊu tróc th× mét ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng lµ

tæng trùc tiÕp trùc giao cña c¸c i®ªan kh«ng suy biÕn hoÆc lµ tæng trùc tiÕp trùc giao

cña mét i®ªan t©m kh«ng suy biÕn vµ mét i®ªan cã t©m ®¼ng cù toµn bé. VÒ bµi to¸n

më réng ®¹i sè Lie th× mét ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng kh«ng tÇm th­êng cã thÓ coi nh­

lµ mét më réng kÐp cña mét ®¹i sè Lie cã sè chiÒu nhá h¬n hoÆc b»ng nh÷ng ®¹o

hµm ph¶n xøng (xem [6]) hoÆc mét ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng gi¶i ®­îc cã sè chiÒu

ch½n lµ më réng T ∗ cña mét ®¹i sè Lie bëi mét ®èi chu tr×nh cyclic (xem [9]). Mét

vÝ dô vÒ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng lµ ®¹i sè Lie kim c­¬ng 4− chiÒu k sinh bëi hÖ

vect¬ c¬ së lµ E = {e1, e2, e3, e4} (ký hiÖu lµ k = span{e1, e2, e3, e4}), víi tÝch

Lie ®­îc x¸c ®Þnh bëi:


[e1, e2] = e3

[e4, e1] = −e1

[e4, e2] = e2

[e3, e1] = [e3, e2] = [e4, e3] = 0
vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi xøng ϕ ®­îc cho bëi ϕ(e4, e1) = ϕ(e2, e3) = 1, c¸c

tr­êng hîp kh¸c b»ng 0. DÔ dµng thÊy ®¹i sè Lie kim c­¬ng nµy lµ gi¶i ®­îc vµ nã

lµ më réng T ∗ cña ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc kh«ng giao ho¸n 2− chiÒu. Bªn c¹nh ®ã ta

cßn cã c¸c ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng kiÓu Jordan j2n vµ j2n+1. Cô thÓ nã ®­îc x©y dùng

nh­ sau:
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Më ®Çu 5

• XÐt khèi Jordan lòy linh Jn =



0 1 0 0 0 . . . 0
0 0 1 0 0 . . . 0
0 0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 0 . . . 0


(víi n ≥ 2) vµ J1 = [0]

(ma trËn kh«ng). Kh«ng gian vect¬ j2n = C2n⊕Cx0⊕Cy0 lµ mét më réng cña C2n

bëi ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh Φ : C2n −→ C2n lµ mét ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng, víi tÝch Lie:


[x, y] = ϕ(Φ(x), y)x0,∀x, y ∈ C2n

[x0, j2n] = 0
[y0, x] = Φ(x)

vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh bÊt biÕn, kh«ng suy biÕn ϕ ®­îc x¸c ®Þnh bëi

ϕ :V × V −→ C

(xi, yj) 7−→ δij =

{
1 nÕu i = j = 0, n
0 nÕu i 6= j.

• §èi víi ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng kiÓu Jordan j2n+1 x©y dùng hoµn toµn t­¬ng tù nh­

tr­êng hîp j2n.

Cho g lµ ®¹i sè Lie, V lµ mét kh«ng gian vect¬ h÷u h¹n chiÒu trªn tr­êng sè

phøc C. Víi mçi k ∈ N, ta ký hiÖu Ck(g, V ) lµ kh«ng gian c¸c ¸nh x¹ k− tuyÕn

tÝnh ph¶n xøng tõ g× g× · · · × g vµo V nÕu k ≥ 1 vµ C0(g, V ) = V. Mét phÇn tö

f ∈ Ck(g, V ) gäi lµ mét k− ®èi chu tr×nh nÕu δf = 0 vµ f lµ mét k− ®èi bê nÕu tån

t¹i g ∈ Ck+1(g, V ) sao cho f = δg, trong ®ã δ := δk : Ck(g, V ) −→ Ck+1(g, V )

lµ to¸n tö ®èi bê ®­îc x¸c ®Þnh bëi:

δkf(x0, x1, . . . , xk) =
k∑
i=0

(−1)iρ(xi)(f(x0, . . . x̂i, . . . , xk))

+
k∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj], x0, . . . x̂i, . . . , x̂j, . . . , xk).

Ký hiÖu Zk(g, V ) lµ tËp hîp c¸c k− ®èi chu tr×nh vµ Bk(g, V ) lµ tËp hîp c¸c

k− ®èi bê. Khi ®ã kh«ng gian th­¬ng Hk(g, V ) = Zk(g, V )/Bk(g, V ) ®­îc gäi

lµ nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø k cña g víi hÖ sè trong V. Mçi phÇn tö thuéc Hk(g, V )
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còng ®­îc gäi lµ mét k− chu tr×nh (xem [1]). M« t¶ Hk(g, V ) nhãm ®èi ®ång ®iÒu

thø k cña ®¹i sè Lie g lµ mét trong nh÷ng bµi to¸n nghiªn cøu cÊu tróc cña ®¹i sè

Lie, nh­ng sù hiÓu biÕt vÒ nã vÉn cßn kh¸ h¹n chÕ. VÝ dô nh­ ng­êi ta míi gi¶i quyÕt

®­îc trªn mét Ýt c¸c ®¹i sè Lie cô thÓ hoÆc chØ dõng l¹i ë viÖc m« t¶ sè chiÒu cña

c¸c nhãm ®èi ®ång ®iÒu. Do ®ã xoay quanh vÊn ®Ò nµy vÉn ®ang tån t¹i nh÷ng c©u

hái më.

Trong tr­êng hîp g lµ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng, th× nhãm ®èi ®ång ®iÒu H2(g,C)

®­îc m« t¶ b»ng hai c¸ch: M« t¶ th«ng qua kh«ng gian c¸c ®¹o hµm ph¶n xøng cña

g hoÆc tÝnh to¸n trùc tiÕp trªn H2(g,C) nhê to¸n to¸n tö ®èi bê δ = −{I, .}, trong
®ã I lµ 3− d¹ng liªn kÕt víi g vµ {., .} lµ tÝch Super - Poisson ®­îc ®Þnh nghÜa trªn

kh«ng gian Λ(g∗) chøa c¸c d¹ng ®a tuyÕn tÝnh ph¶n xøng trªn g (xem [6]). So víi

c¸ch thø nhÊt th× c¸ch m« t¶ nhãm ®èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng nhê

to¸n tö ®èi bê thuËn tiÖn h¬n, v× nã më ra cho ta mét h­íng ®i míi trong viÖc t×m

kiÕm nh÷ng hä ®¹i sè Lie thÝch hîp víi c¸ch tÝnh th«ng qua tÝch super - Poisson. Tõ

®ã nhãm ®èi ®ång ®iÒu ®­îc m« t¶ mét c¸ch triÖt ®Ó vµ chi tiÕt.

ViÖc m« t¶ t­êng minh c¸c nhãm ®èi ®ång ®iÒu sÏ cung cÊp thªm c¸c th«ng tin

vÒ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng vµ tõ ®ã gióp chóng ta hiÓu biÕt thªm vÒ líp ®¹i sè nµy.

Víi mong muèn t×m hiÓu thªm vÒ líp c¸c ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng vµ ®­îc sù gîi ý

cña TS. NguyÔn Quèc Th¬, chóng t«i chän ®Ò tµi: Nhãm ®èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè

Lie kim c­¬ng vµ ®¹i sè Lie kiÓu Jordan lµm ®Ò tµi nghiªn cøu cña m×nh.

Môc ®Ých cña luËn v¨n lµ dùa vµo c¸c kÕt qu¶ cña bµi b¸o khoa häc "Cohomology

of some families of Lie algebras and quadratic Lie algebras," East-West J. of Mathe-

matics. Vol 20, No 2 (2018), 188-201 cña c¸c t¸c gi¶ Cao TrÇn Tø H¶i, D­¬ng Minh

Thµnh vµ Lª Anh Vò vµ "Sè Betti thø hai cña c¸c ®¹i sè Lie lòy linh kiÓu Jordan,"

T¹p chÝ Khoa häc Tr­êng ®¹i häc S­ ph¹m Hå ChÝ Minh.Vol 16, No 12(2019), 877

- 890 cña c¸c t¸c gi¶ Cao TrÇn Tø H¶i vµ D­¬ng Minh Thµnh, cïng víi mét sè tµi

liÖu liªn quan ®Ó ®äc hiÓu, tr×nh bµy c¸ch tÝnh nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè

Lie kim c­¬ng vµ ®¹i sè Lie kiÓu Jordan.
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2. Néi dung nghiªn cøu cña luËn v¨n

Tr×nh bµy mét c¸ch cã hÖ c¸c kiÕn thøc vÒ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng, nhãm ®èi

®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng. Tõ ®ã ¸p dông c¸c kiÕn thøc trªn cho ®¹i sè

Lie kim c­¬ng vµ ®¹i sè Lie kiÓu Jordan. Néi dung cô thÓ nh­ sau:

2.2.1. M« t¶ nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie kim c­¬ng.

2.2.2. M« t¶ nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie kiÓu Jordan.

3. Tæng quan vµ cÊu tróc cña luËn v¨n

Ngoµi phÇn Lêi nãi ®Çu, KÕt luËn vµ Tµi liÖu tham kh¶o th× néi dung cña luËn

v¨n ®­îc tr×nh bµy trong hai ch­¬ng.

Ch­¬ng 1: KiÕn thøc c¬ së. Néi dung chÝnh trong ch­¬ng nµy, chóng t«i tr×nh

bµy kh¸i niÖm vµ mét sè tÝnh chÊt cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng, ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng

lòy linh, ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng gi¶i ®­îc vµ nhãm ®èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie vµ

®¹i sè Lie toµn ph­¬ng.

1.1. §¹i sè Lie toµn ph­¬ng Lòy linh - Gi¶i ®­¬c.

1.2. Nhãm ®èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie.

Ch­¬ng 2: §èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie kim c­¬ng. Néi dung chÝnh cña

ch­¬ng nµy lµ chóng t«i tr×nh bµy kh¸i niÖm vÒ ®¹i sè Lie kim c­¬ng, ®¹i sè Lie kiÓu

Jordan, mét sè kÕt qu¶ vÒ m« t¶ kh«ng gian c¸c ®¹o hµm ph¶n xøng cña ®¹i sè Lie,

m« t¶ ®èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie kim c­¬ng vµ ®¹i sè Lie kiÓu Jordan. Dù kiÕn

®­îc chia thµnh c¸c môc sau:

2.1. Nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie kim c­¬ng.

2.2. Nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie kiÓu Jordan.

MÆc dï ®· cã nhiÒu cè g¾ng trong viÖc hoµn thµnh luËn v¨n, nh­ng do n¨ng lùc

cßn nhiÒu h¹n chÕ, nªn ch¾c ch¾n luËn v¨n vÉn cßn cã nh÷ng sai sãt kh«ng mong

muèn, nh÷ng thiÕu sãt kh«ng tr¸nh khái. T¸c gi¶ rÊt mong nhËn ®­îc sù ®¸nh gi¸,

nhËn xÐt, gãp ý cña c¸c nhµ khoa häc vµ ®ång nghiÖp ®Ó luËn v¨n cã thÓ ®­îc hoµn

thiÖn tèt h¬n.



Ch­¬ng 1

KiÕn thøc chuÈn bÞ

Néi dung trong ch­¬ng nµy, chóng t«i tr×nh bµy l¹i mét c¸ch cã hÖ thèng c¸c

kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ nh÷ng kÕt qu¶ cÇn thiÕt liªn quan ®Õn ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng,

®¹i sè Lie toµn ph­¬ng gi¶i ®­îc, ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng lòy linh, nhãm ®èi ®ång

cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng......

1.1 §¹i sè Lie toµn ph­¬ng Lòy linh - Gi¶i ®­îc

1.1.1. §Þnh nghÜa. Cho g lµ kh«ng gian vect¬ h÷u h¹n chiÒu trªn tr­êng sè phøc C.

Trªn g ta ®Þnh nghÜa phÐp nh©n

[., .] : g× g −→ g

(x, y) 7−→ [x, y].

Khi ®ã g ®­îc gäi lµ mét ®¹i sè Lie trªn C (hay C− ®¹i sè Lie) nÕu phÐp nh©n ®Þnh

nghÜa ë trªn tháa m·n c¸c ®iÒu sau:

i) PhÐp nh©n lµ to¸n tö song tuyÕn tÝnh, tøc lµ: ∀x, y, z ∈ g,∀λ, µ ∈ C, ta cã

[λx+ µy, z] = λ[x, z] + µ[y, z],

[x, λy + µz] = λ[x, y] + µ[x, z].

ii) PhÐp nh©n ph¶n xøng, tøc lµ: [x, y] = −[y, x], [x, x] = 0, ∀x, y ∈ g.

iii) PhÐp nh©n tháa m·n ®¼ng thøc Jac«bi, tøc lµ:

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0, x, y, z ∈ g.

+) PhÐp nh©n ®Þnh nghÜa ë trªn ®­îc gäi lµ tÝch Lie trªn ®¹i sè Lie g.

8



Ch­¬ng 1. KiÕn thøc chuÈn bÞ 9

+) Sè chiÒu cña kh«ng gian vect¬ g ®­îc gäi lµ sè chiÒu cña ®¹i sè Lie g. §¹i sè Lie

g ®­îc gäi lµ giao ho¸n, nÕu [x, y] = 0,∀x, y ∈ g.

• Kh«ng gian vect¬ con h cña ®¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie con cña g, nÕu

∀x, y ∈ h th× [x, y] ∈ h.

• Kh«ng gian vect¬ con i cña ®¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ i®ªan cña g (ký hiÖu lµ i / g),

nÕu:

∀x ∈ g,∀a ∈ i th× [x, a] ∈ i.

• Cho i lµ i®ªan cña ®¹i sè Lie g. Trªn kh«ng gian vect¬ th­¬ng

g/i = {x+ i | ∀x ∈ g}

®Þnh nghÜa tÝch Lie

[x+ i, y + i] = [x, y] + i, ∀x+ i, y + i ∈ g/i

Khi ®ã kh«ng gian vect¬ th­¬ng g/i lµ mét ®¹i sè Lie, víi tÝch Lie ®­îc ®Þnh nghÜa

ë trªn vµ ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie th­¬ng cña ®¹i sè Lie g theo i®ªan i.

VÝ dô 1. Cho a lµ ®¹i sè trªn tr­êng C. To¸n tö tuyÕn tÝnh ϕ : a −→ a ®­îc gäi lµ

to¸n tö vi ph©n trªn A nÕu nã tháa m·n c«ng thøc Leibniz:

ϕ(x.y) = ϕ(x).y − x.ϕ(y).

Ký hiÖu Der(a) lµ tËp hîp c¸c to¸n tö vi ph©n trªn a. Khi ®ã Der(a) lµ ®¹i sè Lie

con cña gl(a).

Chøng minh. ThËy vËy, ∀ϕ, ϕ′ ∈ Der(a), ta cã:

[ϕ, ϕ
′
](a.b) = (ϕϕ

′ − ϕ′ϕ)(a.b)

= ϕ(ϕ
′
(a).b− a.ϕ′(b))− ϕ′(ϕ(a).b− a.ϕ(b))

= (ϕϕ
′ − ϕ′ϕ)(a).b− a.(ϕϕ′ − ϕ′ϕ)(b)

= [ϕ, ϕ
′
](a).b− a.[ϕ, ϕ′](b).

Do ®ã [ϕ, ϕ
′
] ∈ Der(a). VËy Der(a) lµ ®¹i sè Lie con cña gl(a).
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1.1.2. §Þnh nghÜa.• Cho g1, g2 lµ hai C− ®¹i sè Lie. Mét ¸nh x¹ φ : g1 −→ g2

®­îc gäi lµ ®ång cÊu ®¹i sè Lie, nÕu:

+) φ lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh,

+) φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] ∀x, y ∈ g1.

• Cho g lµ ®¹i sè Lie trªn C vµ V lµ C− kh«ng gian vect¬. Mét biÓu diÔn cña g trªn

V lµ ®ång cÊu φ : g −→ gl(V ).

1.1.3. §Þnh nghÜa. • Cho g lµ ®¹i sè Lie trªn tr­êng sè phøc C. T©m cña g lµ tËp

hîp Z(g) := {x ∈ g | [x, y] = θ, ∀y ∈ g}.
• Cho a lµ ®¹i sè con cña g. TËp hîp

Ng(a) := {x ∈ g | [x, y] ⊂ a,∀y ∈ a}

®­îc gäi lµ chuÈn t¾c hãa cña a. NÕu a = Ng(a) th× a ®­îc gäi lµ tù chuÈn t¾c.

• Cho g lµ ®¹i sè Lie. Khi ®ã ®¹i sè Lie con [g, g] := {[x, y] | x, y ∈ g} ®­îc lµ

®¹i sè dÉn xuÊt cña g.

Tõ ®Þnh nghÜa ®¹i sè con vµ i®ªan cña ®¹i sè Lie, ta cã:

+) Z(g) lµ ®¹i sè Lie con cña g.

+) Ng(a) lµ ®¹i sè con cña g vµ h¬n thÕ n÷a nã lµ ®¹i sè con lín nhÊt cña g mµ

chøa a nh­ lµ mét i®ªan.

+) §¹i sè Lie g giao ho¸n khi vµ chØ khi [g, g] = 0.

+) NÕu g lµ ®¹i sè Lie ®¬n th× Z(g) = {θ} vµ [g, g] = 0.

+) Cho g lµ ®¹i sè Lie vµ φ : g −→ gl(n) lµ mét biÓu diÔn cña g. Ký hiÖu

Tr(φ(g)) lµ vÕt cña φ(g),∀g ∈ g. Khi ®ã, nÕu x ∈ [g, g] th× Tr(φ(x)) = 0.

Qua ®Þnh nghÜa vÒ ®¹i sè Lie ta thÊy nÕu g ®¹i sè Lie th× g lµ ®¹i sè. Ng­îc l¹i,

mçi ®¹i sè nãi chung kh«ng ph¶i lµ ®¹i sè Lie. Nh­ng nÕu ta chän tÝch Lie lµ ho¸n

tö th× mçi ®¹i sè trë thµnh ®¹i sè Lie. §¹i sè Lie x©y dùng nh­ vËy ®­îc gäi lµ ®¹i

sè Lie c¶m sinh tõ ®¹i sè. §ã chÝnh lµ néi dung cña ®Þnh lý sau.
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1.1.4. §Þnh lý. Cho g lµ mét ®¹i sè trªn tr­êng sè phøc C. Trªn g ®Þnh nghÜa tÝch

Lie nh­ sau:

[., .] : g× g −→ g

(x, y) 7−→ [x, y] = xy − yx, ∀x, y ∈ g.

Khi ®ã, g cïng víi tÝch Lie ®Þnh nghÜa ë trªn lµ mét ®¹i sè Lie trªn C.

Cho g lµ ®¹i sè Lie trªn tr­êng sè phøc C vµ x ∈ g.

+) §Þnh nghÜa ¸nh x¹
adx : g −→ g

y 7−→ adx(y) = [x, y].

Khi ®ã adx lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh vµ h¬n thÕ n÷a adx cßn lµ mét vi ph©n, cã nghÜa lµ:

adx[y, z] = [adx(y), z] + [y, adx(z)].

+) Tõ vi ph©n adx, ta xÐt ¸nh x¹

ad: g −→ Der(g)

x 7−→ adx.

Khi ®ã, ∀x, y, z ∈ g, ta cã:

[adx, ady](z) = adx ◦ ady(z)− ady ◦ adx(z)

= adx([y, z])− ady([x, z])

= [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

= [x, [y, z]] + [[x, z], y]

= [[x, y], z]

= ad[x,y](z).

VËy ¸nh x¹ ad lµ mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie vµ h¬n n÷a ad lµ mét biÓu diÔn.

1.1.5. §Þnh nghÜa. • Vi ph©n cã d¹ng adx ®Þnh nghÜa ë trªn ®­îc gäi lµ vi ph©n

trong cña g.

• BiÓu diÔn ad ®Þnh nghÜa ë trªn ®­îc gäi lµ biÓu diÔn chÝnh quy cña g.

1.1.6. §Þnh nghÜa. Cho g lµ mét ®¹i sè Lie trªn tr­êng C. D¹ng song tuyÕn tÝnh

K : g× g −→ g

(x, y) 7−→ K(x, y) = Tr[adx ◦ ady].
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gäi lµ d¹ng Killing cña g.

Tõ ®Þnh nghÜa trªn, ta cã:

+) D¹ng Kiling K bÊt biÕn qua mäi tù ®¼ng cÊu cña g. Cã nghÜa lµ, nÕu g lµ ®¹i

sè Lie, f lµ mét tù ®¼ng cÊu cña g vµ K lµ d¹ng Kiling cña g th×

K(f(x), f(y)) = K(x, y),∀x, y ∈ g.

+) Cho g lµ ®¹i sè Lie vµ K lµ d¹ng Kiling cña g. Ký hiÖu

radK = {x ∈ g | K(x, y) = 0,∀y ∈ g}.

Khi ®ã radK � g. D¹ng Kiling K gäi lµ kh«ng suy biÕn nÕu radK = {0}.

VÝ dô 2. Cho ®¹i sè Lie g =

{[
t 0 x
0 t y
0 0 0

] ∣∣∣∣∀x, y, t ∈ C

}
. Gi¶ sö K lµ d¹ng Kiling

cña g. Khi ®ã K ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau:

K(X, Y ) = Tr(adX ◦ adY ) = 2αβ,∀α, β ∈ C;∀X, Y ∈ g

vµ ma trËn biÓu diÔn cña K lµMK =

[
2 0 0
0 0 0
0 0 0

]
.

1.1.7. §Þnh nghÜa. Cho g lµ ®¹i sè Lie. §Æt:

Z0(g) := g,

Z1(g) := [g, g] = g1,

· · · · · · · · ·

Zn(g) := [g, Zn−1(g)] = [g, [g, · · · [g, g] · · · ] = gn.

+) D·y

{Z(g)} : Z0(g) = g ⊇ g1 ⊇ · · · ⊇ gn ⊇ · · ·

®­îc gäi lµ d·y t©m gi¶m cña g.

+) §¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ lòy linh nÕu d·y t©m gi¶m {Z(g)} dõng sau h÷u h¹n

b­íc, tøc lµ tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó Zn(g) = {0}.
+) Sè n tháa m·n ®iÒu kiÖn trªn ®­îc gäi lµ bËc lòy linh cña ®¹i sè Lie g.
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Tõ ®Þnh nghÜa trªn, ta cã (xem [6]):

+) §¹i sè con cña ®¹i sè lòy linh lµ lòy linh, cã nghÜa lµ: Cho g lµ ®¹i sè lòy linh vµ

a lµ ®¹i sè con cña g. Khi ®ã a lòy linh.

+) Cho g lµ ®¹i sè lòy linh vµ Z(g) lµ t©m cña g. NÕu g/Z(g) lµ lòy linh th× Z(g)

lòy linh.

VÝ dô 3. XÐt ®¹i sè Lie c¸c ma trËn trªn tr­êng sè phøc C lµ

g =

{0 XT −Y T z
0 0 0 Y
0 0 0 X
0 0 0 0

 ∣∣∣∣∣X =


x1

x2
...
xn

 , Y =


y1

y2
...
yn

 , xi, yi, z ∈ C

}
.

Khi ®ã g lµ lòy linh vµ g ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie Heisenberg.

1.1.8. Tiªu chuÈn lòy linh. §¹i sè Lie g lµ lòy linh khi vµ chØ khi mét trong c¸c ®iÒu

kiÖn t­¬ng ®­¬ng sau ®­îc tháa m·n.

i) Tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó sao cho Zn+1(g) = {0}.
ii) Tån t¹i sè tù nhiªn n ®Ó víi ∀u1, u2, · · · , un+1 ∈ g, ta cã

[· · · [u1, [u2, · · · , [un, un+1], · · · ] = 0.

iii) Tån t¹i mét d·y g = i0 ⊃ i1 ⊃ · · · in ⊃ in+1 = {0} h÷u h¹n c¸c ideal gi¶m

cña g sao cho ii/ii+1 chøa trong t©m Z(g/ii+1), tøc lµ [g, gi] ⊂ ii+1.

1.1.9. Tiªu chuÈn Cartan vÒ lòy linh. (xem [6]) §¹i sè Lie g lµ lòy linh khi vµ chØ

khi

tr(adx ◦ ady) = 0, ∀x, y ∈ g.

VËy qua tiªu chuÈn Cartan ta thÊy, ®¹i sè Lie g lµ lòy linh khi vµ chØ khi d¹ng Killing

lµ triÖt tiªu trªn g.

1.1.10. §Þnh lý. Cho g lµ ®¹i sè Lie trªn tr­êng sè phøc C. §Æt

D0(g) = g,

D1(g) = [g, g],

D2(g) = [D1(g), D1(g)],

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Dn(g) = [Dn−1(g), Dn−1(g)] (n > 1).
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Khi ®ã

Di(g) / g vµ Di(g) ⊇ Di+1(g),∀i = 0, 1, 2, . . . .

Tõ kÕt qu¶ cña §Þnh lý trªn ta cã d·y gi¶m c¸c i®ªan cña g lµ:

{Dn(g)} : g = D0(g) ⊇ D1(g) ⊇ D2(g) · · · ⊇ Dn(g) ⊇ · · ·

1.1.11. §Þnh nghÜa. Cho g lµ ®¹i sè Lie trªn tr­êng sè phøc C.

+) D·y {Dn(g)} x©y dùng ë trªn ®­îc gäi lµ d·y ®¹o gi¶m cña g.

+) §¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ gi¶i ®­îc nÕu d·y ®¹o gi¶m {Dn(g)} cña g dõng sau

h÷u h¹n b­íc, tøc lµ ∃n ∈ N sao cho Dn(g) = {0}.
+) Sè tù nhiªn n tháa m·n ®iÒu kiÖn trªn gäi lµ bËc gi¶i ®­îc cña g.

Tõ ®Þnh nghÜa ®¹i sè Lie lòy linh vµ ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc, ta cã mét sè tÝnh chÊt sau.

1.1.12. MÖnh ®Ò. Cho g lµ ®¹i sè Lie trªn tr­êng sè phøc C. Ta cã:

i) Gi¶ sö a lµ ®¹i sè Lie con cña g. NÕu g lµ gi¶i ®­îc vµ th× a gi¶i ®­îc.

ii) NÕu g lµ gi¶i ®­îc vµ ϕ : g −→ g1 lµ mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie. Khi ®ã Im(g)

lµ mét ®¹i sè Lie gi¶i ®­îc.

iii) Gi¶ sö h lµ ideal cña g. NÕu h vµ g/h lµ gi¶i ®­îc th× g gi¶i ®­îc.

iv) Gi¶ sö h vµ k lµ hai ideal cña g. NÕu h vµ k lµ gi¶i ®­îc th× h + k gi¶i ®­îc.

v) NÕu g lòy linh th× g gi¶i ®­îc.

vi) NÕu g gi¶i ®­îc th× ®¹i sè con g1 = [g, g] lòy linh.

vii) Cho hi(i = 0, n) lµ c¸c i®ªan cña g sao cho

g = h0 ⊇ h1 ⊇ h2 ⊇ · · · hn−1 ⊇ hn ⊇= {0}.

NÕu hk−1/hk giao ho¸n víi mäi 1 ≤ k ≤ n th× g gi¶i ®­îc.

1.1.13. Tiªu chuÈn Cartan vÒ gi¶i ®­îc. Cho g lµ ®¹i sè Lie trªn tr­êng sè phøc C

vµ K lµ d¹ng Kiling cña g. Khi ®ã g gi¶i ®­îc khi vµ chØ khi

K(x, y) = 0,∀x ∈ g,∀y ∈ [g, g].

Cã nghÜa lµ d¹ng Killing K triÖt tiªu trªn tÝch §Ò c¸c g× [g, g].



Ch­¬ng 1. KiÕn thøc chuÈn bÞ 15

VÝ dô 4. §¹i sè Lie c¸c ma trËn g =

{[
a 0 b
0 a c
0 0 0

] ∣∣∣a, b, c ∈ C

}
lµ gi¶i ®­îc.

Chøng minh. Trong g ta xÐt c¬ së

U =

{
U1 =

[
1 0 0
0 1 0
0 0 0

]
, U2 =

[
0 0 1
0 0 0
0 0 0

]
, U3 =

[
0 0 0
0 0 1
0 0 0

]}
.

Khi ®ã víi ∀X, Y, Z ∈ g, tån t¹i duy nhÊt αi, βi, γi ∈ C(i = 1, 3) sao cho:
X = α1U1 + α2U2 + α3U3

Y = β1U1 + β2U2 + β3U3

Z = γ1U1 + γ2U2 + γ3U3

.

Suy ra 
adX = α1adU1

+ α2adU2
+ α3adU3

adY = β1adU1
+ β2adU2

+ β3adU3

adZ = γ1adU1
+ γ2adU2

+ γ3adU3

.

Theo VÝ dô 2, nÕu K lµ d¹ng Kiling cña g th×

K(X, Y ) = Tr(adX ◦ adY ) = 2αβ,∀α, β ∈ C;∀X, Y ∈ g.

Suy ra ma trËn biÓu diÔn cña adX , adY , adZ t­¬ng øng lµ

MX =

[
0 0 0
−α2 α1 0
−α3 0 α1

]
, MY =

[
0 0 0
−β2 β1 0
−β3 0 β1

]
, MZ =

[
0 0 0
−γ2 γ1 0
−γ3 0 γ1

]
.

B©y giê b»ng c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp, ta cã:

Ma trËn biÓu diÔn cña ad[Y, Z] lµM[Y,Z] =

[
0 0 0

β2γ1 − β1γ2 0 0
β3γ1 − β1γ3 0 0

]
.

Ma trËn biÓu diÔn cña adX ◦ ad[Y, Z] lµMX .M[Y,Z] =

 0 0 0
x1(y2z1 − y1z2) 0 0
x1(y3z1 − y1z3) 0 0

 .
VËy

K(X, [Y, Z]) = Tr(adX ◦ ad[Y, Z]) = Tr(MX .M[Y,Z]) = 0,∀X, Y, Z ∈ g.

Do ®ã theo tiªu chuÈn Cartan vÒ gi¶i ®­îc th× g lµ gi¶i ®­îc.

1.1.14. §Þnh nghÜa. Cho g ®¹i sè Lie h÷u h¹n chiÒu trªn tr­êng sè phøc C vµ

ϕ : g× g −→ C lµ d¹ng song tuyÕn tÝnh trªn g. §¹i sè Lie g ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie

toµn ph­¬ng, nÕu ϕ cã c¸c tÝnh chÊt:
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+) §èi xøng, cã nghÜa lµ ϕ(x, y) = ϕ(y, x), ∀x, y ∈ g.

+) Kh«ng suy biÕn, cã nghÜa lµ nÕu ϕ(x, y) = 0,∀y ∈ g th× x = 0.

+) BÊt biÕn (hay lµ kÕt hîp) cã nghÜa lµ ϕ([x, y], z) = ϕ(x, [y, z])∀x, y, z ∈ g.

VËy, ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng lµ ®¹i sè Lie g trªn tr­êng C mµ trªn nã ®­îc trang

bÞ mét tÝch v« h­íng bÊt biÕn, ®èi xøng vµ kh«ng suy biÕn. §¹i sè Lie toµn ph­¬ng

®­îc ký hiÖu lµ (g, ϕ).

VÝ dô 5. Cho g = GL(n,C) lµ ®¹i sè c¸c ma trËn vu«ng cÊp n trªn C. Trªn g ta

®Þnh nghÜa:

+) TÝch Lie: [A,B] = AB −BA, ∀A,B ∈ g.

+) D¹ng song tuyÕn tÝnh ϕ x¸c ®Þnh bëi: ϕ(A,B) = Tr(AB),∀A,B ∈ g.

Khi ®ã g lµ mét ®¹i sè Lie víi tÝch Lie ®­îc x¸c ®Þnh ë trªn vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh

ϕ ®èi xøng, kh«ng suy biÕn vµ bÊt biÕn. VËy g lµ mét ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng.

VÝ dô 6. Cho g lµ C− kh«ng gian vect¬ sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së {x1, x2, x3, x4}.
(Ký hiÖu lµ g = span{x1, x2, x3, x4}).
+) TÝch Lie kh«ng tÇm th­êng trªn g ®­îc x¸c ®Þnh bëi:

[x1, x2] = x2, [x1, x3] = −x3, [x2, x3] = x4.

+) D¹ng song tuyÕn tÝnh ϕ ®­îc x¸c ®Þnh bëi ϕ(x1, x4) = ϕ(x2, x3) = 1, c¸c tr­êng

hîp cßn l¹i b»ng 0.

Khi ®ã g cïng víi tÝch Lie vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ®Þnh nghÜa ë trªn lµ mét ®¹i sè

Lie toµn ph­¬ng trªn C.

1.1.15. §Þnh nghÜa. (xem [8]). Cho (g, ϕ) lµ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng, V lµ kh«ng

gian vect¬ con cña g vµ i lµ mét i®ªan cña g.

i) PhÇn tö x ∈ g ®­îc gäi lµ tù ®¼ng h­íng nÕu ϕ(x, x) = 0.

ii) V ®­îc gäi lµ tù ®¼ng h­íng hoµn toµn nÕu ϕ(x, y) = 0,∀x, y ∈ V.
iii) g ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie rót gän nÕu t©m Z(g) lµ tù ®¼ng h­íng hoµn toµn.

iv) g ®­îc gäi lµ ®Çy ®ñ nÕu g := [g, g].

v) i ®­îc gäi lµ kh«ng suy biÕn nÕu ϕ
∣∣
i×i kh«ng suy biÕn.

vi) i ®­îc gäi lµ ®¼ng h­íng nÕu ϕ
∣∣
i×i= 0.
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vii) TËp hîp V ⊥ = {x ∈ g | ϕ(x, y) = 0,∀y ∈ V } ®­îc gäi lµ thµnh phÇn

trùc giao cña V.

viii) g ®­îc gäi lµ bÊt kh¶ ph©n nÕu g = i1
⊥
⊕ i2 ph©n tÝch thµnh tæng trùc tiÕp

trùc giao cña hai i®ªan bÊt kú i1 vµ i2 cña g th× i1 = {0} hoÆc i2 = {0}.
ix) g ®­îc gäi lµ kh¶ quy nÕu trong g tån t¹i mét i®ªan k kh«ng tÇm th­êng

®Ó sao cho ϕ
∣∣
k×k lµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi xøng kh«ng suy biÕn. Ng­îc l¹i, nÕu

kh«ng tån t¹i i®ªan k tháa m·n ®iÒu kiÖn trªn th× g ®­îc gäi lµ bÊt kh¶ quy.

1.1.16. §Þnh nghÜa. Hai ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng (g1, ϕ1) vµ g2, ϕ2) gäi lµ ®¼ng cÊu

®¼ng cù nÕu tån t¹i mét ®¼ng cÊu ®¹i sè Lie Φ : g1 −→ g2 tháa m·n ®iÒu kiÖn

ϕ1(x, y) = ϕ2(Φ(x),Φ(y)), ∀x, y ∈ g1.

Trong tr­êng hîp nµy ta còng nãi Φ lµ ®¼ng cÊu ®¼ng cù. Nh­ vËy Φ lµ ®¼ng cÊu

®¼ng cù khi vµ chØ khi Φ võa ®¼ng cÊu, võa ®¼ng cù. Nh­ng tÝnh chÊt ®¼ng cÊu vµ

®¼ng cÊu ®¼ng cù kh«ng t­¬ng ®­¬ng nhau.

Cho (g, ϕ) lµ mét ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng trªn tr­êng sè phøc C vµ Der(g) ®¹i

sè Lie c¸c to¸n tö vi ph©n trªn g. Ký hiÖu

Dera(g, ϕ) = {f ∈ Der(g) | ϕ(f(x), y) = −ϕ(x, f(y)),∀x, y ∈ g}.

lµ tËp hîp c¸c to¸n tö vi ph©n f trªn g ph¶n xøng ®èi víi ϕ.

Khi ®ã, Dera(g, ϕ) lµ ®¹i sè Lie con cña Der(g).

1.1.17. §Þnh nghÜa. §¹i sè Lie con Dera(g, ϕ) x©y dùng nh­ trªn ®­îc gäi lµ ®¹i

sè Lie c¸c to¸n tö vi ph©n ph¶n xøng cña g.

Cho g lµ ®¹i sè Lie trªn tr­êng sè phøc C. Ký hiÖu:

+) F(g) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi xøng, bÊt biÕn trªn g.

+) B(g) lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c tÝch v« h­íng bÊt biÕn (tøc lµ c¸c d¹ng song tuyÕn tÝnh

®èi xøng bÊt biÕn, kh«ng suy biÕn) trªn g

Khi ®ã ta dÔ dµng chøng minh ®­îc:

+) F(g) lËp thµnh mét kh«ng gian vect¬ trªn C.

+) B(g) lµ kh«ng gian vect¬ con cña F(g).
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1.1.18. §Þnh nghÜa. Cho (g, ϕ) lµ C− ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng. ChiÒu toµn ph­¬ng

cña g lµ chiÒu cña kh«ng gian vect¬ B(g) vµ ®­îc ký hiÖu lµ dq(g).

NghÜa lµ, dq(g) = dimCB(g).
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1.2 §èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie

1.2.1. §Þnh nghÜa (xem [1]) Cho g lµ ®¹i sè Lie, V lµ mét C− kh«ng gian vect¬,

dim(V ) < ∞ ( h÷u h¹n) vµ ρ : g −→ End(V ) lµ mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie tõ g

vµo ®¹i sè End(V ) chøa c¸c ®ång cÊu trªn V, cã nghÜa lµ

ρ([x, y]) = [ρ(x), ρ(y)], ∀X, Y ∈ g,

hay ρ lµ mét biÓu diÔn cña g trong V.

Víi mçi sè tù nhiªn k ∈ N∗\{0}, ký hiÖu Ck(g, V ) lµ kh«ng gian c¸c ¸nh x¹

k− tuyÕn tÝnh ph¶n xøng tõ g× g× · · · × g vµo V vµ quy ­íc C0(g, V ) = V. §Æt

C(g, V ) =
∞∑
k=0

Ck(g, V ). X©y dùng ¸nh x¹ δk : Ck(g, V ) −→ Ck+1(g, V ) nh­ sau:

δkf(x0, x1, . . . , xk) =
k∑
i=0

(−1)iρ(xi)(f(x0, . . . x̂i, . . . , xk))

+
k∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj], x0, . . . x̂i, . . . , x̂j, . . . , xk),

víi mäi f ∈ Ck(g, V );x0, . . . , xk ∈ g vµ ë ®©y ký hiÖu x̂i ®Ó chØ xi kh«ng cã trong

c«ng thøc. Khi ®ã ¸nh x¹ δk x©y dùng nh­ trªn ®­îc gäi lµ to¸n tö ®èi bê vµ dÔ dµng

chøng minh ®­îc δk ◦ δk−1 = 0. NÕu chóng ta kh«ng quan t©m ®Õn chØ sè k th× ta

®ång nhÊt ký hiÖu δ := δk. Do ®ã δ2 = 0.

Mét phÇn tö f ∈ Ck(g, V ) gäi lµ mét k− ®èi chu tr×nh nÕu δf = 0 vµ f gäi lµ

mét k− ®èi bê nÕu tån t¹i g ∈ Ck+1(g, V ) sao cho f = δg.

Ký hiÖu Zk(g, V ) lµ tËp hîp c¸c k− ®èi chu tr×nh vµ Bk(g, V ) lµ tËp hîp c¸c

k− ®èi bê, tøc lµ Zk(g, V ) = Kerδk vµ Bk(g, V ) = Imδk−1. Tõ tÝnh chÊt

δ2 = 0 ë trªn, chøng tá Bk(g, V ) ⊂ Zk(g, V ) vµ do ®ã ta cã kh«ng gian th­¬ng

Zk(g, V )/Bk(g, V ). Kh«ng gian th­¬ng nµy th­êng ®­îc ký hiÖu lµ Hk(g, V ) vµ

®­îc gäi lµ nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø k cña g víi hÖ sè trong V. Mçi phÇn tö thuéc

Hk(g, V ) còng ®­îc gäi lµ mét k− chu tr×nh (xem [1]).

Bµi to¸n m« t¶ t­êng minh Hk(g, V ) nhãm ®èi ®ång ®iÒu cña mét ®¹i sè Lie

g cho tr­íc hoÆc Ýt nhÊt lµ tÝnh ®­îc chiÒu cña nã ®ang ®­îc nhiÒu ng­êi quan
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t©m nghiªn cøu. VÝ dô nh­ trong [2] ng­êi ta ®· x©y dùng ®­îc c«ng thøc tÝnh

sè chiÒu cña Hk(g, V ) th«ng qua sè chiÒu cña g vµ sè chiÒu cña V, nh­ sau: NÕu

n = dim(g),m = dim(V ) th×

dim
(
Hk(g, V )

)
= dim(Kerδk−1) + dim(Kerδk)−m

(
n

k − 1

)
,

trong ®ã
(
n

k−1

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 2)

(k − 1)(k − 2) · · · 2.1
.

Trong tr­êng hîp V = C th× C0(g,C) = C vµ Ck(g,C) kh«ng gian c¸c ¸nh x¹

k− tuyÕn tÝnh ph¶n xøng tõ g× g× · · · × g vµo C ®­îc ®Þnh nghÜa lµ

Ck(g,C) = {ϕ : g× g× · · · × g −→ C | ϕ lµ k − tuyÕn tÝnh ph¶n xøng }

= Λk(g∗) lµ kh«ng gian c¸c k - d¹ng ph¶n xøng trªn ®èi ngÉu g∗.

MÆt kh¸c mçi biÓu diÔn ρ cña g trong C lµ mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie

ρ : g −→ End(C), do ®ã ρ(x) = 0,∀x ∈ g vµ to¸n tö ®èi bê δ ®­îc x¸c

®Þnh lµ

δk(f)(x0, x1, . . . , xk) =
k∑
i=0

(−1)iρ(xi)(f(x0, . . . x̂i, . . . , xk))

+
k∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj], x0, . . . x̂i, . . . , x̂j, . . . , xk).

Khi ®ã ta cã

δkf(x1, x2, . . . , xk) =
k∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj], x0. . . . , x̂i, . . . , x̂j, . . . , xk),

víi mäi f ∈ Ck(g,C);x0, . . . , xk ∈ g vµ ë ®©y ký hiÖu x̂i ®Ó chØ xi kh«ng cã trong

c«ng thøc.

1.2.2. §Þnh nghÜa. Cho g lµ mét ®¹i sè Lie. D¹ng song tuyÕn tÝnh, ®èi xøng, kh«ng

suy biÕn ω : g× g −→ C ®­îc gäi lµ mét cÊu tróc symplectic trªn g, nÕu:

ω([x, y], z) + ω([y, z], x) + ω([z, x], y), x, y, z ∈ g.

VÝ dô 1. NÕu g lµ ®¹i sè Lie sl2(C) th× Khi ®ã H2(g,C) = {0}.



Ch­¬ng 1. KiÕn thøc chuÈn bÞ 21

Chøng minh. Gäi

C2(g),C) = {ϕ : g× g −→ C | ϕ lµ 2− tuyÕn tÝnh ph¶n xøng }
lµ kh«ng gian c¸c ¸nh x¹ 2− tuyÕn tÝnh ph¶n xøng tõ g× g vµo C.

Z2(g),C) lµ tËp hîp c¸c 2− chu tr×nh cña g trªn C.

B2(g),C) lµ tËp hîp c¸c 2− ®èi bê cña g trªn C.

V× dim(g) = 3, do ®ã gi¶ sö g = span{e1, e2, e3} lµ kh«ng gian sinh bëi hÖ vect¬

c¬ së E = {e1, e2, e3} vµ tÝch Lie [., .] ®­îc x¸c ®Þnh bëi:

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −2e1 vµ [e2, e3] = 2e2.

Ta lÊy ω ∈ C2(g),C). NÕu ω ∈ Z2(C2(g),C)) th×

ω([ei, ej], ek)− ω([ei, ek], ej) + ω([ej, ek], ei) = 0,∀i, j, k = 1, 2, 3.

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta xÐt (i, j, k) = (1, 2, 3). Khi ®ã ta cã

ω([e1, e2], e3)− ω([e1, e3], e2) + ω([e2, e3], e1) = 0.

V× [e1, e2] = e3, [e1, e3] = −2e1, [e2, e3] = 2e2, nªn

ω(e3, e3) + 2ω(e1, e2) + 2ω(e2, e1) = 0.

V× biÓu thøc cuèi cïng hiÓn nhiªn ®óng, nªn ∀ω ∈ C2(g),C) th× ω ∈ Z2(sl2(C),C).

MÆt kh¸c, v× {[e1, e2], [e1, e3], [e2, e3]} t¹o thµnh mét c¬ së cña g nªn ∀ω ∈
C2(g),C) ta lu«n t×m ®­îc f ∈ g ®Ó ω(ei, ej) = f([ei, ej]). §iÒu nµy chøng tá

B2(g),C) = Z2(g),C). VËy H2(g),C) = {0}.



Ch­¬ng 2

§èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i
sè Lie toµn ph­¬ng

Néi dung trong ch­¬ng nµy, chóng t«i tr×nh bµy l¹i mét c¸ch cã hÖ thèng c¸c

kh¸i niÖm c¬ b¶n vµ nh÷ng kÕt qu¶ cÇn thiÕt liªn quan ®Õn nhãm ®èi ®ång ®iÒu cña

®¹i sè Lie toµn ph­¬ng. Sö dông c¸c kÕt qu¶ ®ã ®Ó tÝnh nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2

cña ®¹i sè Lie kim c­¬ng vµ ®¹i sè Lie kiÓu Jordan.

2.1 §èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie kim c­¬ng

2.1.1. §Þnh nghÜa. Mét kh«ng gian vect¬ V h÷u h¹n (dim(V ) = n) trªn tr­êng sè

phøc C ®­îc gäi lµ kh«ng gian vect¬ toµn ph­¬ng n− chiÒu nÕu tån t¹i

ϕ : V × V −→ C lµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi xøng, kh«ng suy biÕn trªn V.

Khi ®ã ng­êi ta ký hiÖu lµ (V, ϕ).

Gi¶ sö V ∗ lµ kh«ng gian ®èi ngÉu cña V. Ký hiÖu Λk(V ∗) lµ ®¹i sè Grassmann

chøa c¸c d¹ng k− tuyÕn tÝnh ph¶n xøng trªn V ∗ víi tÝch ngoµi ∧ vµ lx lµ ¸nh x¹ ®¹o

hµm cña Λ(V ∗), víi x ∈ V. Khi ®ã lx ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau: (xem [1])

lx(Ω)(y1, . . . , yk) = Ω(x, y1, . . . , yk),

∀Ω ∈ Λk+1(V ∗); y1, . . . , yk ∈ V, (k ≥ 0).

Gi¶ sö E = {e1, e2, · · · , en} lµ mét c¬ së trùc chuÈn cña V. Khi ®ã tÝch super

22
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- Poisson trªn kh«ng gian Λ(V ∗) ®­îc ®Þnh nghÜa nh­ sau:

{Ω,Ω′} := (−1)k+1
n∑
j=1

lej(Ω) ∧ lej(Ω
′
),∀Ω ∈ Λk(V ∗),∀Ω′ ∈ Λ(V ∗).

Tõ ®Þnh nghÜa tÝch super - Poisson ta thÊy:

+) TÝch super - Poisson ®Þnh nghÜa ë trªn kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän c¬ së trùc

chuÈn E cña V.

+) NÕu α, α
′ ∈ V ∗ th×

{α,Ω} = lφ−1(α)(Ω),∀Ω ∈ Λ(V ∗)

vµ

{α, α′} = B(φ−1(α), φ−1(α
′
)).

Víi mçi d¹ng k− tuyÕn tÝnh ph¶n xøng Ω ∈ Λk(V ∗), x©y dùng ¸nh x¹

adP (Ω) : Λ(V ∗) −→ Λ(V ∗), x¸c ®Þnh bëi:

adP (Ω)(Ω
′
) = {Ω,Ω′}, ∀Ω ∈ Λ(V ∗).

Khi ®ã ta chøng minh ®­îc ∀Ω′ ∈ Λk
′

(V ∗),Ω
′′ ∈ Λ(V ∗) th×

adP (Ω)({Ω′,Ω′′}) = {adP (Ω)(Ω
′
)Ω
′′}+ (−1)kk

′

{Ω, adP (Ω)(Ω
′
)},

cã nghÜa adP (Ω) lµ mét siªu ®¹o hµm cã bËc k − 2 cña ®¹i sè Λ(V ∗).

§iÒu nµy chøng tá Λ(V ∗) lµ mét ®¹i sè ph©n bËc víi tÝch super - Poisson.

2.1.2. §Þnh nghÜa. (xem [7]). Cho (g, ϕ) lµ mét ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng. 3− d¹ng

liªn kÕt víi g lµ 3− d¹ng tuyÕn tÝnh

I : g× g× g −→ C

(x, y, z) 7−→ I(x, y, z) = B([x, y], z),

tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn:

+) I lµ 3− d¹ng ph¶n xøng trªn g.

+) NÕu ký hiÖu {., .} lµ tÝch super - Poisson trªn Λ(g∗) ®¹i sè Grassmann chøa

c¸c d¹ng ®a tuyÕn tÝnh ph¶n xøng trªn g∗ víi tÝch ngoµi ∧, th× {I, I} = 0.
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Tõ ®Þnh nghÜa trªn, ta thÊy nÕu g lµ kh«ng gian vect¬ toµn ph­¬ng h÷u h¹n chiÒu

®­îc trang bÞ d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi xøng kh«ng suy biÕn ϕ vµ I lµ mét 3− d¹ng

ph¶n xøng trªn g tháa m·n ®iÒu kiÖn {I, I} = 0. Khi ®ã (g, ϕ) lµ mét ®¹i sè Lie

toµn ph­¬ng víi 3− d¹ng liªn kÕt I , trong ®ã tÝch Lie ®­îc x¸c ®Þnh bëi:

[x, y] = φ−1(lx∧y(I)), ∀x, y ∈ g.

Do ®ã thay cho viÖc nghiªn cøu ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng g trªn mét kh«ng gian vect¬

V h÷u h¹n chiÒu ta nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt cña 3− d¹ng liªn kÕt víi g.

2.1.3. §Þnh lý. (xem [7]) §¼ng cÊu

Φ : Dera(g, ϕ) −→ Z2(g,C) = {Ω | {I,Ω} = 0}

c¶m sinh ®¼ng cÊu

Φ : ad(g) −→ lg(I) = {lX(I) | X ∈ g}.

2.1.4. HÖ qu¶. Víi nh÷ng ký hiÖu ë trªn, ta cã:

+) {lx(I), ly(I)} = l[x,y](I).

+) H2(g,C) ∼= Dera(g, B)/ad(g).

Tõ HÖ qu¶ 2.1.4, ta thÊy khi m« t¶ H2(g,C) nhãm ®èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie

toµn ph­¬ng g, ta cã thÓ m« t¶ qua c¸c ®¹o hµm ph¶n xøng cña g. MÆt kh¸c, nÕu

ω : g× g −→ C lµ cÊu tróc symplectic trªn ®¹i sè Lie g, th×

ω([x, y], z) + ω([y, z], x) + ω([z, x], y) = 0, x, y, z ∈ g.

Do ®ã cÊu tróc symplectic ω trªn ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng (g, ϕ) t­¬ng ®­¬ng víi ®¹o

hµm Φ bÊt biÕn, ®èi xøng ®Þnh nghÜa bëi ω(x, y) = ϕ(Φ(x), y), x, y ∈ g. VËy nÕu

ω lµ symplectic th× ω chÝnh x¸c lµ mét 2− d¹ng ω tháa m·n ®iÒu kiªn {I, ω} = 0.

NÕu g cã cÊu tróc ω nh­ vËy, th× chóng ta gäi (g, ϕ, ω) lµ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng

symplectic.
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2.1.5. §Þnh lý. Cho (g, ϕ, ω) lµ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng symplectic vµ ¸nh x¹

φ : G −→ G∗, φ(x) 7−→ B(x, .). Khi ®ã ¸nh x¹

Φ : ad(g) −→ ad(g),Φ(ad(x)) 7→ ad(φ−1(lx(ω)))

lµ ®¹o hµm kh¶ nghÞch cña ad(g).

2.1.6. MÖnh ®Ò. Gi¶ sö g = g4 lµ ®¹i sè Lie kim c­¬ng 4− chiÒu sinh bëi hÖ vect¬

c¬ së lµ E = {e1, e2, e3, e4} (ký hiÖu lµ g4 = span{e1, e2, e3, e4}), víi tÝch Lie

®­îc x¸c ®Þnh bëi:


[e1, e2] = e3

[e4, e1] = −e1

[e4, e2] = e2

[e3, e1] = [e3, e2] = [e4, e3] = 0
vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi xøng ϕ ®­îc cho bëi ϕ(e4, e1) = ϕ(e2, e3) = 1, c¸c

tr­êng hîp kh¸c b»ng 0. Khi ®ã H2(g4) = 0.

Chøng minh. Gäi Φ lµ mét ®¹o hµm ph¶n xøng cña g4. Ký hiÖu Z(g4) lµ t©m cña

g4. Khi ®ã theo ®Þnh nghÜa cña t©m vµ ®Þnh nghÜa tÝch Lie ë trªn g4, ta tÝnh ®­îc

Z(g4) = Ce4 lµ kh«ng gian æn ®Þnh ®èi víi Φ, tøc lµ Φ(Z(g4)) ⊂ Z(g4). Do ®ã ta

cã thÓ gi¶ sö Φ(e4) = xe4,∀x ∈ C. V× Φ ph¶n xøng, nªn ta cã:

ϕ(Φ(e1), e4) = −ϕ(e1,Φ(e4)) = −ϕ(e1, xe4) = −x.

V× E = {e1, e2, e3, e4} lµ c¬ së cña g4. Do ®ã ∃x, y, z, w ∈ C sao cho

Φ(e4) = −xe1 + ye2 + ze3 + we4.

MÆt kh¸c [g4, g4] còng lµ mét kh«ng gian æn ®Þnh ®èi víi Φ, nªn ta cã thÓ viÕt

Φ(e2) = ae2 + be3 + ce4 vµ Φ(e3) = a1e2 + b1e3 + c1e4,∀a, b, c, a1, b1, c1 ∈ C.

Mµ

Φ(e2) = Φ([e1, e2]) = [Φ(e1), e2] + [e1,Φ(e2)].

VËy so s¸nh víi sù ph©n tÝch trªn, suy ra x = b = 0 vµ c = −z.
Lµm t­¬ng tù ®èi víi Φ(e3), ta thu ®­îc c1 = −y vµ a1 = 0.
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V× Φ cã tÝnh chÊt ph¶n xøng, nªn tõ ®¼ng thøc ϕ(Φ(e1), e1) = 0⇒ w = 0.

T­¬ng tù ϕ(Φ(e2), e3) = −ϕ(e2,Φ(e3)), suy ra a = −b1. Do ®ã ta cã ma trËn cña

Φ ®èi víi c¬ së E = {e1, e2, e3, e4} lµ AΦ =

0 0 0 0
y a 0 0
z 0 −a 0
0 −z −y 0

 , víi a, b, c ∈ C.

MÆt kh¸c, nÕu chóng ta tÝnh to¸n trùc tiÕp trªn c¬ së E ®· chän, th×

Φ = ad(ae1 − be2 + ce3).

Do ®ã Φ lµ mét ®¹o hµm trong cña g4. VËy, trong ®¹i sè Lie g4 mäi ®¹o hµm ph¶n

xøng ®Òu lµ ®¹o hµm trong. Suy ra H2(g4,C) = {0}.

2.1.7. MÖnh ®Ò. Gi¶ sö g = g5 lµ ®¹i sè Lie kim c­¬ng 5− chiÒu sinh bëi hÖ vect¬

c¬ së lµ E = {e1, e2, e3, e4, e5} (ký hiÖu lµ g5 = span{e1, e2, e3, e4, e5}), víi tÝch
Lie ®­îc x¸c ®Þnh bëi

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = −e5, [e2, e3] = e4

vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ϕ ®­îc x¸c ®Þnh: ϕ(e1, e4) = ϕ(e2, e5) = ϕ(e3, e3) = 1,

c¸c tr­êng hîp cßn l¹i b»ng 0. Khi ®ã

H2(g5,C) = span{[e∗1 ∧ e∗2], [e∗5 ∧ e∗1], [e∗4 ∧ e∗1 − e∗5 ∧ e∗2]}.

Chøng minh. Gi¶ sö I lµ 3− d¹ng liªn kÕt cña g5, khi ®ã tõ sù x¸c ®Þnh d¹ng song

tuyÕn tÝnh ϕ ë trªn ta tÝnh ®­îc I = x∗1 ∧ x∗2 ∧ t∗. MÆt kh¸c tõ c«ng thøc x¸c ®Þnh

B2(g5,C), ta cã:

B2(g5,C) = {ω ∈ Λ2(g∗) | ω((x, y) = f(x, y), f ∈ g∗} = {lx(I) | x ∈ g},

⇒ B2(g5,C) = span{e∗1 ∧ e∗2, e∗1 ∧ e∗3, e∗2 ∧ e∗3} lµ kh«ng gian vect¬ sinh b¬i hÖ

vect¬ c¬ së {e∗1 ∧ e∗2, e∗1 ∧ e∗3, e∗2 ∧ e∗3}.
MÆt kh¸c,theo ®Þnh nghÜa ta cã: Z2(g5,C) = {ω ∈ Λ2((g∗5) | {I, ω} = 0}.
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B©y giê ta sù dông c«ng thøc tÝnh tÝch super - Poisson ®­îc x©y dùng ë trong

([7]), ta cã:

{I, e∗1 ∧ e∗2} = {e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3, e∗1 ∧ e∗2} = ϕ(e4, e4)e
∗
2 ∧ e∗3 ∧ e∗2

− ϕ(e4, e5)e
∗
2 ∧ e∗3 ∧ e∗1 − ϕ(e5, e4)e

∗
1 ∧ e∗3 ∧ e∗2

+ ϕ(e5, e4)e
∗
1 ∧ e∗3 ∧ e∗1 + ϕ(e3, e4)e

∗
1 ∧ e∗2 ∧ e∗2

− ϕ(e3, e5)e
∗
1 ∧ e∗2 ∧ e∗1 = 0.

⇒ e∗1 ∧ e∗2 ∈ Z2(g5,C).

TÝnh hoµn toµn t­¬ng tù nh­ trªn ta thu ®­îc:

{I, e∗1 ∧ e∗3} = 0⇒ e∗1 ∧ e∗3 ∈ Z2(g5,C)
{I, e∗2 ∧ e∗3} = 0⇒ e∗2 ∧ e∗3 ∈ Z2(g5,C)
{I, e∗4 ∧ e∗2} = 0⇒ e∗4 ∧ e∗2∗ ∈ Z2(g5,C)
{I, e∗5 ∧ e∗1} = 0⇒ e∗5 ∧ e∗1 ∈ Z2(g5,C)
{I, e∗4 ∧ e∗1 − e∗5 ∧ e∗2} = 0⇒ e∗4 ∧ e∗1 − e∗5 ∧ e∗2 ∈ Z2(g5,C).

VËy

Z2(g5,C) = span{e∗1 ∧ e∗2, e∗1 ∧ e∗3, e∗2 ∧ e∗3, e∗4 ∧ e∗2, e∗5 ∧ e∗1, e∗4 ∧ e∗1 − e∗5 ∧ e∗2}
lµ kh«ng gian sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së

{e∗1 ∧ e∗2, e∗1 ∧ e∗3, e∗2 ∧ e∗3, e∗4 ∧ e∗2, e∗5 ∧ e∗1, e∗4 ∧ e∗1 − e∗5 ∧ e∗2}.
Tãm l¹i, tõ viÖc m« t¶ B2(g5,C) vµ Z2(g5,C) ë trªn ta cã:

H2(g5,C) = Z2(g5,C)/B2(g5,C) = span{[e∗1∧ e∗2], [e∗5∧ e∗1], [e∗4∧ e∗1− e∗5∧ e∗2]}

lµ kh«ng gian sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së {[e∗1 ∧ e∗2], [e∗5 ∧ e∗1], [e∗4 ∧ e∗1 − e∗5 ∧ e∗2]}.

2.1.8. MÖnh ®Ò. Gi¶ sö g = g6 lµ ®¹i sè Lie kim c­¬ng 6− chiÒu sinh bëi hÖ vect¬

c¬ së lµ {u1, u2, u3, u4, u5, u6} víi tÝch Lie ®­îc x¸c ®Þnh bëi:

[u1, u2] = u6, [u2, u3] = u4 vµ [u3, u1] = u5

vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ϕ ®­îc x¸c ®Þnh: ϕ(u1, u4) = ϕ(u2, u5) = ϕ(u3, u6) = 1,

c¸c tr­êng hîp kh¸c b»ng 0. Khi ®ã

H2(g,C) = span{[u∗1 ∧ u∗5], [u∗1 ∧ u∗6], [u∗2 ∧ u∗4], [u∗2 ∧ u∗6], [u∗3 ∧ u∗4], [u∗3 ∧ u∗5],
[u∗4 ∧ u∗1 − u∗5 ∧ u∗2], [u∗4 ∧ u∗1 − u∗6 ∧ u∗3]}.
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Chøng minh. LËp luËn t­¬ng tù nh­ trong phÐp chøng minh cña MÖnh ®Ò 2.1.7, ®èi

víi ®¹i sè kim c­¬ng g6 ta tÝnh ®­îc:

B2(g6,C) = {lx(I) | x ∈ g} = span{u∗1 ∧ u∗2, u∗2 ∧ u∗3, u∗3 ∧ u∗1}
vµ

Z2(g6,C) = span{u∗1∧u∗2, u∗2∧u∗3, u∗3∧u∗1, u∗1∧u∗5, u∗1∧u∗6, u∗2∧u∗4, u∗2∧u∗6, u∗3∧u∗4,
u∗3 ∧ u∗5, u∗4 ∧ u∗1 − u∗5 ∧ u∗2, u∗4 ∧ u∗1 − u∗6 ∧ u∗3}.

VËy

H2(g,C) = Z2(g,C)/B2(g,C) = span{[u∗1 ∧ u∗5], [u∗1 ∧ u∗6], [u∗2 ∧ u∗4], [u∗2 ∧ u∗6],
[u∗3 ∧ u∗4], [u∗3 ∧ u∗5], [u∗4 ∧ u∗1 − u∗5 ∧ u∗2], [u∗4 ∧ u∗1 − u∗6 ∧ u∗3]}.

Trong c¸c mÖnh ®Ò trªn chóng ta ®· m« t¶ ®­îc nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cho

mét sè ®¹i sè Lie kim c­¬ng toµn ph­¬ng víi sè chiÒu b»ng 4, 5, 6. B©y giê chóng

ta gi¶i bµi to¸n ®ã cho ®¹i sè Lie kim c­¬ng toµn ph­¬ng tæng qu¸t.

2.1.9. §Þnh lý . §Æt Cn
∗ = (C\{0})n(n ∈ N∗) vµ Γ := (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Cn

∗ . Gi¶

sö g = g2n+2 lµ ®¹i sè Lie kim c­¬ng phøc (2n+ 2)− chiÒu sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së

lµ {e0, e1, . . . , en, u0, u1, . . . , un} víi tÝch Lie kh«ng tÇm th­êng ®­îc x¸c ®Þnh nh­

sau:

[u0, e1] = λiei, [u0, ui] = −λiui, [ei, ui] = λie0; 1 ≤ i ≤ n.

vµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ϕ x¸c ®Þnh bëi:{
ϕ(ei, ui) = 1; 0 ≤ i ≤ n
ϕ(ei, ej) = ϕ(ei, uj) = ϕ(ui, uj) = 0, 0 ≤ i 6= j ≤ n.

Khi ®ãH2(g2n+2,C) lµ nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña g2n+2 lµ mét trong c¸c tr­êng

hîp sau:

{[e∗i ∧ e∗j ] | λi + λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n},
{[u∗i ∧ u∗j ] | λi + λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n},
{[e∗i ∧ u∗j ] | λi − λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n}.

Chøng minh. Tr­íc hÕt ta chó ý r»ng, λi ∈ Γ := (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Cn
∗ th×

λi 6= 0,∀i = 1, n vµ c¸c sè phøc λi ∈ Γ,∀i = 1, n kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i kh¸c nhau.
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B©y giê chóng ta x©y dùng tËp con {a1, a2, . . . , ak} gåm k sè phøc kh¸c kh«ng tháa

m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y:

+) ∀i = 1, n, tån t¹i duy nhÊt j = 1, k, sao cho aj = λi hoÆc aj = −λi.
++) ∀j = 1, k, tån t¹i duy nhÊt i = 1, n, sao cho aj = λi hoÆc aj = −λi.
Víi i ∈ {1, 2, . . . , k}, chóng ta ký hiÖu pi (t­¬ng øng qi) lµ sè l­îng nhËn gi¸ trÞ ai

(t­¬ng øng lµ −ai) ®­îc lÆp ®i lÆp l¹i trong Γ := (λ1, λ2, . . . , λn).

§Æt ni = pi + qi,∀i = 1, n. Suy ra
k∑
i=1

ni = n. Tõ ®ã ta thÊy nÕu cho tr­íc bé n

sè phøc Γ := (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ Cn
∗ th× c¸c sè n1, n2, . . . , nk hoµn toµn ®­îc x¸c

®Þnh vµ kh«ng khã ®Ó t×m ra nã.

Ký hiÖu {e∗0, e∗1, . . . , e∗n, u∗0, u∗1, . . . , u∗n} lµ c¬ së ®èi ngÉu trong g∗2n+2 t­¬ng øng

víi c¬ së {e0, e1, . . . , en, u0, u1, . . . , un} trong g2n+2.§ÆtP = span{e∗1, e∗2, . . . , e∗n}
vµ Q = span{u∗1, u∗2, . . . , u∗n} t­¬ng øng lµ c¸c kh«ng gian sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së

{e∗1, e∗2, . . . , e∗n} vµ {u∗1, u∗2, . . . , u∗n}. Gi¶ sö I lµ 3− d¹ng liªn kÕt víi g2n+2, khi ®ã

I ®­îc x¸c ®Þnh bëi

I = u∗0 ∧
n∑
i=1

λie
∗
i ∧ u∗i .

Ký hiÖu Ωn :=
n∑
i=1

λie
∗
i ∧ u∗i . Khi ®ã theo [4] ta cã

B2(g2n+2) = span{u∗0 ∧ e∗i , u∗0 ∧ u∗i ,Ωn : 1 ≤ i ≤ n}.

• Ta thÊy víi gi¸ trÞ n = 1 th× cho ta ®¹i sè Lie kim c­¬ng 4− chiÒu g4. §èi ®ång

®iÒu thø 2 cña nã ®· ®­îc tÝnh trong MÖnh ®Ò 2.1.6.

• B©y giê ta xÐt tr­êng hîp n > 1. Theo trªn 3− d¹ng liªn kÕt I ®­îc x¸c ®Þnh bëi

I = u∗0 ∧
n∑
i=1

λie
∗
i ∧ u∗i . Khi ®ã ta dÔ dµng tÝnh ®­îc c¸c tÝch super - Poisson sau:

1. {I, e∗0 ∧ e∗i} = e∗i ∧ Ωi − λie∗0 ∧ u∗0 ∧ e∗i ,
2. {I, e∗0 ∧ u∗i} = u∗i ∧ Ωi + λie

∗
0 ∧ u∗0 ∧ u∗i ,

3. {I, e∗0 ∧ u∗0} = I,

4. {I, e∗i ∧ e∗j} = (λi + λj)u
∗
0 ∧ e∗i ∧ e∗j ,

5. {I, u∗i ∧ u∗j} = −(λi + λj)u
∗
0 ∧ u∗i ∧ u∗j ,

6. {I, e∗i ∧ u∗j} = (λi − λj)u∗0 ∧ e∗i ∧ u∗j .
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Do ®ã Z2(g2n+2) lµ tËp hîp c¸c 2− chu tr×nh cña ®­îc g2n+2 trªn C x¸c bëi c¸c tËp

hîp sau:

{u∗0 ∧ e∗i , u∗0 ∧ u∗i ,Ωn | 1 ≤ i < j ≤ n},
{e∗i ∧ e∗j | λi + λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n},
{u∗i ∧ u∗j | λi + λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n},
{e∗i ∧ u∗j | λi − λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n}.

VËy chóng ta ®· x¸c ®Þnh ®­îc B2(g2n+2) vµ Z
2(g2n+2). Do ®ã nhãm ®èi ®ång ®iÒu

H2(g2n+2) = Z2(g2n+2)/B
2(g2n+2) lµ tËp c¸c líp t­¬ng ®­¬ng trong Z

2(g2n+2) theo

modulo B2(g2n+2) ®­îc m«t t¶ nh­ sau:

{[e∗i ∧ e∗j ] | λi + λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n},
{[u∗i ∧ u∗j ] | λi + λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n},
{[e∗i ∧ u∗j ] | λi − λj = 0, 1 ≤ i < j ≤ n}.
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2.2 §èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie kiÓu Jordan

Cho n ∈ N∗. XÐt khèi Jordan lòy linh Jn =



0 1 0 0 0 . . . 0
0 0 1 0 0 . . . 0
0 0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 0 . . . 0


vµ quy

­íc J1 = [0].

2.2.1. MÖnh ®Ò. (xem [3]) Gi¶ sö E = {e1, e2. . . . , en, u1, u2, . . . , un} lµ c¬ së

chÝnh t¾c cña C− kh«ng gian vect¬ C2n. Khi ®ã ¸nh x¹

ϕ :C2n × C2n −→ C

(xi, yj) 7−→ δij =

{
1 nÕu i = j = 0, n
0 nÕu i 6= j.

lµ d¹ng song tuyÕn tÝnh bÊt biÕn, kh«ng suy biÕn.

2.2.2. MÖnh ®Ò. Cho ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh Φ : C2n −→ C2n. Gi¶ sö AΦ =

[
Jn 0
0 −JTn

]
lµ ma trËn cña Φ ®èi víi c¬ së chÝnh t¾c E = {e1, e2. . . . , en, u1, u2, . . . , un} cña
C2n. §Æt j2n = C2n ⊕ Ce0 ⊕ Cu0 lµ mét më réng cña C2n bëi Φ. Khi ®ã j2n lµ mét

®¹i sè Lie, víi tÝch Lie ®­îc x¸c ®Þnh bëi:
[x, y] = ϕ(Φ(x), y)e0,∀x, y ∈ C2n

[e0, j2n] = 0
[u0, x] = Φ(x).

Tõ kÕt qu¶ cña MÖnh ®Ò 2.2.1 vµ MÖnh ®Ò 2.2.2 ta cã: (j2n, ϕ) trë thµnh mét ®¹i

sè Lie toµn ph­¬ng trªn tr­êng sè phøc C vµ ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng kiÓu

Jordan j2n.

Theo MÖnh ®Ò 2.2.2 th× tÝch Lie ë trªn j2n lµ:
[x, y] = ϕ(Φ(x), y)x0,∀x, y ∈ C2n

[x0, j2n] = 0
[y0, x] = Φ(x).

Do ®ã c¸c tÝch Lie kh¸c kh«ng trªn j2n ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau:
[u0, e2] = e1, [u0, e3] = e2, . . . , [u0, en] = en−1,
[u0, u1] = −u2, [u0, u2] = −u3, . . . , [u0, un−1] = −un,
[e2, u1] = [e3, u2] = · · · = [en−1, un−2] = [en, un−1] = e0.
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Gi¶ sö {e∗0, e∗1, . . . , e∗n, u∗0, u∗1, . . . , u∗n} lµ c¬ së ®èi ngÉu cña {e0, e1, . . . , en, u0, u1, . . . , un}.
Khi ®ã theo [3] nÕu I lµ 3− d¹ng liªn kÕt víi j2n th× I ®­îc x¸c ®Þnh bëi

I = u∗0 ∧
(
n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i

)
2.2.3. MÖnh ®Ò. (xem [3]) Gi¶ sö B2(j2n) lµ tËp hîp c¸c 2− ®èi bê cña ®¹i sè Lie

toµn ph­¬ng j2n trªn C. Th×

B2(j2n) = span{lx(I) | x ∈ j2n}

= span
{n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i , u∗0 ∧ e∗i+1, u
∗
0 ∧ u∗i | i = 1, n− 1

}
.

Gi¶ sö C2(j2n,C) lµ kh«ng gian c¸c ¸nh x¹ 2− tuyÕn tÝnh tõ

j2n × j2n −→ C,

tøc lµ C2(j2n,C) = Λ2(C2(j∗2n). Theo [3] nÕu P = span{e∗1, e∗2, . . . , e∗n} vµ

Q = span{u∗1, u∗2, . . . , u∗n} t­¬ng øng lµ c¸c kh«ng gian sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së

{e∗1, e∗2, . . . , e∗n} vµ {u∗1, u∗2, . . . , u∗n} th×

C2(j2n,C) = (e∗0∧(P⊕Q))⊕(u∗0∧(P⊕Q))⊕Λ2(P )⊕Λ2(Q)⊕(P⊕Q)⊕ < e∗0∧u∗0 >,

nghÜa lµ C2(j2n,C) ®­îc ph©n tÝch thµnh tæng trùc tiÕp c¸c kh«ng gian c¸c 2− d¹ng

e∗0 ∧ (P ⊕Q), u∗0 ∧ (P ⊕Q),Λ2(P ),Λ2(Q), P ∧Q,< e∗0 ∧ u∗0 > .

2.2.4. MÖnh ®Ò. Víi nh÷ng ký hiÖu nh­ trªn, nÕu ®Æt Z2(j2n) lµ tËp hîp 2− ®èi chu

tr×nh cña j2n th×

Z2(j2n) = u∗0 ∧ (P ⊕Q)⊕ ker{I,Λ2(P )} ⊕ ker{I,Λ2(Q)} ⊕ ker{I, P ∧Q}

⊕
〈
e∗0 ∧ u∗0 −

n∑
i=1

(n− 1− i)e∗i ∧ u∗i
〉
.

Chøng minh. V× C2(j2n,C) ®­îc ph©n tÝch thµnh tæng trùc tiÕp c¸c kh«ng gian c¸c

2− d¹ng

e∗0 ∧ (P ⊕Q), u∗0 ∧ (P ⊕Q),Λ2(P ),Λ2(Q), P ∧Q,< e∗0 ∧ u∗0 >
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vµ theo ®Þnh nghÜa Z2(j2n), do ®ã ®Ó m« t¶ ®­îc Z2(j2n) chóng ta tÝnh to¸n tö {I, .}
lÇn l­ît cho c¸c h¹ng tö trùc tiÕp

e∗0 ∧ (P ⊕Q), u∗0 ∧ (P ⊕Q),Λ2(P ),Λ2(Q), P ∧Q,< e∗0 ∧ u∗0 > .

• §èi víi h¹ng tö Λ2(P ) : Theo trªn víi ∀e∗i ∈ P th× e∗i ∧ e∗j ∈ Λ2(P ). ta cã:

+) NÕu 1 ≤ i < n− 1 th×

{I, e∗i ∧ e∗n} = {u∗0 ∧
(n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i
)
, e∗i ∧ e∗n} = u∗0 ∧ e∗i+1 ∧ e∗n

vµ {I, e∗i ∧ e∗i+1} = {u∗0 ∧
(n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i
)
, e∗i ∧ e∗i+1} = u∗0 ∧ e∗i ∧ e∗i+2 ∧ e∗n.

+) NÕu 1 ≤ i < j − 1, j < n− 1 th×

{I, e∗i ∧ e∗j} = {u∗0 ∧
(n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i
)
, e∗i ∧ e∗j} = u∗0 ∧ e∗i+1 ∧ e∗j + u∗0 ∧ e∗i ∧ e∗j+1.

+) {I, e∗n−1 ∧ e∗n} = {u∗0 ∧
(n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i
)
, e∗n−1 ∧ e∗n} = 0.

V× {I, e∗n−1 ∧ e∗n} = 0⇒ e∗n−1 ∧ e∗n ∈ ker({I,Λ2(P )}.
MÆt kh¸c ∀ω ∈ ker({I,Λ2(P )} th× ω cã d¹ng

ω =
n−1∑

2≤i+1≤j≤n−1

aije
∗
i ∧ e∗j +

n−2∑
i=1

bie
∗
i ∧ e∗i+1 +

n−2∑
j=1

cje
∗
i ∧ e∗n + de∗n−1 ∧ e∗n.

++) Gi¶ sö

ω =
n−1∑

2≤i+1≤j≤n−1

aije
∗
i∧e∗j+

n−2∑
i=1

bie
∗
i∧e∗i+1+

n−2∑
j=1

cje
∗
i∧e∗n+de∗n−1∧e∗n ∈ ker({I,Λ2(P )}

sao cho c¸c aij ®ång thêi b»ng kh«ng, cßn c¸c bi kh«ng ®ång thêi b»ng kh«ng. Khi

®ã

ω =
n−2∑
i=1

bie
∗
i ∧ e∗i+1 +

n−2∑
j=1

cje
∗
i ∧ e∗n + de∗n−1 ∧ e∗n.

B»ng c¸ch tÝnh to¸n trùc tiÕp, ta cã:

{I, ω} =
n−2∑
i=1

biu
∗
0e
∗
i ∧ e∗i+2 +

n−2∑
j=1

cje
∗
j+1 ∧ e∗n = 0.
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V× c¸c bi kh«ng ®ån thêi b»ng kh«ng, do ®ã kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö tån t¹i

chØ sè i0 ®Ó sao cho bi0 = 1. §Ó {I, e∗i0∧e
∗
i0+1} = u∗0∧e∗i0∧e

∗
i0+2 = 0 th× i0 +2 = n

vµ ci0−1 = −bi0. Khi ®ã thay trùc tiÕp vµo trªn, ta cã ω = e∗n−2 ∧ e∗n−1 − e∗n−3 ∧ e∗n
hoÆc ω = e∗n−3 ∧ e∗n − e∗n−2 ∧ e∗n−1 thuéc vµo ∈ ker({I,Λ2(P )}.
++) Gi¶ sö

ω =
n−1∑

2≤i+1≤j≤n−1

aije
∗
i∧e∗j+

n−2∑
i=1

bie
∗
i∧e∗i+1+

n−2∑
j=1

cje
∗
i∧e∗n+de∗n−1∧e∗n ∈ ker({I,Λ2(P )}

sao cho c¸c aij kh«ng ®ång thêi b»ng kh«ng. Ta cã:

{I, ω} =
n−1∑

2≤i+1≤j≤n−1

aij(u
∗
0 ∧ e∗i+1 ∧ e∗j + u∗0 ∧ e∗j ∧ e∗i+1)

+
n−2∑
i=1

biu
∗
0e
∗
i ∧ e∗i+2 +

n−2∑
j=1

cju
∗
0 ∧ e∗j+1 ∧ e∗n = 0.

V× c¸c aij kh«ng ®ång thêi b»ng kh«ng, do ®ã kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶

sö i0 lµ chØ sè nhá nhÊt sao cho tån t¹i chØ sè j0 > i0 + 1 ®Ó ai0j0 = 1. NÕu

j0 < n − 1, do ®ã ®Ó ai0j0u
∗
0 ∧ e∗i0 ∧ e

∗
j0+1 = 0 th× ai0−1j0+1 = −ai0j0 = −1,

®iÒu nµy m©u thuËn víi tÝnh nhá nhÊt cña i0. Do ®ã j0 = n − 1. NÕu i0 = 1 th×

{I, e∗i0 ∧ e
∗
j0
} = {I, e∗1 ∧ e∗n−1} = u∗0 ∧ e∗2 ∧ e∗n−1 + u∗0 ∧ e∗1 ∧ e∗n. So s¸nh víi c«ng

thøc x¸c ®Þnh tÝch super - Poisson {I, ω} ë trªn th× u∗0 ∧ e∗1 ∧ e∗n 6= 0, ®iÒu nµy v«

lý, do ®ã gi¶ thiÕt i0 = 1 lµ sai. VËy i0 > 1. Theo lËp luËn ë trªn

{I, e∗i0 ∧ e
∗
j0
} = u∗0 ∧ e∗i0+1 ∧ e∗j0 + u∗0 ∧ e∗i0 ∧ e

∗
n,

nªn ci0−1 = −ai0j0 vµ ai1j1 = −ai0j0, víi i1 = i0 + 1 vµ j1 = j0 − 1. MÆt kh¸c ta

l¹i cã

{I, e∗i1 ∧ e
∗
j1
} = u∗0 ∧ e∗i1+1 ∧ e∗j1 + u∗0 ∧ e∗i1 ∧ e

∗
j1+1,
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nªn ai2j2 = −ai1j1 víi i2 = i1+1 vµ j2 = j1−1. LËp luËn t­¬ng tù sau h÷u h¹n b­íc

ta thu ®­îc aisjs = −ais−1js−1, víi is = is−1+1 = i0+s vµ js = js−1−1 = n−s−1

sao cho js = is + 2 hoÆc js = is + 3.

NÕu js = is + 2 th× {I, e∗is ∧ e∗js} = u∗0 ∧ e∗is+1 ∧ e∗js+2 + u∗0 ∧ e∗is ∧ e∗js+3. Tõ

viÖc tÝnh {I, ω} ë trªn cho thÊy ®èi víi tr­êng hîp nµy th× u∗0 ∧ e∗is+1 ∧ e∗js+2 6= 0,

do ®ã tr­êng hîp nµy kh«ng x¶y ra.

NÕu js = is + 3 th× {I, e∗is ∧ e∗js} = u∗0 ∧ e∗is+1 ∧ e∗js+3 + u∗0 ∧ e∗is ∧ e∗js+4. Do

®ã ®Ó u∗0 ∧ e∗is+1 ∧ e∗js+3 = 0 th× ta cÇn chän bis+1 = −aisjs vµ i0 > 1, s ≥ 0 sao

cho i0 + s + 3 = n− s− 1 hay i0 = n− 2j, trong ®ã 2 ≤ l ≤ q − 1 (q lµ phÇn

nguyªn cña n
2
).

Tõ nh÷ng tÝnh to¸n vµ lËp luËn ë trªn, ta cã

ker{I,Λ2(P )} = span
{ k∑
i=1

(−1)ie∗n−2k+i ∧ e∗n−i+1

}
víi k = 1, q

lµ kh«ng gian con sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së
k∑
i=1

(−1)ie∗n−2k+i ∧ e∗n−i+1.

TÝnh to¸n hoµn toµn t­¬ng tù nh­ h¹ng tö Λ2(P ), ta cã:

• §èi víi h¹ng tö Λ2(Q) :

ker{I,Λ2(Q)} = span
{ k∑
i=1

(−1)iu∗i ∧ u∗2k−i+1

}
víi k = 1, q

lµ kh«ng gian con sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së
k∑
i=1

(−1)iu∗i ∧ u∗2k−i+1.

• §èi víi h¹ng tö P ∧Q :

ker{I, P ∧Q} = span
{ n∑
i=1

e∗i ∧ u∗i ,
n−1∑
i−1

e∗i+1 ∧ u∗i ,
n−2∑
i=1

e∗i+2 ∧ u∗i , . . . , e∗n ∧ u∗1
}

lµ kh«ng gian con sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së
n∑
i=1

e∗i ∧ u∗i ,
n−1∑
i−1

e∗i+1 ∧ u∗i ,
n−2∑
i=1

e∗i+2 ∧ u∗i , . . . , e∗n ∧ u∗1.

• §èi víi h¹ng tö < e∗0 ∧ u∗0 >: Ta cã {I, e∗0 ∧ u∗0} = u∗0 ∧
(n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i
)
®©y lµ

mét phÇn tö cña tÝch super - Poisson {I, P ∧Q}.MÆt kh¸c, t­¬ng tù nh­ trªn ta tÝnh

®­îc tÝch super - Poisson
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{
I, e∗0 ∧ u∗0 −

n∑
i=1

(n+ 1− i)e∗i ∧ u∗i
}
= 0

⇒ e∗0 ∧ u∗0 −
n∑
i=1

(n+ 1− i)e∗i ∧ u∗i ∈ ker({I, .}).
• §èi víi h¹ng tö e∗0 ∧ (P ⊕ Q) : §èi víi e∗0 ∧ (P ⊕ Q) theo [3] ta dÔ dµng tÝnh

®­îc ker{I, e∗0 ∧ (P ⊕Q)} = {0}.
• §èi víi h¹ng tö u∗0 ∧ (P ⊕ Q) : §èi víi u∗0 ∧ (P ⊕ Q) theo [3] tÝnh trùc tiÕp ta

thu ®­îc dim(ker{I, e∗0 ∧ (P ⊕Q)}) = 2n.

Tãm l¹i: Tõ viÖc tÝnh to¸n trªn c¸c h¹ng tö trùc tiÕp e∗0 ∧ (P ⊕ Q),

u∗0 ∧ (P ⊕Q),Λ2(P ),Λ2(Q), P ∧Q,< e∗0 ∧ u∗0 > ë trªn, ta thu ®­îc

Z2(j2n) = u∗0 ∧ (P ⊕Q)⊕ ker{I,Λ2(P )} ⊕ ker{I,Λ2(Q)} ⊕ ker{I, P ∧Q}

⊕
〈
e∗0 ∧ u∗0 −

n∑
i=1

(n− 1− i)e∗i ∧ u∗i
〉
.

Tõ kÕt qu¶ cña MÖnh ®Ò 2.2.3 vµ MÖnh ®Ò 2.2.4 ta sÏ m« t¶ ®­îc nhãm ®èi ®ång

®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng j2n trªn tr­êng sè phøc C th«ng qua ®Þnh lý

sau.

2.2.5. §Þnh lý. Víi nh÷ng ký hiÖu nh­ trªn, ta cã H2(j2n,C) nhãm ®èi ®ång ®iÒu

thø 2 cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng j2n :

H2(j2n,C) = Z2(j2n,C)/B2(j2n,C)

= span{[u∗0 ∧ (P ⊕Q)], [ker{I,Λ2(P )}],

[ker{I,Λ2(Q)}], [ker{I, P ∧Q]}

lµ kh«ng gian con sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së

[u∗0 ∧ (P ⊕Q)], [ker{I,Λ2(P )}], [ker{I,Λ2(Q)}], [ker{I, P ∧Q].

2.2.6. MÖnh ®Ò. (xem [3]) Gi¶ sö U = {e1, e2. . . . , en, t, u1, u2, . . . , un} lµ c¬ së

chÝnh t¾c cña C− kh«ng gian vect¬ C2n+1. Khi ®ã ¸nh x¹ ϕ : C2n+1×C2n+1 −→ C

®­îc x¸c ®Þnh bëi:

ϕ(xi, yj) = δij =

{
1 nÕu i = j = 0, n
0 nÕu i 6= j

vµ ϕ(t, t) = 1.

lµ d¹ng song tuyÕn tÝnh bÊt biÕn, kh«ng suy biÕn.
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2.2.7. MÖnh ®Ò. (xem [3]) Cho ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh Φ : C2n+1 −→ C2n+1. Gi¶ sö

AΦ =

[
Jn+1 M

0 −JTn

]
lµ ma trËn cña Φ ®èi víi c¬ së chÝnh t¾c U cña C2n, trong

®ãM = [mij](n+1)×n lµ ma trËn cì (n+ 1)× n cã tÊt c¶ c¸c sè h¹ng b»ng kh«ng

ngo¹i trõ phÇn tö m(n+1)n = −1. §Æt j2n+1 = C2n+1 ⊕ Cx0 ⊕ Cy0 lµ mét më réng

cña C2n+1 bëi Φ. Khi ®ã j2n+1 lµ mét ®¹i sè Lie, víi tÝch Lie ®­îc x¸c ®Þnh bëi:
[x, y] = ϕ(Φ(x), y)x0,∀x, y ∈ C2n+1

[x0, j2n+1] = 0
[y0, x] = Φ(x).

Tõ kÕt qu¶ cña MÖnh ®Ò 2.2.6 vµ MÖnh ®Ò 2.2.7 ta cã: (j2n+1, ϕ) trë thµnh mét

®¹i sè Lie toµn ph­¬ng trªn tr­êng sè phøc C vµ ®­îc gäi lµ ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng

kiÓu Jordan j2n+1.

Theo MÖnh ®Ò 2.2.7 th× tÝch Lie ë trªn j2n+1 lµ:
[x, y] = ϕ(Φ(x), y)x0,∀x, y ∈ C2n+1

[x0, j2n+1] = 0
[y0, x] = Φ(x).

Do ®ã c¸c tÝch Lie kh¸c kh«ng trªn j2n+1 ®­îc x¸c ®Þnh nh­ sau:
[u0, e2] = e1, . . . , [u0, en] = en−1

[u0, u1] = −u2, . . . , [u0, un−1] = −un, [u0, un] = −t
[e2, u1] = [e3, u2] = [e3, u2] = · · · = [en−1, un−2] = [en, un−1] = 0.

Gi¶ sö {e∗0, e∗1, . . . , e∗n, t∗, u∗0, u∗1, . . . , u∗n} lµ c¬ së ®èi ngÉu cña

{e0, e1, . . . , en, t, u0, u1, . . . , un}. Khi ®ã theo [3] nÕu I lµ 3− d¹ng liªn kÕt víi

j2n+1 th× I ®­îc x¸c ®Þnh bëi I = u∗0 ∧Ω, trong ®ã Ω ∈ Λ2(j∗2n+1) = C2(j2n+1,C).

2.2.8. MÖnh ®Ò. (xem [3]) Gi¶ sö B2(j2n+1) lµ tËp hîp c¸c 2− ®èi bê cña ®¹i sè

Lie toµn ph­¬ng j2n+1 trªn C. Th×

B2(j2n) = span{lx(I) | x ∈ j2n+1}

= span
{
Ω, u∗0 ∧ e∗i+1, u

∗
0 ∧ u∗j , u∗0 ∧ t∗ | i = 1, n− 1, j = 1, n

}
.

Gi¶ sö C2(j2n+2,C) lµ kh«ng gian c¸c ¸nh x¹ 2− tuyÕn tÝnh tõ

j2n+1 × j2n+1 −→ C,
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tøc lµ C2(j2n+1,C) = Λ2(C2(j∗2n+1). Theo [3] nÕu P = span{e∗1, e∗2, . . . , e∗n} vµ

Q = span{u∗1, u∗2, . . . , u∗n} t­¬ng øng lµ c¸c kh«ng gian sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së

{e∗1, e∗2, . . . , e∗n} vµ {u∗1, u∗2, . . . , u∗n} th×

C2(j2n+1,C) = (e∗0 ∧ (P ⊕Q))⊕ (u∗0 ∧ (P ⊕Q))⊕ Λ2(P )⊕ Λ2(Q)

⊕ < e∗0 ∧ t∗ > ⊕ < e∗0 ∧ u∗0 > ⊕ < u∗0 ∧ t∗ >

⊕ < t∗ ∧ P > ⊕
(

((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)
)
.

nghÜa lµ C2(j2n+1,C) ®­îc ph©n tÝch thµnh tæng trùc tiÕp c¸c kh«ng gian c¸c

2− d¹ng: e∗0 ∧ (P ⊕Q), u∗0 ∧ (P ⊕Q),Λ2(P ),Λ2(Q), < e∗0 ∧ t∗ >,< e∗0 ∧ u∗0 >,
< u∗0 ∧ t∗ >,< t∗ ∧ P >, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q).

2.2.9. MÖnh ®Ò. Víi nh÷ng ký hiÖu nh­ trªn, nÕu ®Æt Z2(j2n+1) lµ tËp hîp 2− ®èi

chu tr×nh cña j2n+1 th×

Z2(j2n) = u∗0 ∧ (P ⊕Q)⊕ < u∗0, t
∗ > ⊕ker{I,Λ2(Q)}

⊕ ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\(Λ2(Q)

⊕
〈
e∗0 ∧ u∗0 −

n∑
i=1

(n− 1− i)e∗i ∧ u∗i
〉
.

Chøng minh. V× C2(j2n+1,C) ®­îc ph©n tÝch thµnh tæng trùc tiÕp c¸c kh«ng gian c¸c

2− d¹ng:

e∗0 ∧ (P ⊕Q), u∗0 ∧ (P ⊕Q),Λ2(P ),Λ2(Q), < e∗0 ∧ t∗ >,< e∗0 ∧ u∗0 >,
< u∗0 ∧ t∗ >,< t∗ ∧ P >, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

vµ theo ®Þnh nghÜa Z2(j2n+1), do ®ã ®Ó m« t¶ ®­îc Z2(j2n+1) chóng ta tÝnh to¸n to¸n

tö {I, .} lÇn l­ît cho c¸c h¹ng tö trùc tiÕp

e∗0 ∧ (P ⊕Q), u∗0 ∧ (P ⊕Q),Λ2(P ),Λ2(Q), < e∗0 ∧ t∗ >,< e∗0 ∧ u∗0 >,
< u∗0 ∧ t∗ >,< t∗ ∧ P >, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q).

• §èi víi h¹ng tö Λ2(Q) : Lµm t­¬ng tù nh­ trong MÖnh ®Ò 2.2.4 ta cã

ker{I,Λ2(Q)} = span
{ k∑
i=1

(−1)iu∗n−2k+i ∧ u∗n−i+1

}
,∀k = 1, q



Ch­¬ng 2. §èi ®ång®iÒu thø 2 cña®¹i sè Lie toµn ph­¬ng 39

(trong ®ã q lµ phÇn nguyªn cña n
2
) lµ kh«ng gian con sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së{ k∑

i=1

(−1)iu∗n−2k+i ∧ u∗n−i+1

}
.

• §èi víi h¹ng tö Λ2(P ) : Theo MÖnh ®Ò 2.2.4, ta cã:

ker{I,Λ2(P )} = ker{u∗0∧Ω,Λ2(P )} = span
{ k∑
i=1

(−1)ie∗n−2k+i∧e∗n−i+1

}
= {0},

(víi k = 1, q).

• §èi víi h¹ng tö < e∗0 ∧ u∗0 >: Ta cã

{I, e∗0 ∧ u∗0} = {u∗0 ∧ Ω, e∗0 ∧ u∗0} = u∗0 ∧
(n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i
)

®©y lµ mét phÇn tö cña tÝch super - Poisson {I, P ∧Q}.MÆt kh¸c, tÝnh t­¬ng tù nh­

trong MÖnh ®Ò 2.2.4 ta tÝnh ®­îc tÝch super - Poisson{
I, e∗0 ∧ u∗0 −

n∑
i=1

(n+ 1− i)e∗i ∧ u∗i
}
= 0

⇒ e∗0 ∧ u∗0 −
n∑
i=1

(n+ 1− i)e∗i ∧ u∗i ∈ ker({I, .}).
• §èi víi h¹ng tö e∗0 ∧ (P ⊕Q) : Theo MÖnh ®Ò 2.2.4, ta dÔ dµng tÝnh ®­îc

ker{I, e∗0 ∧ (P ⊕Q)} = ker{u∗0 ∧ Ω, e∗0 ∧ (P ⊕Q)} = {0}.
• §èi víi h¹ng tö u∗0 ∧ (P ⊕Q) : Theo MÖnh ®Ò 2.2.4, tÝnh trùc tiÕp ta thu ®­îc

dim(ker{I, e∗0 ∧ (P ⊕Q)}) = dim(ker{u∗0 ∧ Ω, u∗0 ∧ (P ⊕Q)}) = 2n.

• §èi víi h¹ng tö t∗ ∧ P : Sö dông c¸ch tÝnh ë trong MÖnh ®Ò 2.2.4, ta cã.

{I, t∗∧e∗i} = {u∗0∧Ω, t∗∧e∗i} = −u∗0∧u∗n∧e∗i +u∗0∧ t∗∧e∗i+1, víi i = 1, n− 1

vµ {I, t∗ ∧ e∗n} = {u∗0 ∧ Ω, t∗ ∧ e∗n} = −u∗0 ∧ u∗n ∧ e∗n.
Tõ kÕt qu¶ tÝnh ë trªn, suy ra {I, t∗ ∧ P} ⊂ (u∗0 ∧ u∗n ∧ P )⊕ (u∗0 ∧ t∗ ∧ P ).

Gi¶ sö ω =
n−1∑
i=1

ait
∗ ∧ e∗i + bt∗ ∧ e∗n ∈ ker({I, t∗ ∧ P}).

⇒ {I, ω} =
n−1∑
i=1

ai(u
∗
0 ∧ un ∧ e∗i + u∗0 ∧ t∗ ∧ e∗i+1)− bu∗0 ∧ u∗n ∧ e∗n = 0.

Tõ ®ã suy ra b = 0⇒ ai = 0. VËy ker({I, t∗ ∧ P} = {0}
• §èi víi h¹ng tö ((P ⊕ t∗⊕Q)∧Q)\Λ2(Q). TÝnh to¸n t­¬ng tù nh­ trong MÖnh

®Ò 2.2.4, ta chia lµm hai tr­¬ng hîp dùa vµo tÝnh ch½n lÎ cña n.
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+) NÕu n ch½n, kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t gi¶ sö n = 2l, víi l ∈ N∗. Khi ®ã ta cã:

ker
{
I, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

}
= ker

{
u∗0 ∧ Ω, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

}
= span

{
t∗ ∧ u∗n +−

n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i t∗ ∧ u∗n−2 +
n−3∑
i=1

e∗i+3 ∧ u∗i − u∗n−1 ∧ u∗n,

. . . t∗ ∧ u∗2 + e∗2l ∧ u∗1 − u∗3 ∧ u∗2l + u∗4 ∧ u∗2l−1 + · · ·+ (−1)(l−2)u∗l−2 ∧ u∗l−1

}
lµ kh«ng gian con sinh bëi hÖ l vect¬ c¬ së

{t∗ ∧ u∗n +−
n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i t∗ ∧ u∗n−2 +
n−3∑
i=1

e∗i+3 ∧ u∗i − u∗n−1 ∧ u∗n,

t∗ ∧ u∗2 + e∗2l ∧ u∗1 − u∗3 ∧ u∗2l + u∗4 ∧ u∗2l−1 + · · ·+ (−1)(l−2)u∗l−2 ∧ u∗l−1}.
Do ®ã dim(ker

{
I, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

}
) = l.

++) NÕu n lÎ, kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t gi¶ sö n = 2l+ 1, víi l ∈ N∗. Khi ®ã ta cã:

ker
{
I, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

}
= ker

{
u∗0 ∧ Ω, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

}
= span

{
t∗ ∧ u∗n +

n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i , t∗ ∧ u∗n−2 +
n−3∑
i=1

e∗i+3 ∧ u∗i + u∗n ∧ u∗n−1,

. . . t∗ ∧ u∗3 + e∗2l ∧ u∗1 + e∗21+1 ∧ u∗2 − u∗4 ∧ u∗2l+1 − · · ·+ (−1)(l+3)u∗l+2 ∧ u∗l+3,

t∗ ∧ u∗1 − u∗2 ∧ u∗2l+1 + u∗3 ∧ u∗2l − u∗4 ∧ u∗2l−1 + · · ·+ (−1)l−1u∗l−2 ∧ u∗l−1

}
lµ kh«ng gian con sinh bëi hÖ l + 1 vect¬ c¬ së

{t∗ ∧ u∗n +
n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i t∗ ∧ u∗n−2 +
n−3∑
i=1

e∗i+3 ∧ u∗i + u∗n ∧ u∗n−1, t
∗ ∧ u∗3 + e∗2l ∧ u∗1

+e∗21+1 ∧ u∗2 − u∗4 ∧ u∗2l+1 − · · ·+ (−1)(l+3)u∗l+2 ∧ u∗l+3, t
∗ ∧ u∗1 − u∗2 ∧ u∗2l+1

+u∗3 ∧ u∗2l − u∗4 ∧ u∗2l−1 + · · ·+ (−1)l−1u∗l−2 ∧ u∗l−1}
Do ®ã dim(ker

{
I, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

}
) = l + 1.

Tãm l¹i, tõ kÕt qu¶ trong hai tr­êng hîp cña n ®· xÐt ë trªn, ta ®i ®Õn kÕt luËn vÒ sè

chiÒu cña ker
{
I, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

}
lµ

dim(ker
{
I, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

}
) = d,

trong ®ã d lµ phÇn nguyªn cña n+1
2
.
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• §èi víi h¹ng tö e∗0 ∧ t∗. TÝnh t­¬ng tù nh­ trong MÖnh ®Ò 2.2.4, ta cã:

{I, e∗0 ∧ t∗} = {u∗0 ∧ Ω, e∗0 ∧ t∗} = t∗ ∧
n−1∑
i=1

e∗i+1 ∧ u∗i − e∗0 ∧ u∗0 ∧ u∗n.
• §èi víi h¹ng tö u∗0 ∧ t∗. T­¬ng tù ta cã

{I, u∗0 ∧ t∗} = {u∗0 ∧ Ω, u∗0 ∧ t∗} = t∗ ∧
n−1∑
i=1

u∗i+1 ∧ u∗0 − u∗0 ∧ u∗0 ∧ u∗n = 0.

Tãm l¹i: Tõ viÖc tÝnh to¸n trªn c¸c h¹ng tö trùc tiÕp

e∗0 ∧ (P ⊕Q), u∗0 ∧ (P ⊕Q),Λ2(P ),Λ2(Q), < e∗0 ∧ t∗ >,< e∗0 ∧ u∗0 >,
< u∗0 ∧ t∗ >,< t∗ ∧ P >, ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

ë trªn, ta thu ®­îc

Z2(j2n+1) = u∗0 ∧ (P ⊕Q)⊕ < u∗0 ∧ t∗ > ⊕ker{I,Λ2(Q)}

⊕ ((P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)

⊕
〈
e∗0 ∧ u∗0 −

n∑
i=1

(n− 1− i)e∗i ∧ u∗i
〉
.

Tõ kÕt qu¶ cña MÖnh ®Ò 2.2.8 vµ MÖnh ®Ò 2.2.9 ta sÏ m« t¶ ®­îc nhãm ®èi ®ång

®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng j2n+1 trªn tr­êng sè phøc C th«ng qua ®Þnh lý

sau.

2.2.10. §Þnh lý. Víi nh÷ng ký hiÖu nh­ trªn, ta cã H2(j2n+1,C) nhãm ®èi ®ång ®iÒu

thø 2 cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng j2n+1 :

H2(j2n+1,C) = Z2(j2n+1,C)/B2(j2n+1,C)

= span{[u∗0 ∧ (P ⊕Q)], [ker{I,Λ2(Q)}],

[P ⊕ t∗ ⊕Q) ∧Q)\Λ2(Q)], [u∗0, e
∗
n]}

lµ kh«ng gian con sinh bëi hÖ vect¬ c¬ së

{[u∗0∧ (P ⊕Q)], [ker{I,Λ2(Q)}], [P ⊕ t∗⊕Q)∧Q)\Λ2(Q)], [u∗0, e
∗
n]}.



KÕt luËn

LuËn v¨n cã môc ®Ých t×m tßi, nghiªn cøu mét sè tÝnh chÊt cña ®¹i sè Lie toµn

ph­¬ng, nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng. Tr×nh bµy c¸c ph­¬ng

ph¸p m« t¶ nhãm ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng. TiÕp ®ã dùa vµo c¸c

kÕt qu¶ cña D­¬ng Minh Thµnh vµ c¸c céng sù vµo n¨m 2018(xem [4]) vµ n¨m 2019

(xem [3]) ®Ó tr×nh bµy c¸ch tÝnh nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie kim c­¬ng

vµ d¹i sè Lie kiÓu Jordan. Cô thÓ luËn v¨n ®· nghiªn cøu c¸c vÊn ®Ò sau:

1. Tr×nh bµy l¹i mét sè kh¸i niÖm vµ kÕt qu¶ vÒ ®¹i sè Lie, ®¹i sè Lie toµn ph­¬ng

gi¶i ®­îc, lòy linh, mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n vµ tiªu chuÈn gi¶i ®­îc, tiªu chuÈn lòy

linh vµ xÐt mét sè vÝ dô minh häa cho c¸c kh¸i niÖm trªn.

2. Tr×nh bµy ®Þnh nghÜa nhãm ®èi ®ång ®iÒu cña ®¹i sè Lie vµ ®¹i sè Lie toµn

ph­¬ng.

3. Tr×nh bµy c¸ch tÝnh nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie cña ®¹i sè Lie

kim c­¬ng víi sè chiÒu cô thÓ vµ ®¹i sè Lie kim c­¬ng tæng qu¸t.

4. Tr×nh bµy c¸ch tÝnh nhãm ®èi ®ång ®iÒu thø 2 cña ®¹i sè Lie kiÓu Jordan j2n

vµ j2n+1.
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