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MG DAU

Xuyén subt luan vin nay, néu khong néi gi them, ching ta hicu tat ca cac
vanh déu 1a vanh két hop, c6 don vi va tat cid cac modun 13 unital phai. Ching

X| duge hiéu 1 lye lugng

ta ki hiéu J(R) la can Jacobson ciia mot vanh R va
cua mot tap hop X. Cho mot modun con N cia mdédun M, chiing ta sit dung
ky hieu N < M (N < M) nghia la N 1a mét modun con cuia M (theo thi ty,
mot mo dun con thye sy). Dong thai, ky hieu N <. M dé chi raing N 13 modun
con cot yéu ctia M. Lan lugt cac ky hieu J(M), Soc(M) dé chi can va dé clia
mo dun M, E(M) ky hiéu ctia bao noi xa M. Véi bat ky khai niem hay thuat
ngit nao khong dudce dé cap ¢ day, ching ta c6 thé tim hiéu k§ hon trong céc
tai lieu [3] hoac [14].

Mot modun M dugde goi 1a modun NCS néu moi modun con déng khong tam
thuong ctia M khong 1a mot modun con bé cia M. Vanh R duge goi la vanh
NCS phdi néu Rp 1a modun NCS. Khai niém nay lan dau tien dugc dua ra béi
Dinh Van Huynh trong [10] va duge nghién ctu béi Shen-Li ([23]), Quynh-Ko
[19], Thuyet ([21]) va nhiéu tac gid khac.

Nhu ching ta da biét, modun con C dugc goi 1a modun con déng trong M
néu né khong c6 mé rong cot yéu thuc sy trong M. Modun M duge goi 1a
modun CS, néu moi modun con déng C' ctia M 1a mot hang t1 truc tiép ctia M.
Nhu vay, hién nhién ching ta c6 moi modun CS déu 1a modun NCS. Tuy nhién
diéu ngugc lai khong hoan toan chinh xac. Ching han nhu: Z-modun Z, @ Zs 1a
modun NCS nhung khong la modun CS. Hodc, xét K 1a vanh chia duge, V' 1a
K-khong gian vecto trai ¢6 chieu vo han. Dat S = Endg (V) va R = [Z \ Z]
Khi d6, R la vanh NCS phai nhung khong la vanh CS phai. Ro rang, khai niém



NCS la mot mé rong khac ctia khai niém CS va do d6 16p modun NCS va 16p
vanh NCS la mot mé rong cia 16p médun CS va vanh CS.

Trén co sd tai lieu tham khao chinh [I8] va mot s6 tai lieu tham khéo khac
lién quan, chiing to6i lga chon deé tai: Mot so tinh chat ciia modun vanh NCS véi
muc dich:

1. Tim hiéu khai niéem va mot s6 tinh chat ciia 16p modun va vanh NCS:;

2. V6i M = M; @ M, 1a R-modun phai, 1a tong truc tiép clia cdc modun con
M va M,. Nhiéu nha dai s6 da quan tam dén cac dieu kien vé My va M, (hoac
mot ho vo han cac modun con) sao cho M 1a CS-mddun. Trong luén van nay,
chiing ta ciing sé tim hicu diéu tuong tu cho tong truc tiép ciia 16p cac modun
NCS.

Noi dung chinh ctia luan van duge trinh bay trong 2 chuong, ngoai phan mé

dau, két luan va tai lieu tham khao.
Chuong 1. Kién thidc chuan bi

1.1. Kién thic co sd

Noi dung phan nay danh dé trinh bay mot s6 kién thitc co sé ctia 1y thuyét
vanh c¢6 lién quan trong luan van.

1.2. Mot s6 md rong ctia modun noi xa va modun za dnh

Khai niém va tinh chat clia mot s6 md rong ctia modun noi xa va modun xa
anh sé dude gisi thiéu trong phan nay dé lam co s cho viéc nghién citu cac noi

dung tiép theo.
Chuong 2. Médun NCS va vanh NCS

Chuong 2 1a n6i dung chinh ctia luan van. Trén co s6 stt dung [I8] lam tai
lieu tham khao chinh v& mot s6 tai lieu tham khéo khéc, noi dung chuong nay
ngoai viéc tap trung gidi thieu dinh nghia, vi du, mot s6 tinh chat co ban cia
16p modun va vanh NCS chung toi gidi thieu mot s6 két qua dac trung vanh
thong qua 16p modun NCS.

B6 cuc Chuong 2 gom 3 phan:



2.1. Modun NCS va dic trung vanh bdi tong truc tiép hiwu han cdc modun
NCS

Trong muc nay, ching toi trinh bay mot sé két qua ve 16p modun NCS va
mot s6 két qua vé dic trung mot sé 16p vanh thong qua tong truc tiép hitu han
cac modun NCS.

2.2. Mot 56 lop vanh NCS va QF - vanh

Trong phan nay ching t6i tim hiéu va gidi thieu mot sé két qua lien quan
16p vanh NCS va 16p QF - vanh, dong thaoi tra 16i cho cau héi: Khi nao diéu
kien NCS c6 tinh chat di truyéen?

2.3. Vanh bat bién ding cau

Mot R-modun phai M dude goi 1a bat bién ding cAu néu né bat bién qua
moi tu dang cau clia bao nodi xa ciia n6. Mot vanh R dudc goi 1a bat bién ding
cau phai néu Rp 1a bat bién déng cau. Noi dung chinh ctia phan nay ching toi
danh dé gisi thieu mot sé két qua lien quan 16p vanh nay.

Luan vian dudgc thyc hién tai Truong Dai hoc Vinh dudi sy huéng dan cta
TS. Dinh Dtic Tai. Tac gia xin tran trong giii 10i cAm on t6i: cac Thay gido, Co
gido trong Bo mon Dai s6 va Hinh hoc (Khoa Toan, Trudng Su pham - Trudng
Dai hoc Vinh); Truong Dai hoc Vinh; Phong Dao tao Sau dai hoc; gia dinh,
ban be va dong nghiép vé moi sy dong vién, gitp dd ci vé tinh than 1an vat
chat, tao moi diéu kién thuan lgi dé tac gid hoan thanh khéa hoc nay.

Mac du tac gid da c6 nhiéu c6 gang nhung khong tranh khéi nhiing thiéu
s6t nhat dinh, tac gia mong nhan dudc céc ¥ kién gép ¥, bo sung ciia cic Thay
gido, Co gido va doc gia dé tac gia hoan thién luan van ctia minh.

Nghé An, thang 06 nam 2022

Tac gia



BANG KY HIEU

Z : Vanh cac s6 nguyén
Q : Truong cac s6 hitu ty
R : Truong cac s6 thuc
C : Truong cac so6 phiic
A C% B: A la hang t1 tryc tiép cua B
A <, B: A la modun con cot yéu ctia B
A < B: Ala modun con bé cua B
A= B: A ding cau v6i B
A @ B : Tong truc tiép cia modun A va modun B
ACC (DCC) : Dieu kien xich tang (giam)
E(M) : Bao ndi xa cia mdédun M
Soc(M) : Dé cia modun M
End(M) :Vanh cac tu dong cau ctia modun M
u-dim(M) : Chiéu Goldie ctia modun M
Ker(f), Im(f) : Hat nhan (dnh) ctia dong cau f
MW @M (Téng tryc tiép ctia I ban sao M)
Mp(rM) : M 1a mot R-modun phai (trai)
M,,(S) : Vanh cac ma tran vuong cap n véi cac hé s6 trén S
Mod-R: Pham tru cac R-modun phai
Rad(M) : Can cia modun M
J(R) : Can Jacobson cua vanh R
Z(M) : Modun con suy bién ciia modun M



CHUONG 1

KIEN THUC CHUAN BI

Nhu da dé cap 6 phan md dau, trong toan bo luan van nay, néu khong chu
thich gi them, vanh R da cho luén dude hiéu 1a vanh két hop, c¢6 phan ti don vi

khac phan tit khong va moi R-modun duge xét 1a modun unita phai hoac trai.
1.1 Mot sb khai niém va ki hiéu co ban

Trong muc nay chtung t6i gidi thiéu lai nhitng ky hiéu, khai niém co ban sé
duge st dung trong suét luan van. Cac khai niém, két qua nay ching to6i tham
khéo chil yéu trong cac tai ligu cia Anderson-Fuller ([3]), Dung-Huynh-Smith-
Wisbauer ([8]), Nicholson-Yousif ([I6]) va mot s6 tai lieu khac.

Véi vanh R da cho, dé chi M 13 mot R-modun phai (trai) ta viét Mg (M,
tuong ting). Trong mot ngit canh cu thé ciia dé tai, khi khong s¢ nham 1an vé
phia ctia modun, dé ngin gon ching t6i sé viét modun M thay vi Mp. Ching
toi dimg cac ky hieu A < M (A < M) dé chi A 1a modun con (tuong tng,
modun con thyc sy) cia M. Néu A 1a mot hang ti tryc tiép cia M thi ta ky
hieu 1a A <® M hosic A <4 M. Chting t6i duing ki higu M, (R) dé chi vanh ma
tran vuong cap n lay cac hé ti tréen vanh R. Cho I 14 mot tap hop véi ban s6
card(I) = a vd M 1a médun nao do6, ching toi ki higu tong triyc tiép o ban
sao ctia M 1a MY hose M@ tich true tiép « ban sao ctia M 1a MT hosc M®.
Cho M va N 1a cac R-modun phai bat ky, mot dong cau tit M vao N duge
hiéu 13 dong cau tit R-modun phai M vao R-modun phai N. Ta dung ky hieu
Hompg(M, N) dé chi tap cac R-dong cau modun tit M vao N, va Endg(M) dé

chi tap cac tir dong cau ctia R-modun phai M.



Cho M 1a mot R-modun phai va tap 0 £ X C M. Linh héa tii phdi cia X
trong R ducc ky hieu 1a rp(X) va duge xac dinh bang biéu thic

rr(X)={reR|zr=0 véimoi x¢€ X}.

Khi khong s¢ nham 1an vé vanh R ta viét gon la r(X) thay vi rg(X). Ta ¢6
rr(X) la mot idéan phai clia vanh R, va néu X 1a mot modun con ciia M thi
r(X) la mot idean (phai va trai) cia R. Linh héa ti trdi cia X trong R dugce
dinh nghia hoan toan tuong tu va duge ky hieu 1a [r(X).

Cho M la mot R-modun phai v mot phan tit mg € M, khi d6 myR =
{mor|r € R} 1a mot modun con ctia M va duge goi 1a modun con wiclic sinh
bdi phan tit mg. Néu I 1a mot idéan phai cia vanh R thi mol ciing 1a mot
modun con ctia M. Mot modun M dude goi 1a don néu M # 0 va chi c6 ding
hai modun con 14 0 vd M. Modun M 1a nia don néu M phan tich duge thanh
tong truc tiép clia cac médun con don. Ta quy uéc modun 0 14 mot médun nita
don. Khi M 1a modun don thi ta luon viét duge M = mR véi moi 0 # m € M.

Modun con A ctia modun M duge goi 1a cot yéu (hay ldn) trong M néu véi
moi modun con khac khong B ctia M ta déu c6 AN B # 0. Khi d6 ta con goi
M 1a mot md rong cot yéu cia A va ky hieu 1a A <, M hoac A <¢ M. Mot
don cau f: M — N duogc goi la don cau cot yéu (hay nhing cot yéu) néu anh
ctia f cot yéu trong modun N. D6i ngau véi khai niem cot yéu, modun con A
ctia modun M duge goi 1a doi cot yéu (hay bé) trong M néu v6i mdi modun
con B # M ctia M ta déu c6 A+ B # M, ducc ky hieu 1a A < M. Mot
toan cau f : M — N dugc goi 1a toan cau déi cot yéu (hay toan ciu bé) néu
ker(f) < M. Mot modun M # 0 duge goi 1a médun déu néu moi modun con
khac khong ctia M 1a c6t yéu trong M.

Modun con K ctia M duge goi 1a déng trong M néu K khong c6 mé rong
cot yéu thuc si, nghia 1a, néu L 14 mot modun con ctia M sao cho K <¢ L thi
K = L. Cho N la mot médun con ciia modun M, mét moédun con K cua M
dudc goi 1a phan bu cia N trong M néu K 1a modun con cuc dai ctia M thoda

man LN N = 0, modun con K cia M duge goi 1a phan bu trong M néu ton tai
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mot modun con N ctia M sao cho K la phan bl ctia N trong M.

Dé phai ctia mot R-modun phai M duge ky hiéu 1a Soc(Mp), 1a tdng ciia cac
modun con don ctia M, hay tuong duong, 1a giao clia tat ci cic modun con cot
yéu ctia M. Néu modun M khong chita mot modun con don nao thi Soc(Mpg) =
0. Can Jacobson cia mot R-modun phai M duge ky hiéu la Rad(Mpg), 1a giao
clia tat ca cac modun con toi dai cia M, hay tuong duong, 1a tong tat ca cac
modun con bé cia modun M. Néu M khong chita modun con tdi dai ndo thi
Rad(Mpg) = Mg. Dac biet, ching ta ¢6 két qua Rad(Rg) = Rad(gR) = J(R),
nén c6 thé ky hieu J(R) dé chi can Jacobson clia vanh R va ciing 1a cén cia
Rpr ma khong s¢ nham lan, trong d6 J(R) la giao clia cac idéan phai cyc dai
cua R.

Cho M 1a mot R-modun phai. Modun con suy bién ctia M duge ky hiéu 1
Z(M) va xac dinh nhu sau:

Z(M)={z €M |zl =0}

v6i I 1a ideal phai cot yéu ndo do6 trong Rp. Modun con suy bién thi hai clia
M & hieu 1 Zo(M) duge xac dinh bai Zo(M)/Z(M) = Z(M/Z(M)).

Néu Z(M) = M thi M dugc goi 1a modun suy bién, con néu Z (M) = 0 thi
M 1a modun khong suy bién. R6 rang Z(M) 1a modun con suy bién 16n nhat
cia M. Vanh R dugc goi 1a vanh khong suy bién phdi néu Z(Rg) = 0.

Cho mot R-modun phai M va goi £ la day cac moédun con nao do cua M.
Ta néi £ théa man dieu kién day chuyén tang, viét tat 1a ACC, néu moi day
tang

A <Ay <o <A, <

cac modun thuoc £ déu dimg, nghia 1a ton tai n € N sao cho A, = A,,; vdi
moi 7 € N. Tuong ti, £ duge néi 1a théa man dieu kién dday chuyén gidm, viét

tat 1a DCC, néu moi day giam

Bi>By>--->DBy >



cac modun thuoc £ déu dimg, nghia 1a ton tai n € N sao cho B,, = B,,; vdi
moi ¢ € N.

Mot modun M dude goi 1a Noether néu né théoa man ACC trén tap tat ca
cic modun con clia né, hay tuong duong, néu moi moédun con cia M 1a hitu
han sinh. Mot modun M 1a Artin néu né thdéa man DCC trén tap tat ca cac
modun con clia né, hay tuong duong, néu moi modun thuong ctia M 1a hitu

han d6i sinh.

1.2 Mot so mdS rong cua modun ndi xa va modun xa
anh

Cho M, N la cac R-modun phai, A 1a mot modun con ctia N va cac dong
cauh:A— M,h: N — M. Khidé ta néi dong cau h md rong duoe dén dong
ciu h (hodic néi dong cau h 1a mot md rong ciia dong ciu h) néu h(z) = h(z)
vil moi x € A.

Ching toi sé trinh bay trong muc nay cac kién thic vé 16p cac modun déng
vai trd quan trong quan trong va c6 nhiéu tng dung trong 1y thuyét vanh két
hop, d6 1a 16p cac modun noéi xa va modun xa anh.

Cho M va N la cic R-modun phai. Modun M dugce goi 1a N-néi za néu moi
dong cau f: A — M, v6i A 1la mot modun con ctia N, déu mé rong duge dén
mot dong cau g : N — M. Néu modun M 14 M-noi xa thi ta goi M 1a modun
twa noi xa hodc tuw noi ra, va néu modun M 14 N-noi xa v6i moi R-modun phai
N thi M dudc goi 1a modun noi za. Theo dinh nghia nay, mudn chiing minh
mot modun M 1 noi xa ta sé phai kiém tra xem né c¢é 1a N-noi xa véi moi
modun N hay khong? Viéc 1am nay 1a qua phic tap! That may man 1a Baer da
dua ra mot cach khac dé kiém tra tinh noi xa, thuong goi 1a "Tieu chuan Baer"

va dugce phét bieu nhu sau.

1.2.1 Dinh 1y ([3, 18.3]). Cdc khing dinh sau la tuong duong doi vdi mot
modun M :

(1) M la modun noi zq.
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(2) M la modun Rp-noi za.

(3) Vi moi idéan phdi I cia vanh R, moi dong cau f : I — M deéu ton tai

a € M sao cho f(a) = ar vdi moir € I.
Mot ho cac modun {M;|i € I} duge goi 1a noi za tuong ho hay noi za lan
nhau néu M; 1a M;-noi xa v6i moi i # j vai,j € 1.
1.2.1 Bé dé ([8, B6 dé 7.5]). Cho M = M; @ Ms. Khi dé, cac diéu kien sau 1a

tuong duong:
(1) Ml la Mg—l’l@i Xa.

(2) Cho moduncon N bat ky ctia M ma M; NN = 0, thi ton tai moduncon
M’ ctia M sao cho N < M'va Mo M = M.

Cho M la mot R-moédun phai, don cau o : M — N dudc goi 1a bao noi
za cia M néu « la don cau cot yéu va N 1a modun noi xa. Khi o : M — N
la bao noi xa thi ta thuong goi médun N la bao noéi xa ctia M va ky hiéu 1a
N = E(M). Hon ntta, vi moi modun nhting ¢ot yéu duge vao mot modun noi
xa nén moi modun déu c6 bao noi xa.

D6i ngau véi khai niém modun noi xa, ta c¢6 khai niem modun xa anh. Cho
M va N la cic R-modun phai, M duge goi 1a N-za dnh néu moi dong cau
f: M — A va mdi toan cau g : N — A déu ton tai mot dong cau h: M — N
sao cho f = gh. Néu modun M 13 M-xa anh thi ta goi M 1a modun tua za dnh
hodc tu za dnh, va néu modun M 1 N-ndi xa véi moi R-modun phai N thi M
duge goi la modun za dnh.

Cho modun M, toan cau p : P — M dudc goi 1a phi za dnh ctia modun M
néu p 1a toan cau bé va P 1a modun xa anh. Khi p : P — M 1a phti xa 4nh thi
ta thuong goi modun P 1a pht xa anh ciia M. Mic dit moi modun déu la anh
toan cau ctia mot modun xa anh nao d6 nhung khong phai modun nao ciing c¢6
pht xa anh. Vanh R ma moi R-modun c¢6 phu xa anh la vanh hoan chinh.

Mot R-modun phai dude goi 1a P-noi za néu véi moi a € R, moi dong cau

tit aR t6i M déu c6 thé md rong thanh dong cau R — M.
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Vanh R dudc goi 1a P-noi za phdi néu Rp 1a P-noi xa. Modun M dudc goi
14 modun ngi za chinh tong quat (ky hisu: GP-noi xa), néu véi moi 0 # = € R,
ton tai n € N sao cho 2" # 0 va v6i moi R-dong cau tit "R vao M c6 thé mé
rong duge thanh dong cau tit R t6i M. Vanh R dudc goi 1a vanh GP-noi za
phdi néu Rg 1a modun GP-noi xa [13].

Vanh R dudc goi 1a hau noi za chinh tong qudt, ki hieu AGP-noi xa, néu véi
moi 0 # a € R, ton tai n > 0 sao cho 0 # a” va Ra" 1a mot hang ti truc tiép
cua lr(a™) ([26]).

1.2.2 Dinh nghia ([§, 10]). Cho M la mot R-modun phai.

(1) Mot modun M dugc goi 1a CS hodc md rong, néu moi modun con doéng
C' cia M 1a mot hang ti tryc tiép ctia M.

(2) Mot modun M duge goi 1a NCS néu moi modun con déng khong tam
thuong ciia M khong phai 1a mot moédun con bé ctia M.

(3) Mot vanh R duge goi 1a CS phéi (t.u, NCS phéi) néu Rg 1a CS (t.u,
NCS).

1.2.3 Ménh dé ([23, Ménh dé 1]). Cho M la mot R-modun NCS. Khi dé, moi
modun con dong cia M cing la NCS.

1.2.4 Dinh ly ([23, Dinh 1y 2]). Cho M = @M, la tong truc tiép hiu han cdc
i=1
modun noi za lan nhau M;. Khi dé, M la NCS néu va chi néu moi modun M;

la NCS

12



CHUONG 2

MODUN NCS VA VANH NCS

Khai niem maédun NCS lan dau tién duge dua ra béi Dinh Van Huynh trong
[10], theo d6: Mot modun M duge goi 1a modun NCS néu moi modun con dong
khong tam thuong ctia M khong 14 mot modun con bé ctia M. Vanh R dugc
goi 1a vanh NCS phdi néu Rp 1a modun NCS. Modun va vanh NCS dudc tiép
ndi nghién citu bsi nhiéu nha toan hoc khac, chang han nhu Shen-Li ([23]),
Quynh-Ko [19], Thuyet ([2I]) va nhiéu tac gid khac.

Nhu tat cd ching ta da biét, modun con C' dugce goi 1a dong trong M néu né
khong c6 mé rong cot yéu thuce sy trong M. Modun M duge goi 1a CS-médun,
néu moi modun con déng C ctia M 14 mot hang it tryc tiép ctia M. Nhu vay,
hién nhién ching ta c6 moi médun CS déu la modun NCS. Tuy nhién diéu
ngugc lai khong hoan toan chinh xac. Chéng han nhu: Z-modun Zs @ Zg 1a
modun NCS nhung khong la modun CS. Hodc, xét K 1a vanh chia duge, V' 1a
K-khong gian vecto trai ¢6 chiéu vo han. Dat S = Endg (V) va R = [Z \ Z]
Khi do, R la vanh NCS phai nhung khong la vanh CS phai.

Chuong 2 1a két qua chinh ctia luan van. Trén co sé cac két qua clia tai lieu
tham khao chinh [I8] va mot s6 tai ligu khac lien quan, trong chuong nay chiing
toi trinh bay mot s6 tinh chat ctia 16p modun NCS va 16p vanh NCS. Dong thoi,
chiing t6i giéi thieu mot sb6 két qua vé 16p vanh bat bién dang cau va NCS. Dic
biet, véi M = M, ® M, 1a R-modun phai, 1a tong truc tiép clia cac modun con
M va M. Nhiéu nha dai s6 da quan tam dén cac diéu kien vé My va My (hodc
mot ho vo han cac modun con) sao cho M 1a CS-modun. Trong chuong nay,

chiing ta cfing sé xem xét cau héi tuong ty vé (vo han) tong tric tiép ciia 16p
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cac modun NCS, 16p modun téng quat hoa ciia 16p cac modun noi xa.

2.1 Modun NCS va dic trung vanh béi tong truc tiép
httu han cac moédun NCS

Trong muc nay ching toi trinh bay cac két qua nghién citu 16p cadc modun
duge dic trung béi tong trie tiép (hitu han) ciia cAc modun NCS.

Gia st R 14 mot vanh va dat M = M; @ M, 1a mot R-modun phai 1a tong
truc tiép ctia cac modun con My va M. Truée hét ching ta quan tam dén cac
diéu kién ctia M; va M, sao cho M tré thanh modun NCS.

2.1.1 Ménh dé. Cho M la mot R-modun. Khi do, cic diéu kién sau la tuong
duong:

1. M la modun NCS;

2. Moi modun con khdc khong cia M déu cot yéu trong mot modun con bi

khong la modun con bé cua M ;

3. Vi moi modun con N va L ctia M sao cho NNL =0, ton tai modun con
bu K cia M sao cho LS K, NNK =0wva K € M.

Ching minh. (1) = (2) Goi N # 0 1a mot modun con ctia M. Khi d6, ton tai
modun con bu K cia M sao cho N <, K. Do M 1a médun NCS, ching ta c6
K « M, diéu can chting minh.

(2) = (1) Goi A # 0 1a mot modun con bu cia M. Theo gia thuyét, ton tai
mdt modun con bu B ctia M sao cho A <, Bva B « M. Do A la moédun con
bu cua M, ching ta ¢c6 A = B. Do d6, M 14 modun NCS.

(1) = (3) Gia st M 1la modun NCS. Goi N va L la cac modun con ctia M thoa
man N N L = 0. Khi d6, ton tai phan bu K cia N trong M sao cho L < K.
Theo gia thiét ching ta suy ra K <« M.

(3) = (1) Goi L # 0 1a mot modun con bu ciia M. Khi d6, ton tai mot modun
con N ciia M sao cho L 1a phan bt cia N trong M. Theo gia thiét, ton tai
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mot modun con bu K cua M sao cho L < K, NN K =0va K &« M. Suy ra,
L = K va do d6 M 1a modun NCS. N

Néu M = @M la tong truc tiép hitu han cac modun noi xa 1an nhau M;,
tt két qua cla Dmh Iy [1.2.4] ching ta da biét ring: M 1a modun NCS néu va

chi néu moi modun M; 14 modun NCS.

2.1.2 Dinh ly. Gia st M = Zy(M) & M' la mot R-modun, vdi M’ la mot
maodun con nao do cia M sao cho M’ va Zy(M) la cic modun NCS va Zs(M)
la modun M'-noi xa. Khi dé, M la modun NCS.

Ching minh. Gia st rang M’ va Zy(M) 1a cac modun NCS, Zy(M) 1a modun
M'-noi xa va méodun M c6 st phan tich M = Z5(M) @& M’. Hién nhién ching
ta c6, M' = M/Zy(M) va Z(M'") = Z(M/Zy(M)) = 0. Do d6, M’ 1a médun
khong suy bién. Diéu nay c¢6 nghia 1a Hom(A, M') = 0 v6i mdi modun con A
clia Zo(M), do d6 M’ 1a modun Zy(M)-noi xa. Theo két qua ctia Dinh 1y
ching ta ¢c6 M la modun NCS. N

Modun M dugc goi 1a modun UC néu moi modun con ctia M c6 duy nhat

mot bao dong ([24]).

2.1.3 Dinh 1y. Néu M la R-modun phdi va cé su phan tich M = M, @ My sao
cho M la modun noi xza va My la modun UC dong thoi la modun NCS. Khi dé,
M la modun NCS.

Chatng minh. Gia st K 13 mot modun con bt khac khong ctia M. Néu K NM; =
0 thi khi d6, theo BS dé[1.2.1]ton tai M’ < M sao cho M = My@&M'va K < M.
Do M’ = M,, ching ta c6 M’ 1a modun NCS, dieu nay c6 nghia la K khong la
modun con bé trong M’ va do d6 K khong 14 modun con bé trong M. Bay gio
ching ta dat K N M; # 0. Do M; 13 modun noi xa nén ton tai L < M sao cho
KNM <. L <4 M. St dung két qua ctia [24] ta c6 K+ (KNM;) <. K+ L,
vi M 1a mot modun UC. Chung ta dé dang thay rang: K = K + L, vi K
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phan bt khac khong trong M. Do d6 L < K. Khi do, ton tai L' < M, sao cho
My =L®L vaM = L&®L @M. Theo luat Modula, K = L& [KN(L' & M,)).
bat K' = KN (L' & Ms). Khi d6, ching ta ¢6 K' <. L' ® My va K'N L =0.
Theo két qua phan dau ctia chitng minh, K’ khong 14 modun bé trong L' & My
va do d6 K’ khong 1a modun bé trong M. Do d6 M 1a modun NCS. ]

Modun M dugc goi 1a modun c6 tinh chat ADS (Absolute Direct Summand,),
néu moi sy phan tich M = A @® B cta M va v6i moi phan bl 1an nhau C' cia
A trong M ching ta c6 M = A& C (xem [19], [12] va [20]).

Hién nhién ching ta c6: cic modun déu, modun nita don va CS-modun 1a
cac modun NCS. Tuy nhién, ton tai Z-modun 13 modun NCS nhung khong 1a
CS-modun.

2.1.4 Vi du. Xét M = Z, ® Zys 1la mot Z-modun. Khi do, M 1a modun NCS
nhung né khong 1a modun CS.

Hai vi du sau day cho ching ta thay rang, 16p cac modun ADS va 16p cac
modun NCS la khac nhau:

2.1.5 Vi du. Xét Z-modun M = 7Z & Z. Do Z khong la Z-noéi xa, ching ta co
M khong 1a mot ADS modun. Nhung, ré rang M 1a modun NCS.

2.1.6 Vi du. Gia st F' la mot truong bat ky va V' 14 mot F-khong gian vécto
vl dim VF = 2. Dét V = ’UlF D UQF va

R:{z\ﬂ:{[{; ;ﬁ] :feF,veV}

14 mé rong tam thuong ctia F' béi V. Do R khong phan tich duge nhu mot R-

modun, Ry 1a médun ADS (theo [19]). Ching ta xét cac idéan [; = { [ 8 Ul()F ]

va Iy = { [ 8 UQOF ] f e F} Hién nhién, I; 14 phan bii ctia I, trong Rz nhung
I; 1a modun bé trong Rg. Do d6 Ri la médun NCS.

2.1.7 Nhan xét. Vi du ciing cho ching ta thay riang, ton tai cic modun
khong phan tich duge nhung khong la modun NCS.
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Gia sit R 1a mot vanh va M = EB M; 1a mot R-modun phai, tong truc tiép
ctia cac R-modun M; (i € I) v6i ]Zelz{i mot tap chi s6 nao d6. Phan con lai cla
phan nay ching t0i quan tam dén cac dieéu kién vé M;, (i € I) sao cho M 1a
modun NCS.

2.1.8 Dinh ly. Gid st M = @ M; la mot tong truc tiép cia cic R-modun M;
(i € I), vai I la tap chi so ndlogdo/ sao cho |I| > 2. Khi dé, cic dieu kién sau la

tuong duong:

1. M la modun NCS;

2. Ton tai1,j € I, 1 # j sao cho vdi moi modun con déng khdc khong K ciia
M, voi KN M; <. K hogc KN M; <, K hoic KN M; =0=KnNM; la

maodun con bé trong M ;

8. Ton taii,j € I, 1 # j sao cho vdi moi modun con déng khdac khong K ciia
M voi KN M; =0 hoac K N M; =0 la modun con bé trong M.

Chitng minh. (1) = (2) Diéu nay hién nhién duge suy ra tit dinh nghia va cac
tinh chat ctia modun NCS.
(2) = (3) Gia st K 1a mot modun con dong khac khong ctia M véi KN M; =0
hoac K N M; = 0.

Khong mat tinh téng quat, ching ta gia st rang K N M; = 0. Khi do6, néu
K N M; =0, thi theo diéu kién (2) chang ta c6 K khong bé trong M. Bay gio,
ching ta gid st K N M; # 0. Goi H la mot modun con déng cia K sao cho
KNM; <. H. Khi d6, H la mot modun con déng khac khong cta M. Hién
nhién ta c6, H N M; = K N M; <, H. Tt diéu kién (2), ching ta suy ra truc
tiép duge H khong 13 modun con bé trong M. Tt d6 chiung ta suy ra K khong
bé trong M.

(3) = (1) Chiing ta gia st ton tai i,j € I, i # j sao cho v6i moi mdodun con
dong khac khong L cua M v6i L N M; = 0 hoac L N M; = 0 khong la modun
con bé trong M. Dat K la mot modun con déong khac khong cua M.
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e Néu K N M; =0, ta c6 diéu can chitng minh.

e Giad stt KN M; # 0. Lay L 13 mot modun con déng ctia K véi KNM; <, L.
Chiing ta c6 thé kiem tra duge L N M; = 0 va L cling la cac modun con dong
khac khong ctia M. Theo gid thiét, L khong 14 modun con bé ciia M. Do do, K
khong 13 modun con bé ctia M. Diéu nay ching té rang M 1a modun NCS. [

Tt két qua Dinh Iy ching ta c6 hé qua truc tiép sau:

2.1.9 Hé qua. Gid st M = @ M; la mot tong truc tiép cia cic R-modun M,
1el

(i € I), vdi I la tap cdc chi s6 va |I| > 2. Khi dé, cdc diéu kién sau la tuong

duong:

1. M la modun NCS;

2. Ton tai mot tap con {j1,jo, ..., Jn} ctia I vdin > 2 sao cho modun con
dong khdc khong K cia M, voi K " M;, <., K, hoic KN M;, <, K, ...,
hOdCKﬂMjn Se K, hOdCKﬂMjl ZKﬁMjQ ='-'=KﬂMjn =0

khong la modun con bé trong M .

Theo Ménh dé [1.2.3] moi moédun con déng ciia modun NCS 13 modun NCS.

2.1.10 Dinh ly. Gid st M la modun UC c6 sy phan tich M = @ M;, la tong
el
tric tiep cic R-modun M; (i € I), vdi I la tap chi s6 khdc rong nao dé. Khi

do, cac dieu kién sau tuong duong:

1. M la modun NCS;

2. Ton tai i € I sao cho vdi moi modun con déng khac khong K cia M vdi

K N M; =0 khong la modun con bé trong M ;

3. Ton tai1 € I sao cho vdi moi phan bu M; trong M la modun NCS nhung

khong la modun con bé trong M.

Chiing minh. (1) = (2) Dieu nay dugdc suy ra tryc tiép ti dinh nghia, tinh chat
ctia modun NCS va két qui Menh dé(1.2.3
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(2) = (3) Goi L la phan bu ctia M; trong M. Theo diéu kién (2), L & M. Goi
N 1a mot modun con dong cua L. Khi d6, N 1a modun con dong ctia M. Theo
(2) ta c6 N 4« M. Ré rang ching ta kiém tra duge N <« L. Do d6 L 1a modun
NCS.

(3) = (1) Goi 0 # H 1a modun con déng trong M. Theo [24, Bo dé 6], H N M,;
la modun con déng cua M;.

e Néu H N M; # 0 thi H N M; 1a modun con khong bé trong M (theo dieu
kién (3)). Bay gio ching ta giad st H 1a modun con bé trong M. Khi d6, ching
ta c6 HNM; 1a modun con bé trong M, diéu nay 13 mau thuan. Do d6 H &« M.

e Néu H N M; = 0, hién nhién ta c6 H N M; 13 médun con bé trong M, si
dung gia thiét cta (3) ta c6: moi phan bu ctia M; trong M 1a modun NCS. Do
do, M 1a moédun NCS. [

2.1.11 Nhan xét. Gia st R la mot vanh va M 1a mét médun UC sao cho
M = @ M; 1a tong trye tiép ctia cac R-modun M; (i € I), v6i I 1a tap chi s6
khac rzglg nao d6. Khi do, ching ta c6 néu M 1a modun NCS thi M; 1a modun
NCS v6i méi ¢ € I va véi moi modun con dong L ctia M thdéa man LN M; =0
(i € I) khong 1a modun con bé trong M. Tuy nhién, chiing ta khong thé khang
dinh dugc c¢6 hay khong chiéu ngugc lai.

Ching ta sé két thuc phan nay véi cac dic trung sau clia 16p cac R-modun
phai déu M = @ M; (v6i I 1a tap chi s6 ndo do) sao cho M la modun NCS.

1€l
Gia st M 1la mot R-modun phai ¢6 sy phan tich M = My & Ms, xét tap hop

{o+v() |2 €™ (M)},

trong d6 dong cau ¢ : My — E(M,). Trong [25, B6 dé 3.8] da chiing minh
dugc rang: modun con K 1a phan bl ctia My trong M néu va chi néu K =

{x+¢(x) |z € (M)}

V6i moéi ¢ € I, ching ta ky hieu M_; = @ M;.
JEN{i}
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2.1.12 Dinh ly. Gid si rang M la modun UC c6 su phan tich M = @ M; la
el
tong tric tiép cia cic R-modun M; (i € I), véi I la tap chi s6 khdc rong nao

dé. Khi dé, cac dieu kién sau la tuong duong:
1. M la modun NCS;

2. Ton tai i € I sao cho vdi moi M; la modun NCS va vdi moi dong cau
Y M_; — E(M;), modun con {x +(x) | x €y~ (M;)} la modun NCS

nhung khong la modun con bé trong M ;

Chatng minh. Ching minh dinh 1y nay ching ta st dung truc tiép cac két qua
clia [25, B6 dé 3.8] va Dinh Iy 2.1.10] B

Tiép theo ching ta sé nghién ciu khi nao dieu kien NCS cé tinh chat di
truyén?

Ching ta bat dau véi hai vi du sau day minh hoa cho s ton tai cac modun
NCS ciing nhu cac médun khong 1a NCS chita tong truc tiép cic modun nita
don.

2.1.13 Vi du. Xét M = Z, @ Z,> nhu mot Z-modun. Do M 1a mot CS modun
nén M la modun NCS.

2.1.14 Vi du. Gid st F la mot truong, F — F C F la mot ddng ciu véi
a — @, trong d6 F 1a mot truong con ctia F va F la F-khong gian vécto co
chiéu vo han c6 co sG {ey, es,...}. Chung ta lay F = Z3(x1, 29, ..., Ty, ...). Dat
R ={[4l] | a,b e F}, S =Zyx R, My = Zy x0va My =0 x R. Xét
M = M, @ M, nhu 13 mot S-modun trai. Hién nhien ching ta c¢6, R khong 1a
modun NCS. Lay dong cau 0 # f : My — M; x4c dinh béi f(x) = 1. Ching
ta luu ¥ rang, 3f(x) = 31 =1 # 0. Thé nhung, 3f(x) = f(3z) = f(0). Do do,
Hom/(Msy, M7) = 0. Ngoai ra, bing cach lap luan tuong ti, chiing ta c6 thé chi
ra rang Hom (M, My) = 0. Khi d6 M; va M, 1a cic modun noi xa 1an nhau.
Theo Dinh ly , M khong 1a médun NCS.
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Mot cau hoi rat tu nhién dude dat ra do 1a: Vai modun My va modun nia

don My nhu thé nao thi My @& My la modun NCS?

2.1.15 Ménh dé. Gid st M la modun UC c6 sy phan tich M = M, @ M, trong
dé My la R-modun nia don. Khi dé, M la modun NCS néu va chi néu M la
modun NCS.

Chiing minh. Diéu kién can 1a hién nhién.

Diéu kién du: Chung ta gid st rang M; 14 modun NCS. Goi K 1a phan bu
khac khong ctia M; trong M. Khi d6, M; @ K 1a modun con cot yéu trong
M. Khi d6 My < Soc(M) < M; & K, suy rta M = M; & K. Vay ta c6
K = M/M; = M, va do d6 K 1a médun NCS. Theo két qua Dinh 1y ta
c¢6 M 1la modun NCS. ]

Chiing ta da biét, R-modun khac khong M dudc goi 1a modun hong (hollow)
néu moi modun con thuc s ciia n6 déu 1a modun con bé ctia M. Hay néi cach
khac, modun M 1a modun hong néu né c6 su phan tich thanh cac modun nang
(lifting module). Trong d6, mot modun M dugce goi 1a modun nang néu véi moi
modun con A ctia M, ton tai su phan tich M = M; @ M, sao cho M; < A va
MyN A < M,).

2.1.16 Dinh 1y ([23, Dinh ly 3]). Néu M la modun nang NCS thi M la médun
CS.

2.1.17 Pinh 1y. Cho M la mot modun hong. Khi do, cac diéu kién sau la tuong
duong:

1. M la modun déu;
2. M la modun CS;
3. M la modun NCS.

Chitng minh. (1) = (2) = (3) Chiéu suy luan nay la hién nhién dung vi moi

moédun déu 14 moédun CS va moi modun CS 14 modun NCS.
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(3) = (1) Gia st A 1a mot modun con khac khong ctia M. Do M 1a moédun
NCS, ton tai mot modun con bu C cia M sao cho A <, C va C &« M (theo
Ménh dé [2.1.1(2)). Do M la moédun héng nen C' = M. Suy ra, A <, M va M

14 cac modun deu. O

Bay giv, ching t6i dua ra mot sé diéu kien dé madun con cia mot modun

NCS la modun NCS.
2.1.18 Dinh ly. Cho M la mot R-modun:

1. Gid st N la modun NCS, con ciia modun M va K la mot hang ti truc tiép
ctia M. Néu K + N la modun khong suy bién thi K NN khong la modun

con bé trong N.

2. Gid st M la mot modun khong suy bién. Néu C' la mot modun con bu nao
do cia M va N la modun NCS con cia modun M, thi C N N khong la

modun con bé trong N .

Chiing minh. (1) Gid sit K 1a mot hang ti tryc tiép cia M va A = K N N.
Do N 1a mot médun NCS nén ton tai mot modun con bu C cia N sao cho A
1a modun con cbt yéu trong C va C' &« N. Dat A # C. Khido K # K + C.
Dit k+ce K+ Csaochok+cé¢ K, véik € K vacée C. Rorang ¢ # 0.
Khi do, theo [25, Exercise 2.3], ton tai mot idean trai cdt yéu L ciia R sao cho
0+# Lc C A. Tu K 1a modun khong suy bién nén 0 # L(k+¢) C K. Do d6, K
cot yéu trong K + C, dieu nay mau thuan. Vay A = C.

(2) Chitng minh tuong tu cach ching minh cua (1). O

2.1.19 Dinh 1y. Gid s rang, véi mor modun con bu C' cia M, modun con
C' N N la modun con bu trong N va C N N khong la modun con bé khac khong
trong N. Khi do, N la modun NCS.

Chiing minh. Gia st M la médun NCS va K 1la mot moédun con ciia N. Theo
B6 dé[2.1.1)(2), ton tai modun con bit C' ctia M sao cho K cbt yéu trong C va
C <« M. Khi d6, K 14 mddun con ¢t yéu trong C' N N. Theo gid thiét ta c6
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C'N N la mot médun con bu ciia N va C'N N khong 1a modun con bé trong N.
Theo B6 dé [2.1.1)2) ta suy ra N 1a modun NCS. ]

Modun con K ctia modun M dudce goi 1a moédun bat bién day di (fully
invariant) néu f(K) C K v6i moi f € End(M). Ching ta luu y rang, can
Jacobson va modun con suy bién 1 cac vi du vé 16p modun con bat bién day
dt. Mot R-modun M duge goi 1a modun duo néu moi modun con ctia M 1a

bat bién diy di.

2.1.20 Ménh dé. Néu M = M, & M, la mot modun duvo, trong dé tat cd M,
la cac modun NCS, thi M la modun NCS.

Ching minh. Gia st N la mot modun con dong khac khong ctia M va N < M.
Khi d6 N = (NN M;) @ (N N M,). Diéu nay suy ra, NN M; < E(NNM;) va
N N M; 1a mét modun con déng cia M va la modun con bé trong M; v6i moi
1 =1,2. Do d6, N N M; la mot modun con déong cua M; v6i moi 2 = 1, 2. Theo
gid thiét, NN M; = NN My =0 va do dé6 N = 0, dieu nay 1a mau thudn. Vay
N la médun NCS. ]

2.1.21 Nhan xét. Ching ta luu ¥ rang, néu R 13 mot vanh NCS phai véi
ReR = R, khi do6 theo [23, Dinh 1y 4] ta ¢6 eRe ciing la mot vanh NCS phai va
mot cau hoi hién nhién dat ra dé 1a: ¢6 thé loai bo diéu kien “ReR = R” dudc

hay khong?

2.1.22 Nhan xét. Ching ta da biét rang, moi modun déu nhung duge trong
mot modun NCS (chinh 13 bao ndi xa ctia né). Vi vay, mot cau héi hién nhien
duoc diit ra d6 1a: lam thé nao dé dac trung tinh chat NCS cia cdc modun thong
qua bao noi za cia chinh né? Tiép theo, ching toi dua ra mot s6 két qua de

tra 16i cho cau hoi nay.

2.1.23 Hé qua. Gid st N la mot modun sao cho N N D la mot hang ta triuc
tiép ciia N, vdi D la modun con noi za cia E(N). Khi dé, N la modun NCS.
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Chiing minh. Néu ching ta xét N nhu 1a mot modun con ctia modun noi xa
E(N) (do d6 né la modun NCS). Khi d6, theo Dinh 1y [2.1.19ta ¢6 N 1a moédun
NCS. H

2.1.24 Hé qua. Gid st N la mot modun khong suy bién. Khi dé, N la modun
NCS néu va chi néu NN D la mot hang i truc tiép cia N, vdi moi D la modun

con noi za cia E(N).

Chiing minh. Két qua clia hé qua nay ching ta suy ra tit He qua [2.1.23| va Dinh

Iy [2.1.18](1). m
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2.2 Mot s6 16p vanh NCS va QF-vanh

Trude hét ching ta xét 2 dieu kién sau:

(C2) : Néu modun con N ciia M dang ciu vdi mot hang it truc tiép cia M
thi N la mot hang ti¢ truc tiép cia M.

(C3): Voimoi X, Y <4 M théa man X NY =0,tac6 X DY <4 M.

Modun M duge goi 1a médun tia lién tuc (quasi-continuous) néu né 1a modun
CS va thoéa man tinh chat (C3).

Modun M duge goi 1a modun lién tuc (continuous module) néu n6 1a modun

CS va thoéa man diéu kien (C2).

2.2.1 Ménh dé. Gid st R la mot vanh c¢é chieuw Goldie hiu han. Cdc diéu kién

sau tuong duong:

1. R la vanh QF.

2. R la vanh lién tuc phai, (R @® R)gr la modun NCS va vdi moi modun con

déu cia RN duoge chia trong mot modun con hdu han sinh ciua RM).

Chaing minh. (1) = (2) Diéu nay hién nhién dugce suy ra tit tinh chat ctia vanh
QF.
(2) = (1) Gia st R la vanh lién tuc phai. Khi d6 R/J(R) 1a mot vanh chinh
quy v& moi lily dang ctia R/J(R) déu c6 thé nang dudc téi module J(R). Do R
c¢6 chidu Goldie hitu han, R/J(R) khong c6 ho vo han céc lily dang tryc giao va
do d6 R/J(R) la mdodun Artin nita don. Ching ta suy ra R 1a vanh nita hoan
chinh. Ta ¢6 (R @ R)g la modun NCS va R? la modun CS theo Dinh Iy [2.1.16]
Ching ta ciing da biét, vanh lién tuc ntta hoan chinh phai R 1a vanh tia noi
xa phai néu va chi néu (R & R)g 1a modun CS. Do d6, R la vanh tya noi xa

(N)

phai. Theo gia thiét, moi modun con déu ciia R™ déu cot yéu trong mot hang

tlt trye tiép cia R. Do d6, R 1a vanh QF (Theo [11], He qua 2]). ]
Két qué dinh 1y sau la sy md rong két qua cta [6, Dinh 1y 2.21].
2.2.2 Dinh 1y. Gid st R la mot vanh, ciac ménh dé sau la tuong duong:
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1. R la vanh QF.
2. R la vanh Noether trai, P-not xa phai va NCS phas.

3. R la vanh GP-noi za phdi, NCS phdi va théa man dieu kien ACC trén cdc
linh hoa ti phds.

Chitng minh. Tit tinh chat clia vanh QF, hién nhién ching ta c6 (1) = (2) va
(1) = (3).
(2) = (1) St dung két qua ctia [22, Bo dé 2.4], R 1a vanh Artin trai va do do,
theo Dinh ly ta c6 R la vanh CS phai. Theo [6, Dinh Iy 2.21] ta c6 R 1a
vanh QF.
(3) = (1) Stt dung két qua ctia [5, Dinh 1y 3.7] ta ¢6 R 1a vanh Artin trai, do
do R la vanh QF. [

Vanh R dugc goi 1a vanh CPA phai néu v6i moi R-modun xiclic phai 1a mot
tong tric tiép clia mot modun xa anh va mot modun Artin ([8, Page 186]).

2.2.3 Dinh ly. Néu R la vanh AGP-noi za phdi, vanh CPA phdi, khi dé R la
vanh Artin phdi.

Chatng minh. Theo gia thiét, R c6 sy phan tich
Rp=AoU%ae..0oUu™

trong d6 A 13 mot idean ciia R sao cho Ap 13 modun Artin va véi mdi U 1a
mot R-modun phai deu, trong do6 SOC(U](;)) = 0. Trudc hét, ching ta chiing
minh réing U® = 0 v6i moi 7. Gia st U® £ 0 véi moi i. Gid st z € UD véi
x # 0. Do R 1a vanh AGP-noi xa phai, do do6 ton tai n € N va X < gR sao
cho Ir(x™) = Rz" @ X. Mat khac, R 1a vanh CPA phai, "R = P @ Bg, trong
d6 Pp la mdodun xa anh va Bp 14 médun Artin. Tuy nhién, Soc(z"R) = 0 do
d6 suy ra B = 0, nghia 1a "R 1a modun xa anh. Suy ra, r(z") 14 mot hang ti

tryc tiép ctia Ry, dit 7(2") = eR véi €2 = e € R. Do d6
R(1 —e)=Ir(z") = Rz" & X,
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trong d6 1 = ra™ +s+evéir € R, s € X nao d6. Diéu nay suy ra
2" —xtra" —2"s =2"e € R(1 —e)N Re = 0.

Khi d6 2" — 2"rz" = 2"s € Rz"N X = 0, and so 2" = z"rz", dicu nay suy ra
2" 1a mot liy dang ctia R va 2"R = (z"r)R. Do d6, 2" R 13 mot hang ti tryc
tiép ctia Rp. Do dé
R=ax2"R&®I,
trong d6 I < Rp. Vi vay
UD = @"Re)NUY =2"Re (INTUW).

Tit 2"R # 0 va U% 1a modun déu, ching ta c6 INU® = 0. Do d6 U = z"R
v6i mbi 0 # x € UW, diéu nay 6 nghia 1a U® 13 modun don. Diéu nay la mau
thuin vi Soc(U") = 0.

Vay U =0, i = 1,2...,n, va do d6 R = A. Vay ta ¢6 R 1a vanh Artin
phai. ]

Vanh R dugc goi 1a F-noi xa phai néu moi R- dong cau phai tit mot idean
phai hitu han sinh ctia R dén R déu c6 thé mé rong duge thanh mot tu dong
cau cta R.
2.2.4 Hé qua. Néu R la vanh F-noi za phdi va la vanh CPA phdi, khi dé R la
vanh QF.

Ching ta luu ¥ rang, vanh GP-noi xa phai 14 vanh AGP-noi xa phai.
2.2.5 Dinh 1y. Cdc dieu kién sau la tuong duong trén vanh R:

1. R la vanh QF;

2. R la GP-ngi za phdi, NCS phai va la vanh CPA phdi.

Chiing minh. (1) = (2) D& dang suy ra tit tinh chat cia vanh QF.

(2) = (1) Gid st R 1a vanh GP-noi xa phai, vanh NCS phai va 1a vanh CPA
phai. Khi d6, R 1a vanh Artin phai, va do d6 R la vanh CS phai theo Dinh ly
. St dung [26, Dinh 1y 2.9] ching ta suy ra R la vanh QF. O
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2.2.6 Nhan xét. Mot cau hoi hét sic ty nhien duge dat ra: Lieu Dinh 1y
van thoéa man khong néu diéu kien “GP-noi xa phai" duge thay thé bdi diéu
kien “AGP-noi xa phai"?

Cau tra 1oi phi dinh cau héi trén duge ching toi dua ra thong qua vi du sau.
2.2.7 Vi du. Dat F = Q(x1,29,...) vd F' = Q(x9,x3,...) ]a mot trudng con
cia F' (F # F). Gia st ring ¢ : F' — F 1a mot ding cau thong qua p(a) =
a, Va € Q va o(x;) = x4, véimoii = 1,2,.... Dat R := {(”g g) | z,y € F'}

v oy\ (2 Y\ _ (22 p(x)y +ya
0 x 0 2] L0 xx’ '

Khi d6 R la vanh chi ¢6 3 idean phéi: 0, R va Soc(gR) = {(8 %) |y € F}.

va xac dinh

Ching ta dé dang thay ring R 1a vanh CS phai va Artin phai.
Néu R la vanh AGP-noi xa phai: Gia st t = (g ‘g) € R, t#0.Néux # 0 thi

t 1a phan tit don vi ctia R va do d6 Ir(t) = Rt. Néu z = 0 thi t = (8 %) £ 0.
Do d6 r(t) = Soc(rR) va lr(t) = l(Soc(gR)) = Soc(gR). Diéu nay ching t6
rang Rt 1a mot hang t1t tryc tiép cta lr(t). Vay R 1a vanh AGP-noi xa phai.

Néu R khong la vanh min-noi xa phai: Dat x; € F \ F. Dinh nghia f :
Soc(rR) — Rpg xac dinh nhu sau f((g %)) = (8 xéy> v6i moi (8 %) €
Soc(gR). Chung ta dé dang thay rang, f 1a mot R-dong cau. Néu f md rong

2) € R sao cho f = c¢-. Do do

(0 5) =)= 2) (6 0)-(F)

Suy ra z; = ¢(a) € F, diéu nay la mau thudn. Ching ta luu ¥ rang, Soc(gzR)

dugc t6i Rp, khi d6 ton tai ¢ = (g

la R-modun phai don. Do d6 R khong la vanh min-noi xa phai. Do d6 R 1a
vanh NCS phai, AGP-noi xa phai va la vanh Artin phai. Tuy nhién, R khong
la vanh QF.
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2.3  Vanh bat bién dang ciu

Mot R-modun phai M dude goi 1a bat bién ding cdu néu né bat bién qua
moi tu dang cau clia bao nodi xa ciia n6. Mot vanh R dudc goi 1a bat bién ding
cau phai néu Ry la bat bién ding cau.

R6 rang moi vanh CS phai 1a vanh NCS phai. Tuy nhién chiéu ngugc lai
khong ding. Ching ta c6 thé xét vi du sau:

2.3.1 Vi du. Goi K 1a mot thé va V' 1a K-khong gian vecto trai véi sé chicéu

vo han. Dat S = Endg (V) va R = <g g) Khi d6, R 13 mot vanh NCS phéi

nhung khong la CS phai.

Cho M 1a mot modun hong, khi d6 chiing ta c6 thé kiém tra duge M 1a NCS
néu va chi néu M 14 modun deu.

Tac gia Dinh Van Huynh da chiing minh dugc.

2.3.2 Ménh dé. Cho R la vanh nia hoan chinh. Khi dé, néu R la vanh NCS
phai thi R la vanh CS phas.

Mot phan tit lity dang e ctia R duge goi 1 lity dang dia phuong néu End(eR)
12 mot vanh dia phuong.
2.3.3 B6 dé. Gid st R la vanh bat bién dang cauphdi. Néu rp(x) = rr(y) vdi
x,y € R thi suy ra Rx = Ry.

Chiing minh. Diéu nay suy ra tit két qua néu R la vanh bat bién déng cau phai

thi moéi don cau tit mdi idéan phai cia R dén R déu mé rong ducge dén R. [

2.3.4 Pinh ly. Néu R la vanh bat bién dang cdu phdi va théa man diéu kién
ACC trén cac linh hoa ti phdi thi R la vanh nia nguyén so.

Ching minh. Chung ta xét day
Rxy > Rrg > - -
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cla céc idéan trai xyclic ctia R. Khi d6, ching ta c6 r(z1) < r(zy) < ---. Theo
gia thiét, thi ton tai n € N sao cho r(z,) = 7(x,x) v6i moi k € N. Theo B6
de , Rz, = Rx,.} véi moi k € N. Diéu nay suy ra R 1a vanh hoan chinh
phai.

Bay gio ching ta xét day tang

r(J(R)) < r(J(R)*) < -

Lai theo giai thiét, thi ton tai n € N sao cho r(J(R)") = r(J(R)"™*) v6i moi
k € N. Dat B = J(R)". Khi dé, r(B) = r(B?) va B?> # 0. Bay gio chiing ta sé
ching minh J(R) la idéan lay linh. That vay, gia st J(R) la idéan khong lay
linh. Dat
S ={r(b)| b € B and Bb # 0}.

Khi d6, ching ta c6 thé kiem tra duge S 1a mot tap khac réng. Khi do, S co
mot phan tr cyc dai, va ta goi do 1a r(by) véi by € B. bay gio ching ta c¢6
BBby = 0 va suy ra byR < r(B?) = r(B), va vi vay Bby = 0, didu nay mau
thuan. Khi d6, ton tai mot phan tit x clia B sao cho Bxby # 0. Tuy nhién, vi
r(by) < 7(xbg) nén theo tinh cyc dai ctia r(by) ching ta duge r(by) = r(zbg).
Tu Bo dé ching ta thiy Rby = Rxby, diéu nay cé nghia 1a by = sxby véi
s € R nao d6 hay by(1 — sz) = 0. Vi sz € B < J(R) nén ta c6 by = 0, diéu

nay mau thuan. ]

2.3.5 Dinh 1y. Cho vanh R théa man dieu kién ACC trén cdc linh héa ti phds.
Khi dé, cac diéu kién sau la tuong duong:

1. R la vanh QF.

2. R la vanh bat bién ding cau phdi va moi idéan phdi dong cia R la mot
linh hoa ti.

3. R la vanh bat bién dang cau phdi va NCS phds.

4. R la vanh bat bién dang cau phdi va moi idéan phdi don cot yéu trong mot

hang t truc tiép cia Rp.
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5. R la vanh bat bién dang cau phdi vdi eR la déu cho maoi liy dang dia phuong
e€R.

Ching minh. Theo Dinh 1y thi vanh R la nita nguyén so.
(1) = (2) va (1) = (5) 1a 16 rang.

(2) = (3) Chiing ta c6 R la vanh bat bién dang cau phai nén méi dong cau
tit mdi idéan phai don dén R déu c6 thé mé rong dén R (vanh R c6 tinh chat
nay dudc goi 1a vanh noi xa cyc tiéu phai), va vi vay Soc(Rg) < Soc(grR). Diéu
nay suy ra moéi R-modun phai don déu nhing vao Ry theo [16, Bo dé 1.48)].
Vay, R la mot vanh lién tuc phai. (3) = (4) Vi m6i vanh nita nguyén so la vanh
hoan chinh hai phia. T d6, suy ra vanh R la vanh CS phai theo Dinh 1y .
Diéu nay c6 nghia 1a mdi idéan phai don cot yéu trong mot hang ti truc tiép
cua Rp.

(4) = (1) Gi& stt Soc(RR) = ®jerS; v6i moi 1a don cho mdi i € 1. Vi mdi idéan
phéi don c6t yéu trong mot hang ti truc tiép clia Rz nén ton tai cac phan ti
lity dang e; ctia R sao cho S; c6t yéu trong e;R. Chi ¥ {e;R};cr 13 mot ho doc
lap vi {S;}ier 1a mot ho doc lap. Tt d6 suy ra Piere; R ¢ot yéu trong Rp. Mat
khac, mdi vanh bat bién dang cau phai théa man diéu kien C2 nén @®;cre; R 1a
mot hang tit tric tiép dia phuong ciia Rp. Vi R 1a vanh R thoéa man diéu kién
ACC trén cac linh héa tit phai nén ching ta c6 ®;cre; R 1a mot idéan phai dong
clia Rp theo [8, B dé 8.1(1)]. T day chiing ta suy ra Rp = @iere; R va mdi
e;R 1a déu. Vay R la vanh tu noi xa phai. Tém lai, R 1a vanh QF.

(5) = (1) Chiing ta cht ¥ diém chting minh ctia (2) = (3), thi R 14 vanh nita
hoan chinh va vi vay R = @I ,e; R v6i e; 1a cac phan tit lity dang dia phuong.
Theo gia thiét e; R 1a déu véi moi i = 1,2, ...,n. T d6 chung ta c6 Rla vanh tuy

noi xa phai. ]

Nhu chung ta duge biét mot vanh CS phai va théa man dieu kien ACC trén

cac idéan phai cot yéu 1a mot vanh Note phai. Tt d6, chiing ta c6 két qua sau:
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2.3.6 Hé qua. Cdc diéu kién sau la tuong duong vdi vanh R da cho:
1. R li vanh QF.

2. R la vanh bat bién ding cau CS phdi va théa man diéu kien ACC trén cdc

idéan phdi cot yeu.
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KET LUAN

Trén co s6 tai lieu tham khéo chinh [18] va céc tai lieu tham khao khéc, noi

dung chinh ciia luan van da dat dudc bao gom:

1. Trinh bay cac két qua ve dic trung ctia 16p modun va vanh NCS (Dinh 1y
2.1.2, Dinh 1y 2.1.3).

2. Trinh bay dugc mot sb6 két qua tra 18i cho cau héi: Khi nao thi tong truc
tiép ctia cac modun 1a NCS, tiéu biéu 1a Dinh 1y [2.1.8, Dinh 1y [2.1.10]

3. Trinh bay cau tra 16i cho cau hoi: Khi nao thi tinh NCS dong dudi cac

modun con (Dinh 1y [2.1.19)).

4. Trinh bay mot s6 két qua ting dung dic trung vanh QF thong qua 16p vanh
NCS va cac vanh md rong ciia vanh noi xa. Tt cac két qua vé vanh NCS
va cac md rong cua vanh noi xa chinh Ménh dé , Dinh ly , Dinh
Iy [2.2.5] ching ta c6 duge mot s6 két qua ciia vanh QF thong qua vanh
bat bién dang cau (Dinh ly .
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