Let your light so shine before men, that they
may see your good works, and glorify your
Father which is in heaven (Matthew 5:16).
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1

Xac suat cua bién co va
phan phoi xac suat

“Better than a thousand days of diligent study is one day with
a great teacher.”
— Japanese Proverb, http://quotationsbook.com

Gidi thieu

Cho dén ntta dau thé ky hai muoi, 1y thuyét xac suat méi tré nén mot
khoa hoc dugc xdy dung chit ché bang hé tién dé Kolmogorov. Cho
dén nay, 1y thuyét xéc sudt dudc ting dung vao rat nhicu nganh khoa
hoc khéc nhau, trong dé c6 cac vi du dién hinh nhu sau:

e Ly thuyét xdc suat dude sit dung trong di truyen hoc nhu 1a mot
mo hinh cho su dot bién va déng mot vai tro quan trong trong
nganh tin-sinh.

e Nhiéu nganh 1y thuyét phat trién cao xem cac loai nhidu trong cac
thiét bi dién t@& va hé thong giao tiép nhu 14 cic qué trinh ngau
nhién.

e RAt nhiéu cdc mo hinh trong nghién citu bién doi khi quyén st
dung céc khai niém ctia 1y thuyét xéc suat.

3
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e X4c suat déng vai tro nén tang ctia nganh 1y thuyét tai chinh.

e Xic suat duoc st dung dé nghién citu céc hé théng phitc hop va
cai tién do tin cay ciia cac hé théng do, vi du nhu céc hé théng
trong thuong mai hién dai hoac khéng quan.

Trong chuong nay ching ta sé€ nghién citu cac khai niém co ban cta
Iy thuyét xac suat nhu khong gian mau, bién ¢d ngau nhién, do do xéc
suat, xac suat c6 dieu kién, va tinh doc 1ap. Qua dé, ching ta sé ting
bube xay dung nén md hinh toidn hoc cho cdc hién tuong ngau nhién
va tinh x4c sudt clia cic bién cb, xdc suat co dicu kién théng qua céc
cong thitc tinh xéc suat nhu cong thitc cdng xac suat, cong thitc nhan
x4c suat, cong thitc xac suat toan phan va cong thicc Bayes. Bén canh
do6, chuong nay ciing giéi thiéu nhitng kién thtic co ban vé bién ngau
nhién, vector ngau nhién, ham phan phéi, cic phan phoi xac suat quan
trong va cac dic trung ctia bién ngau nhién nhu ky vong, phuong sai
va do léch tiéu chuan.



Chuan diu ra ctia chuong

Muc tiéu

Mo ta CDR

Miic
giang
day

do

G.1.1

Trinh bay dugc khai niém khong gian
mau, bién c6, moéi quan hé gitta cic bién
ch, x4c suat clia cac bién cb, xac suat cé
dieu kién, tinh doc lap ctia cac bién cb.

T.U

G.1.2

Trinh bay dudc khii niém bién ngau
nhién, bién ngau nhién doc lap, bang phan
phoi, ham mat do, ham phan phéi, vector
ngau nhién, cdc phan phéi xac suat thong
dung.

T.U

G.2.1

Tinh todn dudc x4c suat ctia bién cd, xac
suat cé dieu kién thong qua viéc van dung
cac cong thitc tinh xéc suat nhu cong thic
cong xac suat, cong thiic nhan xac suét,
cong thitc xac suat toan phan, cong thic
Bayes.

T.U

G.2.2

Tim dude ham phan phéi, bang phan phoi,
ham mat do, cac sb dic trung cia bién
ngau nhién (ky vong, phuong sai va do6
léch tiéu chuan) ciia cac bién ngau nhién.

T.U

G.3.1

C6 thai do tich cuc hop tac véi gido vién
va cac sinh vién khéc trong qua trinh hoc
va lam bai tap.

G.3.2

Cé ke hoach tu hoc, lam cac bai tap ve
nha, cau hoi thao ludn mot cach hiéu qua.

G.3.3

Cé kha nang thuyét trinh cidc van dé tu
hoc & nha va béo cédo két qua lam viéc clia
ban than.

LT
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NOi dung cua chuong
1.1 Bién co va xac suat cua bién co

1.1.1 Khéng gian mau va bién cb

Phép thit ngau nhién 14 nhiing thi nghiém, quan sat, hanh dong, ... ma
két qua x4y ra mot cdch ngdu nhién, khong biét trude duge. Ching
han, tung mot dong xu thi ta khong biét truéc dudc mat sap hay mat
ngita xuat hién, khodng thdi gian gifta hai email ma ta nhin dudgc ta
cling khong biét trude duge 14 bao nhiéu phit. Nhitng thi nghiém /quan
sat nay 1a céc vi du vé phép thit ngau nhién.

Tap hop tét ca cac két qua cé thé ¢ ciia phép thit ngdu nhién dugc
goi 1a khéng gian mau, ky hiéu 1a Q. Cac phan ti ctia  dude goi 1a
cic bién cb so cap, thuong dude ky hiéu 1a w. Khéng gian mau con goi
14 khong gian céc bién c6 so cap. Ching ta xem xét cac vi du sau day.

Vidu 1.1.1. Mot ngusi tung mot con xic xac sau mat. Khi d6, khong
gian mau la

0={1, 2 3, 4,5, 6}

Vi du 1.1.2. Gia st ta quan sat mot ngudi la va du doan ngay sinh
ctia nguoi d6. Khi d6, khong gian mau sé 1a

Q={1/1, 2/1,..., 31/12}.
Vi du 1.1.3. M6t ngudi dua thu di qua mét doan duong cé ba cot
dén giao thong. Tai moi cdt deén ngudi d6 sé tiép tuc di (¢) néu gip
den xanh va ding lai (s) néu gip dén do. Khi d6, khong gian mau 1a

Q = {ccc, ccs, cse, sce, css, scs, ssc, SSs}.

Vi du 1.1.4. Sé email ma mot ngusi nhan dudc moi ngay ciing 1a mot
s6 ngau nhién. Khéng gian mau 1a

0=1{0,1, 2, 3,...}.
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Vi du 1.1.5. Tudi tho ctia mdt loai nao dé ciing khong dinh trude
dudce, va nhiéu khi cling dude mo hinh héa nhu 1& mot s6 ngau nhién.
Trong vi du nay, khong gian mau 1a tap hop tat ca céc s6 thuc khong
am

Q= {t|t > 0}.

Trong ly thuyét x4c suat, ta thudng quan tdm dén mot tap con nao
d6 ctia khong gian mau, titc 1a mot tap hop céc két qua cb thé nao
dé ctia phép thit ngau nhién. Mot tap con cia khong gian mau duoc
goi 14 mot bién co, hay su kién. Che&mg han, trong Vi du , bién c6
“xuat hién mat c6 s6 cham 1a mot s6 chan 16n hon 37 1a

A= {4, 6}.

Mot bién b so cap thudc bién ¢ A dude goi 14 két qua (bién cb so
cap) thudn lgi cho bién ¢d A. Trong trudng hop xét & trén, 4 va 6 1a
cac két qua thuan 1gi cho A. Tap rong () 1a bién c6 khong chita két qua
nao ctia phép thit ngdu nhién, va dude goi 1a bién ¢6 khong thé. Trong
khi d6, tap © 1a bién c¢b chita tat ca cac két qué cb thé cia phép thit
ngau nhién, va dudce goi 1 bién ¢b chic chan.

Vi céc bién cb 1a cac tap hop nén céc khai niém va phép toan dai
s6 vé tdp hop nhu khai niém tap con, phan b, giao ctia hai tap hop,
hop ctia hai tdp hop,... dudc van dung truc tiép trong ly thuyét xéc
suat. Néu A C B thi su xdy ra ctia bién ¢d A sé kéo theo bién cb B.
Khi d6 ta néi A kéo theo B. Trong Vi du , bién c6 “xuat hién cé
s6 cham 1a mot s6 chan” 13

B ={2, 4, 6}.
V6i hai bién ¢6 A va B xét § trén, ta thidy A kéo theo B.
Hop ciia hai bién c¢6, C = AU B, 1a bién c6 xay ra khi va chi khi

bién c¢b A hodc bién c¢é B xay ra. Néi cach khac, bién ¢6 C = AU B 1a
tap hop gom céc két qua thudc A hodc thude B.
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Giao clia hai bién c6, C = AN B (hodc C = AB), 1a bién c6 xdy ra
khi va chi khi c hai bién c¢6 A va B dong thdoi xay ra. Néi cdch khéc,
bién ¢6 C' = AN B 1a tdp hop gom cac két qua thuoc A va thude B.

Hiéu ctia hai bién c6, C = A\B, 14 bién c6 xay ra khi va chi khi
A xdy ra va B khong x4y ra. N6i cdch khéc, bién ¢ C' = A\B 1a tap
hop gom céc két qua thude A nhung khong thuodc B.

Phan bu cia mot bién c6 A, ky hiéu 1a A, 1a bién c¢b xay ra khi va
chi khi bién c6 A khong xay ra. N6i cdch khac, A = Q\A. A dugc goi
14 bién c¢b dbi khang ctia bién c6 A. Nhu vay, A 1a bién c6 chita tat ca
nhitng phan tit ctia khong gian mau ma khong thudc A.

Néu AN B = (), thi ta n6i A va B zung khdc hay roi nhau. RS rang
13 A va A 13 hai bién ¢b xung khéc.

Trong Vi du , néu A 1a bién ¢d ngudi dua thu dimg & dén giao
thong thit nhat va B 1a bién ¢ ngudi dua thu ding & cot den thit hai,
thi

A = {sss, ssc, scs, scct,

B = {sss, ssc, css, csc}.

AUB 1a bién c6 ngudi dua thu ditng & dén giao thong thtt nhat hoac
den giao thong thit hai:

AU B = {sss, ssc, scs, scc, ¢ss, csc}.

ANB 1a bién ¢b ngudi dua thu dimg & ca hai dén giao thong thit nhat
va den giao thong tha hai:

AU B = {sss, ssc}.
A 13 bién ¢b ngudi dua thu khong dimg 6 den giao thong thit nhat:

A = {cce, ccs, csc, css}.
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Néu C' 1a bién c6 ngusi dua thu khong dimg ¢ dén giao thong nao, thi
C' = {cce}. Trong truong hop nay A va C roi nhau, B va C rdi nhau:
ANC=0,BNnC =1.

Sau day ta liet ké mot s6 tinh chat ctia 1y thuyét tap hop.
Tinh giao hodn:

AUB =BUA,
ANB=BnNA.
Tinh két hop:

(AUB)UC =AU (BUC),
(ANB)NC=An(BNC).
Tinh phéan phoi:

(AUB)NC =(ANC)U(BNC),

(ANB)UC=(AuC)N(BUC).
Cong thitc De Morgan:
AUB=ANDB,
ANB=AUB.

1.1.2 Dinh nghia xéc sudt theo quan diém c6 dién

Trude hét ta gidi thiéu dinh nghia x4c sudt theo quan diém co dién.
Gia st mot phép thit ngau nhién cé hitu han cac két qua cé cuing kha
nang xay ra (goi 1a cic két qua dong kha ning). Khi d6, xdc suit
(probability) clia bién c6 A 14 mot s6 do khd ning bién c6 A xudt
hién, ky hiéu la P(A), dugc dinh nghia la

so cac ket qua thuan 1¢i cho bien c6 A

P(A) =

86 cac két qui c6 thé clia phép thit ngau nhién’
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Vi du 1.1.6. Vi du xét phép thit ngdu nhién tung mot con xic xic
can dbi, dong chat (dé dam béao cho cdc mat xuat hién véi kha nang
nhu nhau). Khi d6 khéng gian mau 1a

Q={1,2,3,4,5,6}.

Neu goi
A la bien ¢6 “xuat hién mat c¢6 s6 cham 1a so chan 16n hon 37,
B la bién co “xuat hién mat c¢6 so6 cham la so chan”
. s )
C' la bién c6 “xuat hién mat c6 so cham la so 1é khong vudt qua
27, thi

A=1{4,6), B={2,4,6}, C = {1}.

Do dé, ta co

1.1.3 Dinh nghia xic suit theo hé tién dé

Dinh nghia xédc suat theo quan diém co dién yéu cau cac gid thiét 1
phép thit ngdu nhién chi ¢6 hitu han két qua (khong 4p dung dude cho
cac Vi du va Vidu(l.1.5) va cdc két qua c6 cting kha nang (khéng
ap dung duce cho Vi du vi ngay 29/2 sé c¢6 kha ning xuat hién
it hon). Ngoai ra, trong Vi du , ta da gid thiét 13 moi mat cla
con xic xac déu cé kha nang xuat hién 1a 1/6. Di¢u nay thuong dugc
kiém tra bing thuc nghiém. Chang han, nha todn hoc Phép 1a Buffon
(1707-1788) tung mot dong xu 4040 1an va quan sat thidy mit ngia
xuat hién 2048. Nha théng ké Pearson (1857-1936) tung mdt dong xu
12000 lan va quan sat thady mat ngta xuat hién 6019 lan. Trong mot
thi nghiém khéc, Pearson (1857-1936) tung mdt dong xu 24000 1an va
quan sat thdy mit ngta xuat hién 12012 lan. Trong thdi gian bi ngudi
Diic giam gitt trong chién tranh thé gi6i lan thit IT, nha todn hoc ngudi
Nam Phi 14 John Kerrich (1903-1985) da tung mot dong xu 10000 lan
va quan sat thdy mat ngita xuat hién 5067 lan. Trong cac thi nghiém
trén, ti 1& xuadt hién mat ngta lan luot 1& 0.5049, 0.5016,0.5005, va
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0.5067 lan. Tt d6, ta dinh nghia xac suat dé xuét hién mit ngia khi
tung dong xu 1a 0.5. Céach dinh nghia x4c suat nay dudc goi 1a xédc
sudt theo quan diém tan suit: Néu ta thuc hién mot phép thit ngau
nhién 7 lan trong dieu kién giéng nhau. Ky hiéu s6 lan bién c6 A xuat
hién trong n phép thit d6 1a ns. Khi d6, néu ti s6 nu/n tién vé mot
gid tri ndo d6 thi ta dinh nghia gia tri d6 la xdc suat ctia bién c¢b A.
Tuy nhién, dinh nghia nay khéng 4p dung dudc déi v6i nhitng phép
thit khong thé lip lai nhiéu lan. Dinh nghia tong quat sau day khic
phuc dudgc cédc han ché trén.

Mot dd do xac suat trén khong gian mau 2 1a mot ham P ti tap
hop cdc tap con ciia  vao tap hop s6 thuc (nghia 1a gdn cho mdi bién
cd mot s6 thue nao do), théa man ba tién dé sau day.

e P(Q2) =1.

e P(A) > 0 v6i moi bién c6 A.

e Néu A; va A, 14 hai bién ¢6 roi nhau, thi
P(A;UAy) = P(A) + P(Ay).

Téng quat hon, néu Ay, As, ..., A, ... 1a cdc bién cb ddi mot roi
nhau thi

P(jf:jl Aj) = g P(A;).

Tién dé tht nhat va thi hai hoan toan dé hiéu. Vi Q 1a tap hop tat
ca cac két qua c6 thé ctia phép thit ngdu nhién nén P(Q2) = 1. Tién
dé thtt hai phét biéu rang xic suit clia moi bién ¢6 déu khong Am.
Tién dé thit ba phéat biéu rang néu hai bién ¢6 A va B 10i nhau, tic 1a
chiing khong chtta két qua chung nao, thi P(AU B) = P(A) + P(B).
Trong vi du du dodn ngay sinh ctia mot ngudi khong quen, xéc suat
clia bién c6 “ngay sinh ctia ngusi dé roi vao ba thing dau tién cuia
nim” sé bang xdc sudt clia bién c¢6 “ngay sinh ctia ngudi dé roi vao
thang giéng” cong véi xac suat clia bién c¢6 “ngay sinh clia ngudi dé
roi vao thang hai” cdng véi xac suat ctia bién c6 “ngay sinh ctia ngudi
do roi vao thang ba”.
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1.1.4 Tinh chit cta xac suat

e Tinh chit 1. P(A) = 1 — P(A). Tinh chat nay dugc suy ra tién
dé thit nhat va tién dé thit ba. Vi A va A rdi nhau, va AU A = Q.
Do do, P(A) + P(A) = P(AUA) = P(Q) = 1.

e Tinh chit 2. P(()) = 0. Tinh chat nay dudc suy tit Tinh chat 1.
Vi =Q, nén P()) = P(Q)=1—-P(Q) =0.

e Tinh chét 3. Néu A C B, thi P(A) < P(B). Tinh chit nay phét
biéu rang néu su xay ra ctia bién ¢d A kéo theo su xay ra ciia bién
c6 B thi x4c suat clia bién c6 B khong bé hon x4c suat ciia bién
cd A. Vi du, su x4y ra ciia bién c¢6 “trdi mua” kéo theo su xay ra
clia bién c6 “nhiéu may”. Do dé, x4c suat clia bién c¢6 “trdi nhiéu
may” luon 16n hon hoiic bang xac sudt ctia bién ¢ “troi mua”.
Tinh chat nay duge chtng minh chit ché nhu sau. Trudce tién, ta
biéu dién bién c¢6 B béi hop ctia hai bién ¢b roi nhau:

B=AU(B\A) (do A C B).
Do do, tit tién dé thit hai va thit ba, ta cé

P(B) = P(A) + P(B\A) > P(A).

e Tinh chit 4. P(A) < 1 véi moi bién ¢6 A. Tinh chit nay dugc
giai thich don gian nhu sau. Vi moi bién c6 A déu l1a tap con cla
khong gian mau Q va P(Q) = 1 nén tit Tinh chat 3 ta c6 P(A) < 1.

e Tinh chit 5. Néu A C B, thi P(B\A) = P(B) — P(A). Di¢u nay
dugc suy ra tit chtimg minh ctia Tinh chat 3. T cich chtmg minh
Tinh chat 3 ta con thay néu A C B, thi

P(B)=P(A)+ P(B\A).

Do céc s6 trong dang thitc trén 13 hitu han nén ta c6 P(B\A) =
P(B) — P(A). Khi B = Q thi didu nay chinh 13 Tinh chét 1.



1.1. BIEN CO VA XAC SUAT CUA BIEN CO 13

e Tinh chit 6. V6i A, B 1a hai bién cb bat ky, ta c6
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AB).

Tinh chat nay ducc chiitng minh nhu sau. Pau tién, ta biéu dién
AU B duéi dang hop ctia hai bién ¢b rdi nhau:

AUB =AU (B\AB).
Theo tién dé thit ba, ta cb
P(AUB) = P(AU (B\AB)).
Mat khac, do AB C B nén
P(B\AB) = P(B) — P(AB).
Tu do6
P(AUB) = P(A) + P(B\AB) = P(A) + P(B) — P(AB).
Hoan toan tuong tu,
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(AB)—P(BC)—P(AC)+P(ABC),

va

n

P(U45) = 3 P(4) = X P(A)

j=1 i<j

+ 5 P(AAAY) — -+ (1) P(A1 Ay Ay).

1<j<k
Cong thiic tong quat nay goi la cong thic inclusion-exclusion.

Vi du 1.1.7. Tung mdt dong xu can doi hai lan. Khi dé khong gian
mau 1a

Q= {NN,NS, SN, SS}.
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Goi A 1a bién c¢b “lan tht nhat xuat hién méit ngita”, B 1a bién c6 “lan
thit hai xuadt hién mat ngita”. Khi dé

A={NN,NS}, B={NN,SN}, AUB={NN,NS,SN}, AB={NN}.

Ta cb
1

Y 4'
Ban doc dé kiém tra dugc P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AB).

P(AUB) = ?1 P(A) = P(B) = i P(AB) =

Vi du 1.1.8 (Newton-Pepys problem). Nam 1693, khi nghién citu mot
trd choi cd do, Samuel Pepys viét cho Isaac Newton mot bitc thu dai
hoi vé mot bai todn nhu sau. Trong cac bién c6 sau day, bién cb nao
c6 xéac suat 16n nhat.
A: C6 it nhat mot mat sau cham xuat hién khi tung 6 con xic xac.
B: C6 it nhat hai mit sau cham xuét hién khi tung 12 con xic xAc.
C: C6 it nhat ba mit sdu chdm xudt hién khi tung 18 con xic xAac.
Pepys tin rang C 1a bién ¢b c6 xac suat 16n nhat. Nhung cau tra
161 1a bién c6 A. Dé tinh x4c suit ciia bién ¢d nay, ta st dung bién cb
do6i khang. Ta nhan thay A 1a bién ¢ “khong c6 méat sau cham xuat
hién khi tung 6 con xic xic”. Do d6

P(A)=1-PA) =1- (2)6 ~ 0.6651.

Tuong tu

P(B)=1- (5)12 - C}Q(Z)Hé ~ 0.6187,

va

P(C)=1- (2)18 - 0}2@)17; - 0122(2)16(2)2 ~ 0.5973.

Cé it nhat hai chuyén thi vi ctia bai todn nay. Trude hét, vao nhitng
thoi ky dau tién ctia 1y thuyét xac suat, Samuel Pepys, mot ngudi rat
thong minh va la thu ky ctia Bo truéng hai quan Anh dudi thoi cac
vua King Charles II va King James II da phai viét thu héi Newton,
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trong khi d6 ngay nay ta giai dugc trong vong it phiat. Tht hai, mac du
Newton dua ra dap s6 ding nhung céch 1y luan ctia Newton lai khéng
chinh x4c. Dé doc thém vé todn nay, ciing nhu “oi giai” clia Newton, ta
c6 thé tim hiéu tai http://en.wikipedia.org/wiki/Newton-Pepys
problem

Vi du 1.1.9 (Matching problem). D4y 1a mot bai toan rat noi tiéng
ciia 1y thuyét xdc suat, duge nghién cttu dau tién vao nam 1713 bdi
nha todn hoc ngusi Phap, Pierre-Remond Montmort (1678-1719), do
dé6 con duge goi 1a bai todan Montmort. Bai todn c6 thé phat biéu nhu
sau. C6 n quy 6ng uéng qua say trong bita tiéc nén khi ra vé moi ngudi
lay ngau nhién mot chiée mi. Tim xdc sudt dé it nhit c6 mot ngudsi
lay ding mi ctia minh. Dé giai bai todn nay ta sit dung coéng thiic
inclusion-exclusion. Goi A, 14 bién c6 ngudi thtt k ldy ding mi cia
minh. Khi dé, ta can tim

V6i moi 1 < k <n,

(n — k)!

n!

P<A1A2 . Ak) -

Do tinh chit binh ddng, & vé phai clia céng thitc inclusion-exclusion
c6 C* s6 hang nhu vay. Do d6
1 1 1

n 1
_ — = —_ — ... — n+17;\3 —_ -
p(kL:JlAk> =T33 + (—1) 1 0.632.

1.2 Xac suat cé diéu kién

Trong cudc séng, mot cau héi thudng gap va rat tu nhién dé 1a lam
thé nao dé ching ta cAp nhit niém tin/nhan dinh ctia chiing ta vé mot
st kién ngau nhién. Vi du, truée khi chua c6 bat ky thong tin nao,
niém tin ctia ching ta vé su kién ngdy mai c6 suong mi1 duge biéu dién


http://en.wikipedia.org/wiki/Newton-Pepys_problem
http://en.wikipedia.org/wiki/Newton-Pepys_problem
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14 mot s6 P(H). Sau d6, néu ta xem ban tin du bdo thoi tiét, thi sb
P(H) ban dau c6 thé thay doi. Khai niém xé4c suat c6 diéu kién gitap
ching ta giai quyét nhitng van dé nay.

1.2.1 Dinh nghia xic suit cé diéu kién va coéng
thttc nhan xac suit

Chiing ta bat dau giéi thiéu khai niém xac suat ¢ diéu kién béi mot
vi du. Trong y hoc, cay dia hoang (digitalis) dugc dung nhu mot loai
thudc dé chita bénh suy tim. Tuy nhién, khi stt dung phuong phép diéu
tri nay thi c6 nguy co nhiém doc khé cao va nghiém trong hon dé 14 rat
khé dé phat hién co thé bi nhiém doc. Pé phéat hién co thé bi nhiém
doc, ngusi ta do su tap trung clia chat dia hoang trong miu. Nam
1971, Beller va cac cong su thuc hién mot nghién cttu vé mdi quan hé
gitta do tap trung cla chat dia hoang trong mau va su nhiém doc dia
hoang trén 135 bénh nhan. Ta dung cac ky hiéu sau day.

T+ = do tap trung clia chat dia hoang trong mau cao (xét nghiém duong tinh),

T~ = do tap trung clia chat dia hoang trong mau thap (xét nghiém am tinh),
D% = bi nhiém doc (c6 bénh),

D~ = khéng bi nhiém doc (khong c6 bénh).

Két qua nghién citu cho béi bang sau day.

D+ D~ Téng
T+ 25 14 39
T- 18 78 06
Téng 43 092 135

Xét cac ti 16 ting kha ning trén tong sd 135 bénh nhan, ta cé bang
sau day.
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Dt D~ Tong
T+ 10.185 0.104 0.289
T- 10.133 0.578 0.711
Tong | 0.318 0.682 1.0

Tit bang trén, ta thay P(T") = 0.289 va P(D™) = 0.318. Bay gio,
ta gid st rang bac si biét mot xét nghiém 14 duong tinh, khi d6 xéc
suat bi nhiém doc sé 1a bao nhiéu? Lic nay chtng ta chi quan tAm dén
dong tht nhat. Ta thiy c6 39 bénh nhan c6 xét nghiém duong tinh
va ¢6 25 ngudi bi nhiém doéc. Ching ta ky hiéu x4c suat dé mot bénh
nhan bi nhiém doc véi diéu kién xét nghiém duong tinh 14 P(DT|TT),
va goi la xéc suat ctia DV véi dieu kién T,

2
P(DHT) = 3; — 0.64.

Hodc ching ta cé thé tinh

P(DYTT)  0.185
P(T*)  0.289

P(D|TH) = = 0.640.
Nhu viy, ta thiy xdc suat khong dieu kién P(D") = 0.318, trong khi dé
xdc suat c6 dieu kien P(DT|T) = 0.64. Do do6, biét dude xét nghiém
duong tinh, thi xdc sudt bi nhiém doc cao hon gip hai lan xac suat
bi nhiém doc khi chua c6 théng tin gi. Tuong tu, ta ciing ¢ thé tinh
P(D~) = 0.682, trong khi d6 P(D~|T~) = 0.848.

Trong trudng hop tong quét, ta c6 dinh nghia sau day.

Dinh nghia 1.2.1. Cho A va B la hai bién co vdi P(B) > 0. Khi
dé zdc sudat cé dieu kién cua bién c6 A cho bdi bién c6 B, ki hiéu la
P(A|B), duoc dinh nghia

P(A|B) =

N&i dung dang sau dinh nghia nay d6 1a néu ta gia sit bién ¢b B da
xdy ra thi khong gian mau 1a B, thay vi . Trong vi du vé nhiém doc
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digitalis & trén, dé tim P(D*|T%), chiing ta han ché khéng gian mau
ve 39 bénh nhéan c6 xét nghiém duong tinh, thay vi 135 bénh nhan ban
dau. Vi vay, xéac suat c6 dieu kién cé day du tinh chat ciia mot do do
xac suat, thé hién qua dinh Iy sau day. Sau nay néu khong cht ¥ gi
thém, khi viét P(A|B), ta ludn hiéu cé gid thiét P(B) > 0.

Pinh ly 1.2.2. Cdc phdt biéu sau ddy la ding.
e Vi moi bién co A, B, ta ¢6 P(A|B) =1 — P(A|B).
e Vdi moi bién co B, P(Q|B) = 0.
o Néu Ay C Ay, thi P(A1|B) < P(As|B).
e P(A|B) <1 vdi moi bién c6 A, B.
o Néu Ay C Ay, thi P(A\A1|B) = P(A|B) — P(A{|B).
o Vi Ay, As,..., A, B la cdc bién co bat ky, ta cé
P(A1U Ay B) = P(A1|B) + P(A2|B) — P(A1As| B).

Tong qudt,
P( U Aj|B) = 3 P(4;|B) = ¥ P(A;4)|B)
j=1 j=1 i<j

+ > P(AA;ALB) — -+ (=1)""'P(A1 Ay ... A,|B).

<j<k
Chiing minh. Viéc chitng minh céc tinh chdt nay hoan toan tuong tu
nhu chting minh céc tinh chat ctia d6 do x4c suat. ]

Trong mot s6 bai toan, P(A|B) va P(B) dudc tinh tuong dbi dé
dang. Va khi dé, ta c6 thé tinh dude P(AB). D6 1a ndi dung clia cong
thic nhan xac suat, dugdc trinh bay trong dinh 1j sau day.

Dinh 1y 1.2.3 (Cong thitc nhan x4c suat). Cho A vd B la hai bién
co, vdi P(B) > 0. Khi dd,

P(AB) = P(B)P(A|B).
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Vi vai tro cia A va B nhu nhau nén néu P(A) > 0, thi ta c6
P(AB) = P(A)P(BJ|A). binh 1y dugdc tong quat nhu sau.

Dinh ly 1.2.4 (Céng thiic nhan xé4c suat tong quat). Cho Ay, A, ..., A,
la cde bién co. Khi dé,

P(A1Ay ... Ay) = P(A)P(AsA)) ... P(Ay|A1As . .. Ay_y).

Vi du 1.2.5. Mot cai binh dung 3 qua cau do va 2 qua cau xanh. Lay
lan luot khong hoan lai 2 qué cau ra khéi binh. Tim xéc suat dé hai
qua déu mau do.

Ta thiy rang x4c suat bai todn yéu cau ta tim xac suit khong cé
diéu kién. Tuy nhién, xdc sudt dé qua cau lay lan tht hai ¢6 mau doé
phu thudc vao két qua ctia viec lay qud cau lan tht nhat. Goi ¥ nay
giip ta nghi dén x4c suat cé dieu kién. Loi gidi ducc trinh bay nhu
sal.

Ky hiéu A; 1a bién ¢6 qua cau lay ra lan th@ nhat c6 mau do, va
Ay 13 bién c6 qué cau lay ra lan thit hai c6 mau dé. Khi dé, theo cong
thttc nhan x4c suat, ta cé

P(A1Ay) = P(A1)P(As|Ay).

Ro rang ta thay P(A;) = 3/5. VA néu qua cau thit nhat 14y ra c6 mau
do, thi trong binh chi con 2 qud cau do va 2 qua cau xanh. Do dé,

P(A1Ay) =

1.2.2 Cobng thiic xic suat toan phan va coéng thiic
Bayes

Muc nay trinh bay hai cong thitc quan trong xuat phat tit xdc suat
c6 dieu kién, do6 1a cong thitc x4dc suat toan phan va cong thitc Bayes.
Trong viéc gidi quyét mot van dé nao dé, ¢ mot chién lugde 1a ta chia
van dé ra nhiéu phan nho va giai quyét trén ting phan nho nay. Chién
lude nay xuat hién trong cong thitc xadc sudt toan phan va cong thiic
Bayes, thong qua qua hé day du céc bién cb.
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Pinh nghia 1.2.6. Gid st Ay, As,..., A, ld cdc bién co théa man
AiAj =0 vdii # j va Uj_ 1 A; = Q. Khi d6 ta noi {Ay, Ag, ..., Ay} ld
mot hé day di cdc bién co, hodc la mot phan hoach cia Q.

Trong Vi du , xdc suat co dieu kien (P(A|A;)) duge sit dung
dé tinh xéc suat khong diéu kién (P(A;A,)). Cong thiic xc suit toan
phan (mot sb gido trinh con goi 14 cong thitc xac suat day du) ciing co
v nghia nhu vay.

Dinh 1y 1.2.7 (Cong thiic x4c suat toan phan). Gid st { Ay, As, ..., Ay}
la hé day di cdc bién co. Khi do, vdi moi bién c6 A ta co

P(4) = 3 P(A)P(AJ4)).

Chitng minh. Truéc hét, ching ta nhan xét rang

N

P( U A4;).
j=1
Vi céc bién cb AA;, 1 <j <n,larsi nhau nén

P(JQ(AAJ')) =2 P(A4))

i P(A
z P(A;)P(A|A;).

]

Vi du 1.2.8. Xét Vi du[1.2.5] tim xédc sudt dé qua cau thit hai 13 mau
d6. Vi du nay dude giai quyét bang cach ap dung coéng thiic x4c suit
toan phan nhu sau. Ky hiéu A; 13 bién c6 qué cau lay ra lan thit nhat
c6 mau do, va A, 1a bién c6 qua cau lay ra lan tht hai c6 mau do.



1.2. XAC SUAT CO PIEU KIEN 21

Truée hét, ta nhan xét rang {A4;, A;} 1a mot hé day di cac bién cb.
Do dé, theo cong thiic x4c suat toan phan, ta cé

P(43) = P(A)P(As]Ay) + P(A)P(Asf A7) = 5 x 2 4 2 x5 =2,
5 4 5 4 5
Cong thitc x4c suat toan phan cé rat nhieu tng dung quan trong.
Vi du sau day 13 mot bai todn rat noi tiéng trong 1y thuyét tro choi,
c6 tén la bai todn ngudi choi bi pha san.
Vi du 1.2.9. C6 hai ngudi tham gia mot tro choi. Ngudi thit nhat cé
xac sudt thang & mbi van 1a p va xdc sudt thua 6 mdi van 1a ¢ = 1 —p.
Néu ngudi nao thing sé nhan duge 1$; néu thua sé mat 1$. Gia st
ngudi tht nhat va ngudi thtt hai c6 vén xuat phat tuong tng 1a i$ va
4$. Tro choi chi ditng lai khi mot trong hai ngudi hét tien (bi phé san).
Ta hay tim x4c sudt dé ngudi choi thit nhat thing toan bo cudc choi.
Gi st tong sb tien ctia hai ngudi 1a N = (i + 5)$. Goi F} 1a bién
¢b ngudi tht nhat thang toan bé cudc choi khi ¢6 vén xuit phat 1a i$.
Khi d6, hién nhién 13 P(Fy) = 0 va P(Fy) = 1. Goi A 1a bién c6 ngusi
thit nhat thang trong van choi dau tién. Theo cong thiic xdc suit toan
phan, ta cé

P(F) = P(A)P(E|A) + P(A)P(EA)
Sau van choi dau tién, s6 tién ciia ngudi thu nhat 1a (i + 1)$ véi xéc
suat p (A xay ra) va la (i — 1)$ v6i xac suat g (A xdy ra). Do dé
P(Fi|A) = P(Fi.1) va P(F|A) = P(Fi).
bat p; = P(F;), ta ¢6 phuong trinh

Di = PPi+1 + qPi—1-

Giai phuong trinh sai phan nay (bang cich xét phuong trinh dic
trung pz? — x + ¢ = 0) ta dugc

L—(a/p) <
1—(q/p)N p7 e

Pi=9;

néu p = q.

1+
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Tit két qua nay ta thay néu tro choi la cong bang (p = ¢) thi xdc
sudt thang cang ting néu s6 von xudt phat cang nhiéu. Ta hay xét
truong hop tro choi khong cong bang véi ¢ = 0.493 va p = 0.507 (xéc
suat c6 it nhat hai ngusi ciing ngdy sinh véi s6 ngusi trong phong 1a
23), va gid sit s6 tién ban dau ciia hai ngudi choi bang nhau. Sau diy
13 mot s6 truong hop cu thé: véi i = j = 10$, xéc suat ngudi thit nhat
thing toan bo cudc chai 1a p; = 57%, véi i = j = 100$, p; = 95%, va
véi i = j = 3008, p; = 99.998%.

Két qua nay cho thay du xédc suit dé ngusi thit nhit thing ¢ mdi
van chi cao hon ctia ngudi thit hai chua t6i 1.5% thi néu sé vén 16n
(300%), gan nhu 1a ngudi thit hai s& bi pha sdn (v6i x4dc suat 99.998%).

Vi du 1.2.10. Gi4 st rang tinh co dong nghé nghiép dugc chia thanh
ba cap do 1 cao (U), trung binh (M) va thap (L). Ky hiéu U; 1a bién
c6 nguoi bo ¢6 nghé nghiép ¢ nhém cap do cao, Us 1a bién ¢b ngusi con
c6 ngheé nghiép & caAp do cao, M; 1a bién cb ngudi bo cé nghé nghiép
& nhém cap do trung binh, M, 13 bién c¢b ngudi con c¢6 nghé nghiép
& cap do trung binh, ... Nam 1954, Glass va Hall [5] thong ké tinh co
dong nghé nghiép 6 Anh va xtt Wales thé hién bdi bang sau:

Uy My Ly
Uq 0.45 0.48 0.07
M, 0.05 0.70 0.25
Ly 0.01 0.50 0.49

Bang nay ducc goi 1a ma tran xédc suit chuyén, va c6 nghia nhu
sau: Néu ngudi b6 c6 nghé nghiép ¢ nhém U, thi x4c suat dé con clia
anh ay c6 nghé nghiép ¢ nhém U 1a 0.45, 6 nhém M 14 0.48, va tuong
tu cho nhitng nhém khéc. Nghia 14, bang trén cung cap cho ching ta
x4c suat c6 dieu kién: P(Us|U;) = 0.45, P(Ms|Uy) = 0.48.,... Gid st
rang ¢ thé hé ngusi bd, c¢6 10% & nhém U, 40% & nhém M va 50%
& nhém L. Khi d6 x4c sudt dé mot ngudsi ¢ thé hé tiép theo c6 nghé
nghiép 6 nhém U 1a bao nhiéu? Day la mot vi du cho sy ap dung cong
thitc x4c suat toan phan. That vay, do {Uy, M1, L1} 1a hé day du cac
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bién ¢b nén

P(Us) = P(Uy)P(Us|Uy) + P(My)P(Us|My) + P(Ly) P(Us|Ly)
=0.10 x 0.45 +0.40 x 0.48 +-0.50 x 0.01 = 0.07.

P(M>) va P(Ls) cung dugc tinh tuong tu.
Bay gio ta dat cAu hdi ngudc lai. Néu mot ngudi con cé nghé nghiép

& nhém U, hoi xéc suat dé ngudi bo c6 nghée nghiép ¢ nhém U 1a bao
nhiéu? Ching ta dugc cho phan “két qua” va duge héi xéc suat cia
phan “ nguyén nhan”. Trong nhitng bai todn ndy, cong thitc Bayes ma
sap t6i ching ta sé trinh bay rat c6 hiéu qua. Bay gio, ching ta sé trd
lai cAu hoi. RO rang, ta can tim P(U;|Us). Theo dinh nghia x4c suat
c6 dieu kién,

P(ULUs)

P(Ul‘U2) P(UQ)
_ P(Us|Uy) P(Uh)
P(Uy)P(Us|Ur) + P(My) P(Uz|My) + P(L1) P(Usz|L1)
(4p dung cong thttc nhan xéc suit déi véi ti s6

va cong thitc xdc suat toan phan déi véi mau so)
~ 0.10x0.45

= 0.64.
0.07

N6i cach khac, néu ngudi con c6 nghé nghiép 6 nhém cao, thi 64% kha
nang 1a bd anh ay c6 nghé nghiép ¢ nhém cao.

Bay gio chung ta sé trinh bay cong thiic Bayes.

Dinh 1y 1.2.11 (Cong thiic Bayes). Gid st { A1, Aa, ..., A} la hé day
di cdc bién co. Khi do, vdi moi bién c6 A va véi moi 1 < k <n, ta cé

P(Ay)P(A|A)
" P(Aj)P(A]A;)

J=1

P(AR]A) =

Chaing minh. Céng thttc Bayes ducc chting minh giéng nhu phan da

trinh bay & cudi Vi du(1.2.10l []
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Sau diy ta trinh bay mot bai todn rat ndi tiéng, cé tén 1 bai todn
ba nguoi tu. Pay la mot phién ban cia bai toan Monty Hall trong 1y
thuyét tro choi. Vé bai toan Monty Hall, ddc gid quan tdm cé thé xem
tai http://en.wikipedia.org/wiki/Monty Hall problem.

Vi du 1.2.12 (Bai toan ba ngudi tu). C6 3 ngusi tu la A, B va C bi
x1 tOi chét va bi nhdt trong ba phong giam riéng biét. Cé thong tin
13 théng d6c bang sé chon ngau nhién mdt trong ba ngusi dé an xA.
Ngudi cai nguc biét 16 ngusi dude an x4 1a ai nhung khéng dudc phép
noéi ra. Nguoi tit A lién héi cai nguc tén mot trong hai ngudi tu sé bi
x1t chét: “Néu B dudc an x4, hay néi cho t6i ngudsi bi t@ hinh 1a C,
néu C duge an x4, hay ndéi cho t6i ngudi bi tit hinh 1a B, con néu toi
dude an x4, hay tung mot dong xu roi néi cho tdi biét 1a B hoac C”.

Ngudi cai nguc néi véi A rang B sé bi xtt chét. A rat hai long vi
nghi rang xac suat sdng sét ctia anh ay da tang tit 1/3 1én 1/2. Sau dé,
A bi mat néi cho C biét tin titc nay. Sau khi nghe tin tit A, C' ciing da
rat hai long vi anh ay 1y ludn rang A van chi c6 1/3 x4c suat duge an
x4, nhung co hoi cho anh iy da 1én 2/3. Lap luan cla ai 13 ding?

Dap s6 1a cdch 1ap ludn ctia C. RAt nhicéu ngudi, trong dé cé nha
toan hoc va ciing 1a nha xéc sudt noi tiéng Paul Erdos (1913-1996),
déu khéng nghi rang 161 gidi trén 1 chinh xdc. Tinh khé thuyét phuc
clia 101 gidi doi véi rat nhiéu ngudi 1d mot trong nhitng 1y do lam cho
bai todn trd nén noi tiéng.

Bay gid ta trinh bay 13i gidi. Goi L, Ly, L. 1an lugt 1a cdc bién cb
A, B, (' sé ducc an xa. Ta cé

1
P(L,) = P(L)) = P(L) = 5

Goi D 1a bién ¢d ngudi cai nguc n6i B s@ bi tit hinh. Ta sé tim P(L,|D).
Theo cong thitc Bayes, ta co

P(Lq)P(D|Lq)
P(Lq)P(D|Lqa) + P(Ly) P(D|Ly) + P(Lc) P(D|Le)
B 1/3 % 1/2 1
T 1/3x1/2+41/3x0+1/3x1 3

P(La‘D) -
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Nhu vay, sau khi c6 thém thong tin, xdc suat dudc an x4 clia A van
gitt nguyén 1/3.

Cong thitc Bayes la mot thanh phan todn hoc co ban ctia Iy thuyét
nhan thittc chit quan. Nhin nhén trén dic diém nay, nhin dinh hay
niém tin ctia mot cd nhan nao dé vé thé gisi cé thé dude ma hoéa bang
xac suat. Vi du, su tin tuéng ciia mét ngusi nao dé ve viéc ngay mai
sé c6 mua da c6 thé biéu dién bang xac sudt P(H). Xac suat nay sé
duge diéu chinh khi ching ta c6 thém thong tin. Chang han, sau khi ¢6
thong tin £ (xem ban tin du bdo thdi tiét), xdc suat dé sé trd thanh
P(H|E). Thong thuong, P(F|H) dé tinh toin hon P(H|E). Trong
truong hop nay, ap dung cong thitc Bayes, ta co

P(H)P(E|H)
P(H)P(E|H) + P(H)P(E[H)’

P(H|E) =

1.2.3 Tinh ddc lap cta cic bién cb
Trong muc nay, ching ta sé trinh bay khai niém doc 1ap ciia céc bién
c6, mot trong nhitng khai niém quan trong nhat ctia 1y thuyét x4c suat.
Mot cach truc gidc, ta cé thé hieu rang hai bién ¢ A va B dude goi 1a
doc lap néu su xay ra clia bién ¢ A khong cho ching ta théng tin gi
ve viéc bién c6 B c6 xay ra hay khong, nghia 1a

P(A|B) = P(A) va P(B|A) = P(A).
Ta viét lai dieu nay duéi dang

P(AB) = P(A)P(B).

T do, ta dua ra dinh nghia sau day.

Dinh nghia 1.2.13. Hai bién c6 A va B duoc goi la doc lap néu

P(AB) = P(A)P(B).
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Vi du 1.2.14. Tung hai con xtc xic can d6i. Goi A 1a bién ¢b con thit
nhat xuadt hién mat sdu cham va B 1a bién ¢ con tht hai xuat hién
mat sau cham. Khi do6

1 1

. 1
G P(B) =- va P(AB) = 36" P(A)P(B).

P(A) = -

Nhu viy, A va B 1a hai bién c6 doc lap.

Vi du 1.2.15. Rut ngau nhién mot con bai tit mot bo bai Tay 52 con.
Goi A 1a bién cb riat dude con At va B 1a bién ¢6 rut dudge con Ro. Khi
do

4 13 1
=—, P(B)=—va P(AB)= — = P(A)P(B).

Nhu viy, A va B 1a hai bién cb doc 1ap.

Vi du 1.2.16. Mot hé théng dude thiét ké sao cho né bi hong khi va
chi khi b6 phan chinh va bé phan du phong ctia né cung bi hong. Gia
stt hai bd phan nay doc lap véi nhau va xéc suat héng ctia mdi bo phan
14 p. Khi dé, x4c suat hong ciia ca hé thong 1a p?. Vi du, véi p = 10%
thi x4c suat hong ciia cd hé théng chi 1a 1%. Tinh chat nay dugc tng
dung trong Iy thuyét do tin cdy dé ddm béo cho mot hé théng khong
bi truc trac.

Dinh 1y sau day néu lén mot dac trung cua tinh doc lap cua hai
bién cob.

Pinh 1y 1.2.17. Cho A, B la cdc bién c6. Khi dé, cic khang dinh sau
la tuong duong.

i. A doc lap voi B;
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Chiing minh. Phép chttng minh dudc suy tu dinh nghia tinh doc lap
clia hai bién c6 va tinh chat P(A) =1 — P(A). ]

Bay gid ta quan tdm dén trudng hop cé nhicéu hon hai bién co.
Chang han ta xét su ddc lap ctia ba bién c¢6 A, B, C. Ngoai su doc lap
clia ting cap bién c¢b v6i nhau, titc 1a ngoai ba dang thic

P(AB) = P(A)P(B), P(BC)= P(B)P(C), P(AC) = P(A)P(C),
ta con can thém dang thic
P(ABC) = P(A)P(B)P(C)

dé dam bao cho tinh chat su xay ra ctia hai bién ¢d khéng anh hudéng
dén kha nang x4y ra clia bién ¢b con lai, chang han, P(A|BC) = P(A).

Téng quat, ta c6 dinh nghia sau day.

Dinh nghia 1.2.18. Cdc bién c6 {Ay, Aa, ... A} dugc goi la doc ldp
néu vdi moi ho con {A;,, Ai,, ..., A} clia ho {A1, Ag, ... An}, ta c6

P(AjAi, .. Ay) = P(Ai)P(A) ... P(Ay).

g
Cdc bién c6 {Ay, As, ... Ay} dudc goi la ddc 1ap d6i mot néu
P(AiAj) = P(A;)P(A;) vdimoil <i,j <n,i#j.

Nhu vay, néu mot ho cac bién c6 doc 1ap thi sé doc 1ap doi mot. Vi
du sau day chi ra su ton tai ctia ho cac bién c6 doc lap doi mot nhung
khong doc 1ap.

Vi du 1.2.19. Tung hai dong xu can déi. Goi Goi A 1a bién c6 dong
xu tht nhat xudt hién mit ngta, B 1a bién c¢d dong xu tht hai xut
hién mat ngita va C 14 bién ¢b chi c6 ding mdt dong xu xuat hién mat
ngta. Khi do ro rang A va B la doc lap, va
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Mat khéc, ta ciing c6 P(C|A) = P(B) = 0.5 = P(C) va P(C|B) =

P(A) = 0.5 = P(C). Nhu viy, A doc lap véi C' va B doc lap véi C.

Tuy nhién,
L = PP(B)P(C) # P(ABC) =0,

Nhu v4y, ba bién c6 {A, B, C} khong doc 1ap.

Vi du 1.2.20 (Nghich 1y ngay sinh). Trong mdt phong c6 n ngudgi.
Gia st ngay sinh ctia nhiing ngudi trong nhém la doc lap, mot nam
gdm 365 ngay (khong tinh ngay 29 — 2) va 365 ngay nay binh dang
nhau (nghia 1 ta gid sit ngdy sinh c6 phan phdi déu du cho trén thuec
té, khodng thoi gian 9 thang sau mua nghi, s6 tré em sinh ra nhiéu
hon). Hay tim n nhé nhat dé x4c suat c6 it nhat hai ngudi trung sinh
nhat vuot qua 50%.

Mét nam c6 365 ngay nén cé thé lan dau tién giap cau hoi nay, truc
gidc ctia ching ta cé thé sé mach bao rang n = 150 hodc n = 180 hay
tham chi n 16n hon thé nita. Nhung cau tra 1di ding 14 chi can n = 23,
xac sudt dé c6 it nhat hai ngudi tring ngay sinh sé 16n hon 50%: con
néu n = 57, thi xac suat dé 1én t6i 99%! Két qua nay lam cho hau hét
moi ngudi rat ngac nhién trong lan dau biét dén. Trong ly thuyét xac
suat, bai todn nay goi 1a bai toan ngdy sinh (birthday problem) hay
con goi la nghich ly ngay sinh.

Ta xét bai toan tim xdc sudt dé trong mot nhém n ngudi, c6 it nhat
c6 hai ngudi c¢6 cung ngay sinh.

Theo nguyén ly chudng bo cau, néu n > 365 thi x4dc sudt can tim
bang 1. Nhu vy, van dé con lai 1a xét bai toan khi n < 365.

Goi A 1a bién c6 c6 it nhat hai ngudi trung sinh nhat. Khi d6 xac
suat can tim 1

P(n) = P(A) =1— P(A),
v6i A 1a bién ¢b khéng c¢é cidp nao trung ngay sinh. Gia st ta c6 365
6. S6 cach dé "gieo" n ngudi vao 365 6 nay 1a 365", sé cach dé "gieo"
n ngudi vao cac 6 riéng biét la 365 x 364 x - -+ x (365 —n + 1). Theo
dinh nghia xéc suat, ta thay

365 %364 x -+ x (365 —n+1)
PA) = 365" ‘
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Do do

1 > n—1
PA) =1 —1x(1——)x(1——)x(1-
(4) (1= g65) L= 565) ¥ (1= 565

).

Céc thira s6 1 — k/365 rat gan 1 (v6i k bé), nhung tich clia chiing gidm
rat nhanh theo téc do mi. Ta liét ké mot sé két qua tuong tng véi
nhiing gid tri cu thé ctia n nhu sau:
n =10, P(A) ~ 11.694%;
n =23, P(A) ~ 50.729%;
n=>50, P(A) ~ 97%;
n=>57, P(A) ~ 99%;
n =100, P(A) ~ 99.99997%.
Cong thttc tinh chinh xdc P(A) & trén tuong doi cong kenh. Do dé,
trong tinh todn, ta ¢ thé dung xap xi
14 2~ e” v6i x dua gan 0.

Khi do
P(n) = P(A) = 1—exp{—(142+---+(n—1))/365} = 1—exp{—n(n—1)/730}.
Tit d6, ta ¢6, ching han

P(23) ~ 1—exp{—253/365} ~ 0.5; P(57) ~ 1—exp{—1596/365} ~ 0.99.

1.3 Bién ngau nhién

1.3.1 Gié6i thiéu vé bién ngau nhién

Khi mdt phép thit ngau nhién duge thuc hién, néi chung ta thuong
quan tdm dén mot ham sé nao dé cia két qua xay ra. Vi du, khi ta
tung hai con xtc xac, ta c¢6 thé chi quan tdm dén téng s6 cham trén
hai mit ctia con xtc xac. Néu bién cb (3,2) hodc (2,3) x4y ra, déu cho
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ta két qua tong hai chdm 1a 5, néu bién c6 (5,6) hoidc (5,6) xay ra,
déu cho ta két qua tong hai cham 1a 11. Nhitng ham cho tuong tng
mot két qua ctia phép thit ngau nhién véi mot s6 thuc goi 1a bién ngau
nhién.
Dinh nghia 1.3.1. Bién ngau nhién X la mét ham sé zdc dinh trén
khong gian mau  va nhdn gid tri trong R:

X:Q— R,

Déi véi vi du tung hai con xtc xic & trén, goi X 1a tong s6 chAm
xuat hién. Khi d6 X((1,1)) =2, X((3,2)) =5, X((5,6)) =11,...

Vi gi4 tri ctia bién ngau nhién hoan toan phu thudc vao két qua
clia phép thit ngau nhién nén ta thuong quan tam dén cac xac suét

P(X =2) = P{w e Q: X(w) = 2}),

hoac
| Pla<X <b):=P{weQ:a<X(w)<bl),

trong do6 x,a, b 1a cac s6 thuc.

Vi du 1.3.2. Tung mot dong xu can doi ba lan. Goi X 1a s6 mat ngita
xuat hién. Khi d6 khong gian mau cé 8 phan ti.

Q = {(sss), (ssn), (sns), (nss), (snn), (nsn), (nns), (nnn)}.

Ta c6
, \ 1
P(X = 0) = P(mit ngita xudt hién 0 lan) = P((sss)) = <
Tuong tu
3 3 1
PX=1)=> P(X=2)=5, P(X=3)=-.

Khéi niém déc lap ciing dude phét biéu dbi véi ho céc bién ngau
nhién. Mot cach truc gidc, ta hiéu hai bién ngdu nhién X va Y duoc
goi 1a doc 1ap khi moi bién ¢b lién quan dén bién ngau nhién X doc
lap v6i moi bién c6 lién quan dén bién ngau nhién Y. Mot cach chinh
xac, ta c6 dinh nghia sau day.
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Dinh nghia 1.3.3. Gid st I la mét tap chi so6 nao dé. Cdc bién
ngau nhién {X;,i € I} dugc goi la ddc 1ap néu vdi moi ho con
{ Xk, Xbys - Xi, } C{X;,i € I} deu théa man

P(Xy, <x1,..., Xk, <z,) = P(Xy, <21)... P(Xy, <), 03 moixy,... x,€R

Cdc bién ngdu nhién {X;,i € I} duge goi la ddc 1ap ddi mot néu vdi
moi i # 7, {Xi, X;} ld hai bién ngau nhién déc lap.

1.3.2 Ham phan phdi

Khai niém ham phan phdi dugc trinh bay sau day sé gitp ta xac dinh
cac xac suat dang P(X = z) hodc P(a < X < b). Tong quat hon, mot
bién ngau nhién hoan toan dude x4c dinh néu ta biét duge ham phéan
phdi ciia nob.

Pinh nghia 1.3.4. Ham phdan phoi cia bién ngdu nhién X, ky hiéu
la Fx, la ham s6 zdc dinh bdi R, cho bdi

Fx(z)=P(X <z)=P{weQ: X(w)<z}), xR,

Sau nay, néu khong s¢ nham 1an, ta ky hiéu F' thay cho Fx. Trong
mot s6 bai toan thuc té, khi X 1a bién ngau nhién chi thdi gian séng
clia mot thiét bi hay ctia mot hé théng ndo dé, thi xdc sudt P(X >
r) =1— P(X < z) la xé4c suit dé thoi gian sdng clia hé théng 16n hon
x.

Dinh nghia 1.3.5. Cho X la bién ngdu nhién. Him so F(x) = P(X >
x) dude goi la ham song sét (survival function) ciia X.

Chi y 1.3.6. Trong mdt s6 cudn sadch, Ham phan phdi duge dinh
nghia la Fx(z) = P(X < z). Cach dinh nghia dua ra 6 trén day dugc
diing trong rat nhiéu cudn dugc xuat ban gan day nhu [3], 6] [7, ], @].

Vi du 1.3.7. Gid st F'1a ham phan phdi ctia bién ngau nhién X trong
Vidull.3.2, ta c6 cac truong hgp sau day.
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e Néu z < 0, thi

e Néu 0 <z <1, th

e Néul<uz<2 thi
Flz)=P(X=0)+P(X=1)=1/2.
o Néu 2 < z < 3, thi
Flx)=P(X=0+P(X=1)+P(X =2)="17/8.
e Néu z > 3, thi
Flz)=P(X=0+PX=1)+P(X=2)+P(X=3)=1.
Nhu vay,
0 néu r < 0;
1/8 néu0<uz<l,;
F(z)=1¢1/2 néul<z<?2

7/8 néu2<ax<3;
1 néu x > 3.

Dinh 1y sau day trinh bay mdt sb tinh chat ctia ham phan phdi.
Trong pham vi cubén sich nay, ta bé qua phép chitng minh. Ban doc
quan tAm c6 thé xem chtimg minh chi tiét tai [6, tr. 30].

Dinh 1y 1.3.8. Gid st F la ham phdn phoi cia bién ngau nhién X .
Khi do

e F' la ham khong giam, lién tuc phai va cé gidi han trdi;
o lim, , . F(z)=0, lim, , F(x) =1;

o Tip cic diém gidn doan cia F ld hitu han hodc vé han dém dudc.
F gidn doan tai diém a khi va chi khi P(X = a) > 0.
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1.3.3 Bién ngau nhién rdéi rac va bang phan phoi
xac suat

Pinh nghia 1.3.9. Néu tdp ¢id tri cia bién ngdu nhién X la mot tap
hitu han hodc vé han dém dudgc {x1, T2, ..., 2y, ...} thi ta goi X la bién
ngau nhién o1 rac.

Gid stt bién ngau nhién rdi rac X nhén cac gid tri x1, 29, ..., Ty, . . ..
Khi d6, ham P(X = z1) = p1, P(X = 29) = po,..., P(X = z,) =
Pn, - .. dude goi 1a ham khdi lugng xéc suat (probability mass function)
cua X. Rorang p1+---+p,+--- = 1. Bay cling la dac trung ciia ham
khéi lwong xac suat. Néi cach khéc, cac s6 duong pi,ps, ..., Pn, ... 1&
ham khéi lugng ctia bién ngdu nhién nao d6 khi va chi khi téng ctia
chting bang 1.

Bién ngau nhién roi rac X duce md ta bang bang sau dy duce goi
14 bang phan phdi.

X ‘xl T Ty
P \p1 P2 Pn

1.3.4 Bién ngau nhién lién tuc va ham mat d6 xac
suat

Trong thuc té, ngoai bién ngau nhién roi rac, ta con giap nhitng bién
ngau nhién cé tap gid tri 1d mot tdp phu kin mot khoang trén truc sb
(goi 1a tAp hop c6 s6 luong phan ti continuum). Chang han, xét X 13
tuoi tho ctia mot thiét bi dién ti. Khi dé, tap gid tri ctia X 14 [0, +00).
Dé&i v6i nhitng bién ngAu nhién dang nay, cdc bién c6 (X = a) luon cd
xac suat bang 0 véi a 1a mot diem cu thé nao d6 trén truc s6. Thay vao
d6, ching ta quan tAm dén nhitng bién c6 dang (a < X < b). Chéng
han, ta tinh xdc sudt dé cho mot loai mdy tinh c¢6 tudi tho tit 5 nim
dén 6 nam, x4c suat dé mot ngudi ¢ mot ving nao dé cb chiéu cao ti
1,5m dén 1,6m,... Ham s6 dic trung cho nhitng xéc suat nhu vay goi
1a ham méat do va bién ngau nhién c6 ham mat do goi 1a bién ngau
nhién lién tuc.
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Dinh nghia 1.3.10. Bién ngau nhién X duoc goi la lién tuc tuyét doi
(sau ddy ta sé goi la lién tuc) néu ton tai mot ham khong am p(x), khd
tich trén R, va thoa man

b
P(aﬁXﬁb):/p(x)dx vdi moi — oo < a < b < +oc.

a
Ham p(x) nhu vdy goi la ham mat do cia bién ngau nhién X.

Nhu vay, néu bién ngau nhién lién tuc X c6 ham mat do la p va

ham phan phéi 1a F, thi
Fz)=P(X <x)= /x p(u)du.
- —00

Do d6, ham F 1a ham lién tuc tuyét doi trén R. Dicu nay giai thich
tén goi bién ngau nhién lién tuc tuyét déi. Vi F lién tuc tuyét doi trén
R nén né c¢6 dao ham hau hét tai moi diém tén R, trit ra nhiéu nhat
13 dém duoce diém. Dang thitc trén ciing kéo theo

p(x) = F'(x) néu ham F kha vi tai diém x.
Cht ¥ rang
/+oop(x)d:c = P(—00 < X < +00) = 1.

Tuong tu ham khdi luong xac suat, day ciing chinh 1a dic trung cia
ham mat d6, thé hién qua dinh 1y sau day.

Dinh 1y 1.3.11. Gid si p(x) la mét ham s6 khong dm, khd tich trén
R. Khi dé p(z) la ham mat do cia bién ngau nhién ndo dé khi va chi
khi

+00
/ p(z)dx = 1.

—00

Chiing minh. Néu p(z) 14 hAm mat do clia bién ngau nhién X ta da
chi ra dang thiic
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dugc thoa man. Bay gio ta sé chiing minh diéu nguge lai. Xét khong
gian mau 1a Q = R. Bo qua tinh chat ché cia Iy thuyét do do, ta cb
b
P((a,b)) = P([a,b]) = / p(z)dr vé6i moi —oo <a <b< o0
1a mot do do x4c suat trén céc tdp con ctia khong gian mau €. Khi
d6 ham dong nhat tit R 1én R chinh 13 bién ngau nhién nhan p(z) lam
ham mat do. 0

Ngoai ra, néu bién ngau nhién lién tuc X c¢6 ham mat do 1a p(z),
thi v6i moi s6 thuc a ta cé

Do d6, v6i moi diém a < b,
Pla< X <b)=Pla< X <b)=F(@b)— Fl(a).

Ta chd ¥ rang diéu nay khong ding ddi véi bién ngdu nhién roi rac.
Neéu ham méat do p lién tuc tai z thi doi v6i 6 > 0 rat nho, ta co

P(x—gSXSx—I—é):/Hd/Q

5 o 5/2 p(u)du =~ dp(x).

Dinh nghia 1.3.12. V§i 0 < p < 1, phdn vi cap p ctia mot bién ngdau
nhién X ld o x, théa man P(X < x,) < p va P(X < x,) > p. Phdn
vi cap 1/2 dudc goi la median hay trung vi, phan vi cip 1/4 va 3/4
duodc goi tuong ung la t@ phan vi dudi va td phan vi trén ciua X .

Gid stt F' 1a ham phan phdi ctia bién ngau nhién lién tuc X, F tang
ngat trén mot khoang I (1 ¢ thé 1a khoang vo han), F bang 0 bén trai
I va bang 1 bén phai I. Khi d6 ham ngude F~! hoan toan ducc xac
dinh. Mat khéc, theo dinh nghia phan vi cap p, trong trudng hop nay
ta suy ra z, la gid tri duy nhat thoéa man F(z,) = P(X < z,) = p. Do
do, z, = F~1(p). Sau day, ta sé xét mot vi du vé gid tri rii ro trong
tai chinh.
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Vi du 1.3.13. Tit ca cac cong ti tai chinh déu can phai xéc dinh va
gidm sat cic nguy co trong dau tu ctia ho. Gia tri rai ro, ky hiéu la
VaR (Value at Risk), dudgc dung dé do céc rii ro tiém tang. VaR lién
quan dén hai tham s6 14 do tin cdy va viing thdi gian (time horizon).
Vi du, néu VaR clia mot danh muc dau tu co phiéu 1a 1 triéu USD
v6i d6 tin cdy 95% va vung thaoi gian 1 ngay, thi ¢ nghia la v6i xéc
suat 5%, danh muc dau tu dé sé gidm gid hon 1 trieu USD trong
mdt ngay néu khong cé su giao dich. N6i mdt cdch khong chinh thic,
trong mot giai doan la 20 ngay, s€ c¢c6 mot ngay ma nguy cd giam
1 trieu USD ctia hang muc dau tu ndy duge du bdo xdy ra (do xéc
suat 1a 5%). Ban doc quan tdm cé thé tim hiéu thém vé VaR tai
http://en.wikipedia.org/wiki/Value at risk.

Gia st gia tri hién tai ctia danh muc dau tu 1a V) va gié tri trong
tuong lai 1a V1. S6 R = (V1 — V) /V; duge xem 1a mot bién ngau nhién
lién tuc v6i ham phan phdi Fr. Gid st do tin cdy 1a 1 — o va v* 1a gid
tri rui ro VaR. Khi dé

a=PVy—Vi =)

Vi-Vy o
=P =)

*

(-3

Theo nhan xét & trén, ta c6 —v*/V; 1a phan vi cip a. Do d6, néu ky
hiéu r, la phan vi cap a ctia bién ngau nhién R, thi gia tri rai ro VaR
sé la

vt = V..

1.4 Mot s6 phan phdi xac suat quan trong

Nhu da trinh bay ¢ Muc , mot bién ngau nhién hoan toan dudc
xac dinh néu ta biét duge ham phan phdi ctia né. Do dé, nhiéu khi
thay vi n6i bién ngau nhién, ta chi néi phan phéi xéc sudt (ham phan
phoi) clia bién ngau nhién doé.


http://en.wikipedia.org/wiki/Value_at_risk
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1.4.1 Phéan phdi Bernoulli vA phan phdi nhi thic

Gia sit ta dang quan tdm dén mot bién ¢ A c6 P(A) = p. Ham chi
tiéu ctia A, ky hiéu 1a I, hodc I(A), 1a ham s6 x4c dinh bdi

1 néuwé€ A,
[a(w) = { )

0 neuw ¢ A.
Ham chi tiéu I4 dudc goi 1a ¢6 phan phoi Bernoulli véi tham s6 p, ky
hiéu 1a Bern(p). Nhu vy, phan phdi Bernoulli 1a bién ngdu nhién nhan
hai gia tri 1a 0 (khi A khong xay ra) va 1 (khi A x4y ra) véi xdc suat
tuong tmg la 1 — p va p. Khi A xay ra ta néi phép thit thanh cong, khi
A khéng x4y ra ta néi phép thit that bai.

Bién ngau nhién X c6 phan phdi Bern(p) thitc c6 bang phan phdi

sau day.

X0 1
Pll-p p

Ham phan phdi clia bién ngau nhién Bern(p) 1a

néu r < 0;
Flx)={1—-p néul0<z<l,;
0 néu z > 1.

Gia st ¢c6 n phép thit doc 1ap, v6i n 1a mot s6 nguyén duong cho
trude. Moi phép thit déu thanh cong véi xac suat p va that bai véi
xac suat 13 1 — p. Ky hiéu X 1a tong s6 lan thanh cong. Khi dé, X
dudc goi 14 c¢6 phan phdi nhi thitc véi cdc tham sé n va p, ky hiéu 1a
X ~ Bin(n,p). Néu ky hiéu {X1, X5, ..., X,,} 14 cdc bién ngdu nhién
doc 1ap, cuing phan phdi Bern(p), thi phan phdi nhi thtc Bin(n,p)
chinh 14 téng clia céc bién ngau nhién X;:

X =Y X.
1=1
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Bién ngau nhién ¢6 phan phéi B(n, p) c¢6 tap gid trila {0,1,2,...,n}.
Ta thuong ky hiéu p(k) = P(X = k) v6i 0 < k < n. Dinh Iy sau day
cho ta biét ham khoi luong xéc suat ctia phan phéi nhi thiec.

Pinh 1y 1.4.1. Gid st X la bién ngau nhién cé phdn phoi nhi thic
vdi cdc tham sé m va p. Ky hicup(k) = P(X =k),0<k <n. Khi dé

p(k) = Cop*(1 —p)"™".

Ching minh. Mot day cu thé nao d6 véi k lan thanh cong xay ra véi
x4c sudt p¥(1 — p)"*. S6 cdc day nhu thé 1a CF vi c6 C* cach dé c6 k
lan thanh cong trong n lan phép thit. Do dé

P(X = k)= Cpp"(1 = p)" ™",
0

Vi du 1.4.2. Bénh Tay-Sachs 1& mot loai bénh di truyén hiém gap
nhung nén y hoc hién dai van chua tim dudc cach chita tri. Day 1a mot
loai bénh do c6 dong hop tit HEXA lin (rr) & cap nhiém sac thé s6 15.
Gi4 st ngudi b va ngudi me cling mang di hop ti Rr § cip nhiém sic
thé nay, thi xdc suat dé ngudi con mac bénh Tay-Sachs 1a 25% (mang
gen lan r7).

Gid st c6 mot cap vo chong nhu vay va ho c6 bén dita con, cic
dita con dudc sinh ra doc lap véi nhau. Goi X 1a bién ngau nhién
chi s6 dita con mac bénh Tay-Sachs. Khi dé X ¢6 phan phdi xac suat
Bin(4,0.25):

p(k) = P(X = k) = C¥(0.25)F(0.75)* % 0 < k < 4.
Béng phan phdi xc suat ctia X nhu sau:

X0 1 2 3 4
P 0316 0422 0211 0.047 0.004

Trong vi du trén, so con mac bénh la 1 xay ra v6i xac suat cao
nhat. Tong quat, so 0 < ky < n thoa man

p(ko) = max p(k)

0<k<n
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dudc goi 1a s6 ¢6 kha ning nhat. Cach tim s6 cé kha nang nhat hoan
toan so cap, dudc trinh bay trong dinh 1y sau day.

Pinh 1y 1.4.3. Gid st X la bién ngau nhién cé phdn phoi nhi thic
vdi cdc tham sé n va p. Khi dé

o Néunp+p € 7Z, thi p(k) dat cuc dai tai k =np+p va np+p— 1.
o Neunp+p ¢ 7Z, thi p(k) dat cuc dai tai k = [np + pl.

Chaing minh. Két luan ctia dinh 1y dugc suy tit viéc gidi cdc bat phuong
trinh an k:

p(k) = p(k+ 1) va p(k) > p(k —1).
0

Dinh 1y sau diy trinh bay vé tong clia hai bién ngau nhién c¢6 cling
phan phdi nhi thitc.

Dinh 1y 1.4.4. Gid st X va Y la hai bién ngau nhién déc lap. Néu X
cé phan phoi Bin(m,p), Y ¢6 phan phéi Bin(n,p), thi X +Y ¢é phan
phoi Bin(m + n,p).

Chitng minh. Két ludn ctia dinh 1y dudc suy ra tit dinh nghia phan
phéi nhi thitc. That vy, truée hét ta nhan xét rang X 14 s6 lan thanh
cong trong m phép thit doc 1ap véi xéc suat thanh cong 1a p, Y 14 s6
lan thanh cong trong n phép thit doc 1ap véi xac suat thanh cong 1a p.
Ngoai ra, do X doc lap v6i Y nén m+n phép thit & trén la doc lap. Tu
d6, X +Y chinh 1a s6 lan thanh cong trong m +n phép thit doc 1ap véi
x4c suat thanh cong 1a p. Do d6, X + Y c6 phan phdi Bin(m + n, p).
Ching ta c6 thé dua ra cach chting minh khéc, bang cadch nhan xét
rang
m n
X = Z Xi? Y = Z }/ja
i=1 j=1
trong d6 {X1,..., X, Y1,..., Y, } 1A m+n bién ngdu nhién doc lap, c6
phan phdi Bernoulli Bern(p). Do d6, X + Y chinh 1a tong ctia m + n
bién ngau nhién doc 1ap, c6 cting phan phdi Bern(p). Néi cach khéc,
X +Y c6 phan phdi Bin(m + n,p). O
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1.4.2 Phéan phdi Poisson

Trong muc nhoé nay ching ta sé trinh bay mot loai phan phéi rdi rac
quan trong cta ly thuyét xdc suat, d6 1a phan phdi Poisson. Phan
phdi Poisson dudc gidi thiéu lan dau tién bdi Siméon Denis Pois-
son (1781-1840) ndm 1837 trong cudén “Research on the Probability
of Judgments in Criminal and Civil Matters”. Nam 1898, Ladislaus
Bortkiewicz (1868-1931) da tim ra mot 4p dung ctia phan phdi nay khi
ong ay duge giao mot nhiém vu diéu tra s6 ky binh trong quan doi
Pho bi chét vi ngua d4 hang niam. Vi du nay duoc Bortkiewicz cong bd
trong cuén “Law of small numbers” va da lam cho phan phdi Poisson
dugc biét dén rong rai. Do d6, da c6 nhiéu ¥ kién cho rang nén dit tén
cho loai phan phéi nay la phan phéi Poisson-Bort kiewicz.

Gi4 st rang ching ta c¢6 n phép thit doc lap véi n rat 16n va xéc
suat thanh cong ctia méi phép thit 1a p rat bé sao cho np = \ 1a mot
so ¢b dinh. Goi X 1a s6 phép thit thanh cong. Khi dé, theo quy luat
phan phéi nhi thic, ta c6

p(k)=P(X =k)=CMpF1—p)"* 0<k <n.

Vi np = A nén biéu thtc nay tré thanh

nl Ak Ak
P = () (1=3)

AF ! A\ 7 A —k
= o2 (=3

e AN
k!
Nhu véy, thay vi tinh biéu thittc cong kénh ctia p(k) trong phan phdi
nhi thttc khi n 16n, ta c6 thé xap xi né bang e *\*/k!. Ta con nhan
xét rang

—

io:e_w; S
izo K im0 K

Pinh nghia 1.4.5. Bién ngdu nhién X nhan cdc gid tri

{0,1,2,...,n,...}
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vdi ham khoi luong xdc sudt

—)\)\k
P(X:k):ek' k>0
duoc goi la cé phan phoi Poisson vdi tham so N\, ky hiéu la X ~
Pois(\).

Vi du sau day cho ta thay phan phoi Poisson xap xi rat tét phan
phéi nhi thttc khi s6 lugng phép thit 16n va xac suat thanh cong nho.

Vi du 1.4.6. Hai con xtc xac dude tung 100 lan. Goi X 1a s6 lan cé
dong thoi hai con ciing xuat hién mit sdu cham. Khi d6, X c6 phan
phéi Bin(n,p) v6i n = 100 va p = 1/36 ~ 0.0278. Vi n 16n va p bé
nén ta cé thé xap xi phan phéi nhi thitc nay véi phan phdi Poisson ¢
tham s6

A=np=2.78.

Bang sau day cho thay su xap xi nay la tuong doi tot.

k | Phan phéi nhi thitc Phan phéi
Poisson
0 |0.0596 0.0620
1 10.1705 0.1725
2 10.2414 0.2397
3 10.2255 0.2221
4 10.1564 0.1544
5 | 0.0858 0.0858
6 | 0.0389 0.0398
7 10.0149 0.0158
8 |0.0050 0.0055
9 10.0015 0.0017
10 | 0.0004 0.0005
11 | 0.0001 0.0001

Phan phéi Poisson déng mong vai trdo quan trong trong 1y thuyét
va tmg dung, dudc sit dung trong rat nhiéu céc linh vuc khac nhau,
trong dé c6 cac linh vuc sau day.
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e Trong linh vuc truyén thong, s6 cudc goi dén mot tong dai trong
mdt don vi thoi gian c6 thé dude mo hinh nhu mét phan phoi
Poisson néu tong dai c¢6 mot s6 luong 16n khach goi dén va céc
cudc goi la tuong doi doc lap.

e Mot trong nhitng tng dung sém nhat 1a dung phan phéi Poisson
dé mo hinh s6 céc hat alpha ducc phéng tit ngudn phéng xa trong
mot don vi thoi gian.

e Trong céc cdng ty bao hiém, phan phoi Poisson duge sit dung nhu
] mdt mo hinh cho sé nhitng tai nan hiém gap.

Vi du 1.4.7. Bay gi6 ta xét vi du rat thu vi ctia Bortkiewicz cé tén
13 Prussian Horse-Kick (tam dich 1a quan Pho bi ngua da). S6 liéu sau
day dugc thong ké sd ky binh bi chét do ngua d4 ¢ 10 su doan trong
quan doi Pho trong sudt 20 nam (tit nam 1875 dén nam 1894). Do mdi
st doan dude quan sat trong 20 ndm nén ta xem tong sd nim quan sat
14 200. S6 liéu nay va phan phdi Poisson véi tham sé A = 0.61 dugc cho
bdi bang dudi day. Cot thit nhat 1a sd luong ky binh chét do ngua da
mdi nam, bién thién tit 0 dén 4. Cot tht hai 1a s6 ndm quan sat tuong
tmg. Cot thit ba 1a t1 1& clia ting s6 ndm tuong ng nay trén tong so
200 nam, d6 ciing chinh 1a tan sd cia s6 ky binh chét mdi nam. Cot
cudi cting 1a phan phdi x4c suat Poisson véi tham s6 A = 0.61. Chting
ta sé biét cach chon s6 A phit hop trong cac chuong sau. Trong vi du
nay, ta hié¢u s6 0.61 chinh I trung binh ctia sé ky binh chét do ngua
d4 moi nam.

S6 luong linh S6 nam quan Ti 1& ctia s6 Phan

chét mdi nam  sat nam phoi
Poisson

0 109 0.545 0.543

1 65 0.325 0.331

2 22 0.110 0.101

3 3 0.015 0.021

4 1 0.005 0.003
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Dinh 1y sau diy phat biéu vé phan phdi ctia tong hai bién ngau
nhién doc 1ap c6 phan phoi Poisson.

Dinh 1y 1.4.8. Néu X va Y la hai bién ngau nhién doc lap, X ~
Pois(A), Y ~ Pois(u), tht X +Y ~ Pois(A+ p).

Phan phéi Poisson thuong xuét hién trong mdt moé hinh cé tén 1a
qué trinh Poisson. Gia st A 1& mdt bién c¢6 ndo dé ma ta quan tam.
Qué trinh Poisson v6i tham s6 A 14 ho céc bién ngau nhién {Ny, ¢t > 0}
(goi 14 qud trinh ngdu nhién c6 thoi gian lién tuc) chi s6 bién c6 A
xuat hién tinh dén thoi diém ¢ trén nita truc sd, théa man céc dieu
kién sau:

e Ny =0.
e Gidsu 51,59, ...,S, 1a cadc khodng con bi chan, réi nhau ctia [0, co).
Khi d6 so cac bién co xay ra trong cac khoang nay la cac bién ngau

nhién doc 1ap, 1an luot c6 phan phdi Poisson véi cdc tham s6 A|Sy],
NSl - NSl

e Khong c6 hai bién co xay ra tai cung mot thoi diem.
Ban doc ¢6 thé tim hiéu qud trinh Poisson néi riéng va qué trinh ngau

nhién néi chung tai [3].

1.4.3 Phan phéi déu

Néu chiing ta néi “chon ngau nhién mot sé thuc trong doan [0, 1], thi
moi s6 thic thudc doan [0,1] déu cé kha niang dudce chon nhu nhau,
va khong gian mau trong phép thit ngau nhién nay 1a

Q= [0,1].

Goi X 14 s6 dude chon thi X dudc goi 1a bién ngau nhién c¢é phan phdi
déu trén doan [0, 1]. Tap gid tri clia bién ngau nhién X chinh 1 doan
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[0, 1] va xéc suat dé X rai vao doan con [x1, 79] ndo dé ctia doan [0, 1]
chinh bang x5 — z;. Ham s6
1 néul0<z< 1,
p(x) = ) )
0 neuz <0hoacx>1
thoa man diéu kién
/x2p(x)dx =29 —x1 =P <X <29) v6imoi 0 <z <29 < 1.
T
Do dé, p(z) 1 hAm mat do ciia bién ngadu nhién X.
Téng quat, cho a < b 14 cac s6 thuc. Bién ngau nhién X duge goi

13 phan phdi déu trén doan [a, b], ky hiéu 14 X ~ Ula, b], néu ham méat
do p(x) ciia nd 1a hang s trén [a, b] va triét tiéu ngoai doan [a, b]:

1 £
neua <z <b,
0 néu x < a hoic x > b.

Chi ¥ rang p(x) = 1/(b — a) trén doan [a, b] dé dam bao diéu kién

/_t:op(x)da: = /abp(x)da: = 1.

Ham phan phdi ctia phan phdi Ula, b c6 dang:

0 néu r < a,
xr—a )

F(zx) = —_— neu a < x < b,
1 néu = > b.

Vi du 1.4.9. Gid sit X ~ U|2,12]. Hay tinh cdc x4c suat P(X < 3),
P(X >6)va P3< X <38).

D6i véi vi du nay, cic x4c suat can tim dude suy ra ngay tit dinh
nghia bién ngau nhién lién tuc va ham mat do. Vi X ~ UJ[2,12] nén
ham mat do ciua X la
p(z) = 110 n§u2§x§12,

0 neu r < 2 hoac x > 12.
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Do do p |
3 3 dx
P(X <3)= [ p@)de = ;56 = 4
Tuong tu
12 dx 6
PX>6)=[ —=—
(X'>6) 10 10’
8 dx 5 1
PB<X<8) =] —=—=2.
( - ) /310 10 2

Vi du 1.4.10. Ctt mdi 15 phit, xe bus dén mot diém dung, bat dau
ti 7 : 00. DBiu nay nghia l1a xe bus sé dén ltc, 7 : 00, 7 : 15, 7 : 30,
... Gia stt mot nguoi dén diém chd xe bus mot cach ngau nhién trong
khoang tit 7 : 00 dén 7 : 30. Tinh thdi gian ngudi dé phai cho:

(a) it hon 5 phut,

(b) nhiéu hon 10 phit.

Trong vi du nay, ta quy dinh don vi tinh thoi gian la phat. Ky hiéu
X 1a thoi diém ngudi Ay dén diém ding xe bus. Vi X ¢6 phan phdi déu
trén doan [0,30] nén nguoi ay phai chd it hon 5 phiit khi va chi khi
ngudi ay dén trong khoang thdi gian tit 7 : 10 dén 7 : 15 hodc 7 : 25
dén 7 : 30. Do dé

P(ngudi ay phai chd it hon 5 phiit)
= P(10 < X < 15) 4+ P(25 < X < 30)
Bdr 1
=2P(10 < X <15) =2 — = .
( ) 10 30 3
Tuong tu, ngudi ay phai chd nhiéu hon 10 phit khi va chi khi ngudi
ay dén trong khoang tit 7 : 00 dén 7 : 05 ho#ic tit 7 : 15 dén 7 : 20. Do
do

P(ngudi ay phai chd nhiéu hon hon 5 phiit)
=P0< X <5)+ P(15 < X < 20)
s5dr 1

—2P(0<X <5) =2 =3
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C6 thé néi bién ngau nhién c¢6 phan phdi déu trén doan [a,b] 14
bién ngau nhién lién tuc don gidn nhat. Mac diu vay, phan phdi déu cé
mdt ing dung 14 né c¢6 thé mé phong bat ky mot loai phan phdi nao
khéc. Biéu nay duoc thé hién qua dinh I sau. Tinh chit nay con duoc
goi 1a tinh pho dung (universality) ctia phan phdi déu.

Pinh 1y 1.4.11. Gid st U la bién ngau nhién cé phan phoi déu trén
doan [0,1] va F la mét ham phan phéi bat ky. Ddt

Flu)=inf{r: F(z) >u,0<u<1}

Khi dé, F~Y(U) la bién ngau nhién cé ham phan phéi la F. Ngudc lai,
néu X la bién ngdu nhién cdé ham phan phoi la F thi F(X) la bién
ngdu nhién c¢é phdn phoi déu trén doan [0, 1].

1.4.4 Phan phéi mii

Truée khi trinh bay phan phdi mi, ching ta nhic lai hai loai phan
phdi 10i rac ma ta da trinh bay  Muc [1.3.3] d6 1a phan phdi nhi thiic
Bin(n, p) va phan phdi hinh hoc Geo(p). Chiing ta c6 mot day cdc phép
thit doc 1ap véi xdc suat thanh cong ¢ mdi phép thit 1a mot sd khong
doi p. Khi d6, s6 phép thit thanh cong c6 phan phdi nhi thitc Bin(n, p),
con s6 phép thit that bai cho dén khi c6 mot phép thit thanh cong 1a
phan phdi hinh hoc Geo(p). Nhu vAy, phan phéi hinh hoc Geo(p) 1a
so lan phép thit that bai gitta hai lan thanh cong lién tiép cong véi 1.
Khi s luong phép thit n rat 16n va xéc suat thanh cong rat nho, phan
phoi nhi thttc B(n,p) dude xap xi bdi phan phdi Poisson Pois()\) vi
A = np. Ching ta hay xét khoang thoi gian gitta hai bién c6 xay ra ké
tiép trong qué trinh Poisson. Gia st ta c6 qué trinh Poisson véi tham
s6 A va tai thoi diém to c6 mot bién cb6 xay ra. Ky hiéu 7' 1a do dai
khoang thdi gian tit ¢y cho t6i khi mot bién c¢é khac xay ra. Khi dé
phan phdi Fr ctia T c6 thé tim tit cong thiic

1—Fp(t)=P(T >1)
= P(khéng ¢ bién c¢d nao xay ra trong khodng (g, to + t)), t>0.
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Theo dinh nghia qua trinh Poisson, s6 cac bién c6 xy ra trong khodng
(tg,to +t) c6 phan phdi Poisson véi tham s At nén

P(khéng c6 bién c¢d nao xdy ra trong khodng (¢, t0+t)> =e M t>0.

Tu do,

Fr(t)=1—¢eM, t>0.
Vi vy, ham phén phéi ctia bién ngau nhién 7' c6 dang ham s6 mi va
T dudc goi 1a c6 phan phéi mil. Tong quét, ta cé dinh nghia sau day.

Pinh nghia 1.4.12. Cho A > 0. Bién ngdu nhién X dudc goi ld cé
phadn phoi mi vdi tham s6 X\, kyj hiéu la X ~ Exp(\), néu ham mat do
cta no co dang:

e M néux >0,
0 néu x < 0.

Tu dinh nghia trén ta dé dang tim dude ham phan phdi ctia X 1a

x l—e™ néuxz>0
F(x) = u)du = ) ’
(z) /—Oop( ) {0 neu r < 0.
Nhu phén tich & phia dusi dinh nghia Dinh nghia|l1.3.12 dé tim phan
vi cip p clia X ~ Exp(\) ta gidi phuong trinh F(z,) = p. Dic biét,
median ctia X ~ Ezp(\) dudc tim tit phuong trinh an v:

1
Flry=1—-e™M="_.
() e 5

Phuong trinh nay cho ta
log 2
v=—

Phan phéi mii thudng dudc sit dung trong cdc moé hinh thdi gian
chd tai mot diém phuc vu, hodic thdi gian séng (tudi tho) ctia nhing
thiét bi, cau tric khong c6 tri nhé. Do do, bién = thudng dude ky hiéu
béi bién t. Gia st ching ta xem tudi tho clia mot loai thiét bi dién
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t 14 mot bién ngau nhién cé phan phoéi mi. Khi dé, gia st thiét bi
nay da cé tudi tho 14 s va ta can tim xdc suat dé thiét bi dé cé thé
song thém it nhat ¢ don vi thdi gian nita, ttc 1a ching ta can tim
P(T >t + s|T > s). Diéu nay dugc tinh toan nhu sau.
P(T>t+s,T > s)

P(T > s)
_ PT>t+s)

P(T > s)

e—A@+€)

P(T>t+s|T >s)=

e—As
—eM=P(X >1t).

Nhu vay, ta thiy rang thoi gian dé thiét bi nay séng thém it nhit ¢ don
vi thoi gian nita khong phu thudc vao s. Vi tinh chat nay nén phan
ph6i mil dude goi 1a phan phéi khéng cé tri nhé (memoryless). Tinh
chat khong cé trf nhé trén day 1a dac trung ctia phan phdi mi, thé
hién qua dinh ly sau day.

Dinh 1y 1.4.13. Néu T la bién ngdu nhién lién tuc, khong dm, va
khong co tri nhd, theo nghia

P(T >t+s|T >s)=P(T >t).
Khi d6, T ¢6 phan phoi ma vdi tham s6 X > 0 ndo dé.

Proteins va nhiéu phan t& hitu co khic dude dieu hoa theo nhiéu
cach khac nhau. Mot s6 trai qua qué trinh ldo héa va do dé xéc suat
dé cac phan t& nay phan hiy khi ching gia sé cao hon xdc suat dé
ching phan hty khi con sém. Tuy nhién, néu nhitng loai khong trai
qua qué trinh ldo héa va xéc suit dé ching phan hiy la nhu nhau tai
moi thoi diém thi tudi tho ctia nhitng loai phan tit nay tudn theo phan
phdi mil.

1.4.5 Phan phdi chuin

Dinh nghia 1.4.14. Cho vdi u la s6 thuc bat ky va o > 0. Bién ngdau
nhién X dudgc goi la c6 phdn phéi chuan vdi cdc tham sé p vd o2, ki
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hiéu la X ~ N(u,0?), néu ham mat dé cia né cé dang:
2

a:' JR—
N D)

p(r) = e 207
o\ 2T

Phan phéi chuan déng mot vai tro trung tdm trong 1y thuyét xéc
suat va thong ké. Trong chuong sau chiing ta sé nghién citu dinh ly
gi6i han trung tAm, phéat biéu rang tong cia cac bién ngau nhién doc
1ap ducc xap xi béi phan phoéi chuan. Nam 1809, Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) stt dung phan phdi chuan nhu 13 mét mé hinh cho cac sai
so trong do dac, dong thoi Gauss stt dung phan phdi chuan trong méot
phuong phap xap xi noi tiéng clia minh, ¢ tén la phuong phép binh
phuong t6i thiéu. Do d6, phan phoi chuan con dude goi 1a phan phdi
Gauss.

Ham phan phdi ctia phan phdi N(u,0?) c6 dang:

(t — p)?

1 r
e 20° (t.
oV 2T /—OO

F(x) =

Khi 4 = 0 va o = 1, phan phdi N(0,1) dudc goi la phan phdi chuan
tac. Ta ki hiéu ham mat do va ham phan phdi ctia phan phdi chuan
tac béi p(z) va ®(x), tuong tng.

O(x —#2qy.

1z
):\/%/ooe

Do thi ham mat do ciia phan phdi chuan N(u,o?) véi mot sé gid
tri cu thé clia o va o2 duge cho béi hinh vé sau day.
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I 1 T T T T | T T
10 t
=0, T*=g3z, —| ]
=0, 0%=10, = 1
a3 .F=|:'- ﬂ'z:i.l}.—__
H=-2, 0¢=05, =
o~ 010
at
q
S os
0z
|:||:| r —
s 1 1 1 1 s 1 1 1
- -2 -3 -z -1 a 1 2 E] 4 =

Ta c6 thé dé& dang chiing minh dinh 1y sau day.

Dinh 1y 1.4.15. Gid st X ~ N(u,0%). Khi dé aX +b ~ N(ap +
b, a’0?) vdi moi a,b € R,a # 0.
Ddc biét, néu X ~ N(u,o?) thi

X —p

o

~ N(0,1).

Phan phdi chuan xuét hién rat nhiéu trong cdc bai todn thuc té
nhu sai s6 do dac, chi s6 1Q, chiéu cao ciia con ngudi,...

Trong céc bai toan thuc té, cdc bai todn c6 su xuat hién ctia phan
phdi chuan cé thé duge chia lam ba 16p nhu sau.

e Phan phéi chuan chinh xac
e Xap xi phan phdi chuan

e C6 thé gia st 1a phan phdi chuan
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1.5 Ky vong, phuong sai va do léch tieu
chuan ctia bién ngau nhién

1.5.1 Ky vong ctia bién ngiu nhién

Gid st ¢ mot tro choi, ta nhan dude phan thudng 1a 2$ véi xac suat
3/4, va 100$ véi xdc suat 1/4. Néu ta choi rat nhiéu lan, di nhién ta
khong ky vong méi lan déu thu vé 1009, ta cting khong ky vong mdi
lan thu veé chi c¢6 2%, ma s6 tien ta ky vong thu vé 6 mdi lan chai 1a

3 1
2x —+100 x — = 26.5%.
><4+ ><4 $

Cht ¥ rang néu goi X 1 sb tién ta thu vé ¢ méi lan choi thi X 1a bién
ngau nhién r6i rac c6 ham khéi lugng xéc suat 1a
3 1
P(X =2)=-, P(X =100) = -.
4 4
Gid tri 26.5 dudc goi 14 ky vong (hay trung binh) clia s6 tién ta thu vé
& mdi lan choi. Tong quét, ta c6 dinh nghia sau day.

Dinh nghia 1.5.1. Ky vong ciia bién ngau nhién X, ky hiéu la EX,
duoc dinh nghia nhu sau:

o Néu X la bién ngdu nhién roi rac cé6 ham khoi luong xdc sudt
PX=x)=p;, 1>1, th

EX = Z T;Pi,

i>1
vai dieu kién Y1 |zi|p; < 00.

o Néu X lda bién ngdu nhién lién tuc c¢é ham mat do zdc sudat p(x),
thi .
EX = LOO rp(x)dx,

vdi dieu kien [ |z|p(x)dz < oo.
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Trong gido trinh nay, khi khong néi gi thém, khi gip biéu thitc chita
ky vong FX thi ta ngam hicu la cidc diéu kién trong dinh nghia da
ducc théa man dé EX ton tai hitu han.

Hai bién ngau nhién dudgc goi 1a cung phdan phoi néu ching cé cling
ham khoi luong xdc suat (trudng hop bién ngau nhién roi rac) hodc
cling ham mat dod xéc suat (trudng hop bién ngau nhién lién tuc). T
dinh nghia Dinh nghia ta dé thay néu X va Y clung phan phoi
thi FX = EY.

Sau day, ta sé tinh ky vong clia mot s6 bién ngau nhién cé phan
phdi quen thude.

Vi du 1.5.2. Gia st X ~ Bern(p). Khi dé,
EX=0P(X=0)+1P(X=1)=0x(1—p)+1xp=p.

Vi du 1.5.3. Gia st X ~ Geo(p). Pat ¢ =1 — p. Khi d6,

&5
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Vidu 1.5.4. Gid st X ~ Pois()\). Khi d9,

EX =Y kP(X =k)
k=0
k

> A
— Y kxe?
kZ::O xe o

)\ ) o0 Ak*l
= )e
im1 (B =1)

Vi du 1.5.5. Gia sit X ~ Ula, b]. Khi d6,

!:)\.

b xdr _a—|—b
aaqa—b 2

Vidu 1.5.6. Gid st X ~ Ezp()A). Khi d9,

EX =

1

EX = /OOO \ve Mdr = /OOO rd(—e ™M) = —xe . + /OOO e Mdy = T

Vi du 1.5.7. Gia st X ~ N(0,1). Khi do,

FE —2*/20 = 0.

1 o0
X:\/ﬁ/_ooxe

Trong rat nhiéu truong hop, ta phai tinh Fg(X), trong d6 g 13 mot
ham s6. Dinh 1y sau day néu cach tinh Eg(X) khi biét hAm trong s6
x4c suat hodac mat do xac suat cia X.

Dinh 1y 1.5.8. Gid st g : R — R la mot ham so6 va X la bién ngdu
nhién. Khi do

o Néu X la bién ngdu nhién roi rac c¢é6 ham khoi luong xdc sudt

Eg(X) = >_ g(xi)pi,

1>1

vdi dieu kien Yi>1|g(x;)|p; < oo.
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e Néu X la bién ngau nhién lién tuc cé ham mat do zdc suat p(z),
tha .
Bg(X) = [ g(@)p(z)dz

vdi dieu kien [ |g(z)|p(x)dr < co.
Két qua sau day 1a mot hé qua truc tiép clia dinh 1y trén.

Hé qua 1.5.9. Néu X va Y la cdc bién ngau nhién cung phan phoi
thi Eg(X) = Eg(Y) vdi moi ham g : R — R.

Vi du 1.5.10. Gia st X ~ Bern(p). Khi do,
EX=0PX=0)+1°P(X=1)=0*x(1—p)+1>xp=np.

Vi du 1.5.11. Gid stt X ~ N(0,1). Khi do,

E 267212 0y

1 o
XQZ\/%/—oox

Tinh chét ctia ky vong thé hién qua dinh 1y sau day.

Dinh 1y 1.5.12. Cho X,Y la cdc bién ngdu nhién vd a,b la cdc s6
thuc. Khi do

e (i) E(a) = a.
e (ii) Néu X >0 thi BE(X) > 0.
o (iii) E(aX +bY)=aFE(X)+bE(Y).

e (iv) Néu X va Y ld cde bién ngau nhién doc lap, thi E(XY) =
EXFEY.
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Vi du 1.5.13. Gia st X ~ Bin(n,p). Khi dé,
X=X1+Xo+ -+ X,

trong d6 X, 1 < k < n 1a cdc bién ngau nhién doc 1ap, c6 cing phan
phéi Bern(p). T dé ta co

EX =FE(X;+...EX,)
=EXy+- -+ EX,
=nEX; = np,

va
EX?=FE(X,+...EX,)’
=Y EXi+2 ¥ E(XX))

k=1 1<i<j<n
= nEX?+n(n—1)E(X,X,)
=np+ TL(TL - 1)EX1EX2

= np +n(n — 1)p°.

1.5.2 Phuong sai va d6 léch tiéu chuin

Néu nhu ky vong 14 mdt tham sb biéu thi trung binh ctia bién ngiu
nhién thi d6 léch tiéu chuan lai 14 tham sb biéu thi cho sy phan tan
clla gid tri clia bién ngau nhién quanh gid tri trung binh. Trudc hét,
ta sé giGi thieu khai niém phuong sai, sau do ta sé dinh nghia do léch
tiéu chuan théng qua phuong sai.

Pinh nghia 1.5.14. Phuong sai ctia bién ngav nhién X la mot so, ky
hiéu boi D(X), duge dinh nghia

D(X)=E(X — EX)?,

vdi dieu kién la ky vong cila bién ngau nhién & vé phdi trong biéu thic
trén ton tai. D6 léch tiéu chudan cia X la /D(X).
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Tu Pinh nghia ta thiy rang D(X) chinh la trung binh ciia
binh phuong do léch ctia X ra khéi gid tri trung binh F(X). Néu X c6
don vi 1a m, thi D(X) sé c6 don vi 1a m? va do d6 do léch tiéu chuan

D(X) sé ¢6 don vi la m, cung thit nguyén v6i X. Ta thuong ky hiéu
DX 1a 0% va D(X) 1a 0.
Dinh 1y sau diy 1a mot hé qua truc tiép ctia Dinh 1y .

Dinh ly 1.5.15. Cho X la bién ngdu nhién véi E(X) = p va D(X)
ton tai. Khi dé

o Néu X la bién ngau nhién roi rac cé6 ham khoi luong xdc sudt

D(X) = Y. (a; — p)°ps

1>1

e Néu X la bien ngau nhién lién tuc ¢6 ham mat do xzdc suat p(x),

thi
D(X) = |

—0o0

oo

(¢ — p)*p(z)dz.

Trong thuc té, ta thudng quan tdm dén d6 léch chuan nhiéu hon.
Tuy nhién, cach tinh d6 léch tiéu chuan théng qua phuong sai 13 mot
cach thuan lgi nhat. Ta sé xét hai vi du don gian vé tinh phuong sai
bang cach sit dung Dinh 1y

Vi du 1.5.16. Gid st X ~ Bern(p). Khi dé, theo Vi du|l.5.2} ta da
c6 FEX =p. Tu do

D(X)=(0—-p)*x (1=p)+ (1 —p*xp=p(l—p)
Vi du 1.5.17. Gid st X ~ Ula,b]. Khi d6, theo Vi du [1.5.5, ta da c6

b
Y — :z:dx:aer.
a a—2b 2

Tu do

b<x_a+b> dx (b—a)Z.

2 Jb—a 12
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Dinh 1y sau day 1a mot két qud don gidn, nhung rat hay st dung
khi tinh phuong sai.

Dinh ly 1.5.18. Gid st X la bién ngdu nhién va D(X) ton tai hitu
han. Khi do
D(X) = B(X®) — (E(X))*.

Ngoai ra, phuong sai con c6 mot sd tinh chat sau day.

Dinh 1y 1.5.19. Cho X,Y la cdc bién ngau nhién va a la soé thue. Khi
do

e (i) D(X) >0, D(a)=0.
e (i) D(aX) = a’D(X).

o (iii) Néu X va Y la cde bién ngdu nhién doc lap, thi D(X +Y) =
D(X)+ D(Y).

Sau day, ta sé xét mot s6 vi du veé tinh phuong sai ctia mot s6 bién
ngau nhién c6 phan phdi quen thudc.
Vi du 1.5.20. Gid st X ~ Geo(p). Pat ¢ = 1 — p. Khi d6, theo Vi
du(1.5.3 ta da cé

1
E(X) = -.
p
Mit khéc,
E(X?) =Y k*P(X =k)
k=1
=S F(1-p)"p
k=1
= Z qukfl
k=1
Ta thay
Sb=1
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Lay dao ham hai vé theo bién ¢, ta dudc

9 1
> k¢" =
=1 (1—q)?
Diéu nay kéo theo
= q
Sk¢t = .
k=1 (1—q)?
Tiép tuc 14y dao ham hai vé ctia ding thic trén, ta co
00 _ 1 + q
Z k2qk 1 _ .
k=1 (1—4q)°
Do dé
B(X)? = A+qgp _ (1+4q)
(1—-q)° P’
Tu do

I+q) 1 _q 1-p

D(X) = E(X?) - (BE(X))* = 2R

p? PP
Vi du 1.5.21. Gia sit X ~ Pois()\). Khi d6, theo Vi du[[.5.4] ta da

CcO

Mit khac,




1.5. KY VONG, PHUONG SAI VA PO LECH TIEU CHUAN CUA BIEN NGAU NHI.

T d6
D(X)=E(X*) — (E(X))? =X+ X =)=\

Vidu 1.5.22. Gid st X ~ Ezp()). Khi d6, theo Vi du(1.5.6] ta da cé

1
E(X) = T
Mat khac
E(X?) = /OOO ArZe M dy
= OOO :CZd(—e_’\x)
— gl > +2 /OO re Mdx
0 0
—0+ i[/ow zd(—e )]
= z\{—ximo -1—/00026 de]
=50+ 5 =
Tu dé
2 1 1

D(X) = B(X*) = (B(X))* = 5 = 35 = 35

Vi du 1.5.23. Gid stt X ~ N(u,0?). Khi do,

X —p

o

Y:

~ N(0,1).
Vi E(Y)=0,E(Y?) =1,nén D(Y) =1. Tt d6
E(X) = E(oY +p) =cEY)+p=p,

D(X)=D(cY +pu) = D(aY)+0=0>D(Y) = o°.
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1.6 Vector ngau nhién

1.6.1 Gidi thiéu

Cho s6 nguyén d > 2 va { X}, 1 < k < d} 1a d bién ngau nhién xac dinh
trén khong gian mau . Khi d6 bd X = (X, Xs, ..., X,) dugc goi la
vector ngau nhién d chiéu. Nhu vay, vector ngau nhién d chieu 13 mot
dnh xa x4c dinh trén khéng gian mau Q va nhan gié tri trong R?.

Vector ngau nhién xuat hién trong nhiéu linh vuc khac nhau, ta cé
thé néu mot so vi du sau.

e Trong nghién citu sinh thai, ngusi ta thudng phai mot sé loai nao
d6. S6 phan tit (s6 con) clia cdc loai ndy 1a céc bién ngau nhién.
Trong thuc té, loai nay c6 thé 1a moi cho loai kia. R6 rang, sé phan
tlt (s6 con) ctia loai dong vat an thit phu thudc vao sé thanh vién
con moi.

e Khi nghién cttu tinh nhidu ctia khi quyén, toa dd van tbc gié ducc
mo hinh béi bo cdc bién ngau nhién (XY, 7).

e Trong nghién citu y hoc, cac yéu to sinh ly ctia bénh nhan ciing
dude mo hinh bdi cac bien ngau nhién va ta can nghién cttu b6 cac
bien ngau nhién nay.

Pinh nghia 1.6.1. Ham phdn phoi lién két cia vector ngdu nhién
(X1,...,Xy), ki hiéu la F, la mot ham s6 xdc dinh trén R?, dinh
nghia boi:

F(xlax%"'axd) :P(Xl lea-'deSxd)a (xla"'axd) eRd'

Nhu vay, gia st F' 1a ham phan phdi lién két ctia vector ngau nhién
(X,Y). Khi @6

P(r1 < X <x9,y1 <Y <) = F(x2,y2)—F (29, y1)—F (1, y2)+F (21, y1).

Ham phan phéi lién két ctia vector ngau nhién cé céc tinh chat
tuong tu nhu ham phan phdi ctia bién ngdu nhién, thé hién qua dinh
ly sau.
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Dinh 1y 1.6.2. Gid s F la ham phan phdi ciia vector ngau nhién
(X,Y), va Fx, Fy lan lugt lam ham phan phoi cla cde bién ngau
nhién X, Y. Khi do, ta co cdc khang dinh sau day.

o Néu co dinh mét bién, thi F la ham khong giam, lién tuc trdi va
cé gidi han phdi theo bién con lai.

lim F(x,y) = Fy(y), vdi moiy € R; Jim, F(z,y) = Fx(x), vdi moi x € R.

T—00

lim F(x,y) =0, vdi moiy € R, Em F(z,y) =0, vdi moi x € R.
Yy — 00

T—r—00

lim  F(z,y) =0, xégrgéoo F(z,y) =1.

T——00,y——00

o TGp cic diém gidn doan cia F la hitu han hodc v han dém dudc.

1.6.2 Vector ngau nhién rdi rac

Néu X, Y 1a cdc bién ngau nhién rdi rac thi vector (X,Y) dudc goi 1a
vector ngau nhién rdi rac. Ham khdi luong x4c suat lién két, ky hiéu
la p(x,y) duge dinh nghia béi

p(zi,y;) = P(X = 2,Y = y;).
Sau day ta sé xét mot s6 vi du.

Vi du 1.6.3. Tung mot dong xu can déi 3 lan. Goi X 1a s mat ngita
xuat hién & lan tung thit nhat, va Y 1a tong s6 mit ngta xuit hién
& ca ba lan tung. Khi d6, ham khéi luong x4c suat ctia vector ngau
nhién (X,Y’) thé hién qua bang sau day, goi la bang phan phdi. Trong
cudn sach nay, ta quy uéc cot dau tién ctia bang 1a céc gia tri ctia X,
dong dau tién ctia bang 1a céc gid tri clia Y.
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o |1 |2 |3
0 |1/8 [2/8 |1/8 |0
1 [0 [1/8 [2/8 |1/8

Vi du 1.6.4 (Phan phdi da thiic). Gid stt ta c6 ddy gom n phép thi
doc 1ap. M6i phép thit déu c6 r két qua véi xdc suat tuong tng la
1, D2, - .., pr. Ky hidu N; 1& s6 bién c6 dang 4 xuat hién trong n phép
thit. Méi day n phép thit cu thé cho ra két qud Ny = n4,..., N, =n,
v6i x4c suat

pit..Lpy.
Dé chiing minh dugc c6

n!
n!...n,!

day nhu trén. Do d6, ham khéi luong x4c suat lién két clia vector ngau
nhién (Ny, No, ..., N,) ¢6 dang
n! - -
P(N1 =n1,...,NT=nr):mp1 e Py
Vi N; 1a s6 bién c6 dang i xuat hién trong n phép thit nén N; c6
phan phoi nhi thic Bin(n, p;). Nhu vay, véi 1 <4 < r, ham khéi luong
xac suat cia N; 1a

P(N; =k)=ClpF(1 —p)" ™", 0 <k <n.



Tém tat

Chuong nay gidi thiéu céc kién thtc co ban cia 1y thuyét xéc suat
nhu khong gian mau, bién c¢6 ngau nhién, do do xac suat, xac suat cé
dieu kién, va tinh doc 1ap. Qua dé, chuong nay giup sinh vién tinh xéc
suat clia cac bién cb, x4c suat c6 dieu kién, lap bang phan phdi, ham
phan phéi, tinh ky vong, phuong sai, dd 1éch tiéu chuan clia bién ngau
nhién.

Bai tap

1. Chting minh cic ding thitc sau day bing cdch phan tich ¥ nghia t&
hop ctia chiung.

a. CF = Cnk,
c. Cn — yn_ Chon-k

n~—"m-—-n-

2. Trong mot tro choi bai, ¢6 ba ngudi choi va moi ngudi dude chia 3
con bai tt bé bai Tay 52 con. Héi ¢6 bao nhiéu cach chia nhu vay?

3. Trong tro choi bai tién 1én, c6 bdén ngudi choi va moi ngudi duge
chia 13 con bai tt bd bai Tay 52 con. Héi ¢6 bao nhiéu cach chia nhu
vay”?

4. C6 4 loai thit, 6 loai rau va 3 loai luong thuc. Hoi c6 bao nhiéu cach
chia dé ndu mot bita 4n néu bita &n gém c¢6 mot loai tit ba nhém trén.

63
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5. Chimg minh bat ding thiic Bonferroni sau day:
P(AB) > P(A)+ P(B) — 1.

6. Chimg minh bat diang thic:
P(U 4) < X P(4))
J= J=

7. Ban tin du bdo thoi tiét néi rang xac suit c6 tuyét roi vao thang
mudi mot 1a 50%, va xdc suat c6 tuyet roi vao thang mudi hai 1a 50%.
Hoi khang dinh c6 rét dam vao ba thang cudi nam 1a 100% ding khong?
Tai sao?

8. Giai dic biét ctia x6 s6 Mién Bac 1a mot day sé gom 5 chit s6. Hai
so dau tién ctia gidi dac biet ngay hom qua 1a 38. Hoi x4c suat dé giai
diic biet ngay hom qua gom 5 chit s6 khac nhau 1a bao nhiéu?

9. Mdt nguoi rit ngau nhién 5 con bai tir bo bai Tay 52 con. Tinh xac
suat ctia cac bién c6 sau day.

a. Nam con c6 gi4 tri lién tiép nhau.
b. C6 mdt bo ti quy.
c. C6 3 con K va 2 con J.

10. Tung mot dong xu can doi ba lan. Tinh xac suat ctia cac bién co
sau day.

a. C6 ding hai mat ngtra xuat hién.
b. Cé it nhat mot mat ngtra xuat hién.

11. Mot Gy ban gom ¢6 5 ngusi Chau Au, 2 ngusi Chau A, 3 ngudi
Chéu Phi, va 6 ngudi chdu My. Ngusi ta thanh 1ap mot ban diéu hanh
gom 4 ngudi duoe chon ngau nhién tit Gy ban. Tinh xac suat dé ban
dieu hanh cé du dai dién cho bén chau luc néi trén?
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12. C6 12 khéach diing & san ga dé 1én 3 toa tau mot cach ngau nhién.
Biét rang mdi toa c¢6 12 chd tréng. Tinh xac suat dé

a. Ca 12 khach cung 1én cting mot toa.

b. S6 khach & moi toa bang nhau.

c. Tat ca céc toa déu c6 khach lén tau.
13. Cén (n > 4) cip vg chong dﬁn du tige va sau d6 moi quy ong moi
ngau nhién mot ngusi phu n dé nhay. Tinh xac suat ctia cac bién co
sau day.

a. C6 dung 2 cap ma ban nhay khéc v6i ngusi phdi ngau ctia minh.

b. C6 ding 3 cip ma ban nhay khac v6i ngudi phdi ngau ctia minh.

c. C6 dung 4 c&p ma ban nhay khac v6i ngudi phodi ngau ciia minh.

14. Mot bo bai Tay gom 52 con duge xép thanh mot hang. Tinh x4c
suat dé bon con K & canh nhau.

15. Tung mot dong xu can doi 5 lan. Tinh xéc suat cua bieén co cé
chtta 3 mat ngita va 2 mat sap.

16. Mot bd bai Tay gom 52 con dude xép sap xudng thanh mot hang,
sau d6 ngudi ta 1at ngtta 1én n con. Tinh x4c suat dé it nhat mot con
mat ngudi (J, @, hoic K) dudc lat 1én. Tim n nhd nhat dé xac suit
nay vudt qua 0.5.

17. Cé n ngudi lén n toa tau con tréong mot cach ngau nhién. Gia st
rang m01 toa con chtta dude n ngudi. Tinh xdc suat dé c6 ding mot
toa vang khach.

18. Cé n ngudi lén n toa tau con tréong mot cach ngau nhién. Gla st
rang moi toa con chita duge n ngudi. Tinh x4c suit dé toa cudi cling
cd j ngudi.
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19. Mot ngusi dén Casino danh bac véi s6 von ban dau 1a 1000$, xac
suat thing ¢ mdi van 14 p va x4c suat thua  mdi van 1a ¢ = 1 — p. Néu
thang, anh ay dugc 10$ va néu thua thi mat 10$. Néu hét tién anh Ay
phai ra vé. Tinh x4c suat ctia cic bién cb sau day.

a. Tinh xdac suat dé sau 100 van, anh ay gitt nguyén so von ban dau.

b. Tinh xac suat dée sau 120 van, anh ay gitt nguyén s6 von ban dau.



2

Théng ké va cic két
ludn thoéng ke

2.1 M3& dau

Nhu ching ta biét Ly thuyét x4c suat dude sinh ra tit viéc nghién citu
cic quy ludt ngdu nhién an sau cdc bai todn thuc té. Thong qua viéc
nghién cttu céc bai todn thuc té ching ta tim ra cac quy luit ngau
nhién. Nhiing quy luat dé chung ta da dudc hoc trong chuong 1.

Mot cdu hoi tu nhién duge dat ra la: Nhing quy ludt ngau nhién
dé duge nghién ctu ra dé lam ¢i? C6 lam ting sy hiéu biét clia ching
ta ve cdc hién tuong tu nhién va wdc hoi hay khong?

Cau tra 16i 1a: Céc quy luat ngau nhién cta ly thuyét xac suat sau
khi duge nghién citu ra thi né dude st dung dé nghién citu céc bai toan
trong thuc té va ngudi ta thudng goi bai todn théng ké. VAy Thong
ké la ¢2? Cho dén nay ching ta c6 rat nhiéu thuat ngit thong ké khac
nhau trong thuc té chang han nhu:

- Théng ké kinh té
- Théng ké sinh hoc

o R < Dung théng ké toan hoc lam cong cu.
- Vat 1y thong ké

67
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- VAy thong ké todn hoc 1a gi? N6 c6 nhiém vu gi? Gom nhitng noi
dung nao?
Thoéng ké toan hoc 1a phan ting dung cua 1y thuyét xac suat

Bai todn trong thuc tién| 2 |Quy ludt ngAu nhién

JLTTK

Bai toan thuc tién

Nhiém vu ctia thdéng ké Toan hoc

Thong ké toan hoc nghién cttu cdc phuong phap thu thap, phan
tich, xit I céc s6 litu théng ké dé dua ra cac quyét dinh cé co sé khoa
hoc phuc vu cho viéc quan 1y xa hoi.
N6i dung ctia théng ké toan hoc

Ly thuyét thong ké toan hoc c6 cic noi dung co ban sau day:

e Bai toan vé Iy thuyét chon mau
e Bai toan uéc luong tham s6
e Bai toan kiém dinh gia thiét

e Bai toan phén tich tuong quan va hoi quy

2.2 Théng ké mo6 ta

2.2.1 Téng thé va miu ngiu nhién

Trong thuc té, nhiéu khi ta can quan tAm dén mot s6 dic diém (dinh
tinh hodc dinh luong) clia cdc phan tit thudc vé mot tap hop nao dé,
chang han tudi tho clia mot loai san pham nao d6, thu nhap trung
binh ¢t ngudi dan & mot qubc gia, ti 16 san pham dat tiéu chuan, ti
1¢ nguoi dan boé phiéu cho mét tmg ¢t vién nao dé, ti 1é ca thé nhiém
bénh trong quan thé, ... Tap hop cac phan tit can nghién citu nay duoc
goi 1a ddm dong hay tong thé, ky hiéu 1a C.
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Viéc tién hanh thu thap thong tin trén cdc phan t ctia ddm dong
dugc goi la quan sdt.

Thudc tinh ctia mot déi tuong ma ching ta quan tdm thuong 1a
ching ta chua biét hodc biét chua day du va ching ta coi dé 1a dudc
coi nhu mot dai luong ngau nhién, ky hiéu 1a X va duoc goi 1a dai
ligng ngau nhién goc dim dong C. Quéa trinh di nghién cttu ddm dong
ctia C thuc chat 1a qué trinh di tim quy luat phan phéi cia dai luong
ngau nhién X, nhiéu khi dé 1a qué trinh di tim cdc s6 dic trung cia
X.

Dic diém ciia dam dong (tong thé) thudng dude nghién citu dudi
hai phuong dién:

o Phuong dién dinh luong: Khi ta can quan tdm dén céc gié tri vée
lugng ctia dai luong ngdu nhién X nhu: trong luong, ning suat, tudi
tho, ... va ta thudng quan tdm dén hai dac trung:

- Ky vong EX = pu: diic trung gia tri trung binh ctia dic diém dinh
luong can quan tdm trén dam doéng C.

- Phuong sai DX = ¢2: dac trung cho mitc dd bién dong gia tri ciia
diic diém dinh luong can quan tam trén dam dong C.

o Phuong dién dinh tinh: Khi ta can quan tdm dén mot tinh chat
A nao dé trén ddm dong, cdc phan tit cia ddm dong hoac cé tinh chat
A hodc khéng c¢6 tinh chdt A nhu: chit luong san pham, su nay mam
clia mot giong 1da, chat doc hai trong ngudn nudce, ... Gia tri ma dai
luong ngau nhién X cé thé nhan dudc

_J1 khi phan tt dé ¢ tinh chat A
~ |0 khi phan tit d6 khong ¢6 tinh chit A,

va ta thudng quan tam dén xac suat EX = p.

Ching ta kho c6 thé quan sat hét tat ca cdc phan tit ciia ddm dong
vi nhitng 1y do nhu thoi gian, chi phi tén kém, ... Chinh vi vay, ngudi
ta chi ldy ra mot sé phan ti dai dién cho dam déng va nghién ctu
trén t4p phan tit nay, tdp hdp céc phan tit dai dién cho ddm dong dé
duoc goi 1a mau. Phuong phap nghién cttu trén mau dai dién cho ddm
déng duoc goi 1a phuong phdp mau va cich thiic thuc hién qud trinh
lay mau dudc goi 1& phuong phdp ldy mau.
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Khi can quan tdm dén dic diém 13 dai luong ngdu nhién X cia
dam dong C, ta chon ra mau c6 n phan ti, trong d6 viéc chon phan tit
thit 7 1a qué trinh thuc hién mot phép thit rit ngadu nhién mot phan ti
ctia ddm doéng C, gid tri ngau nhién nay dude gén cho dai luong ngau
nhién X;. V6i cach chon nay, cidc dai luong ngau nhién X; doc 1ap véi
nhau va cé cliing ludt phan phéi véi dai luong ngau nhién X. Mau nay
duoc goi 1a mau ngau nhién c6 kich thuée n cia ddm dong C. VAy mau
ngau nhién la gi?.

Pinh nghia 2.2.1. Cho Xy, --X,, la ddy cdc bién ngau nhién déc
lap cing phan phoi vdi bién ngau nhién X. Khi dé véc to ngau nhién
(X1, X,,) dugc goi la mau ngdu nhién cd n lay tu X. Mot bo gid tri
(21, ....,m,) clia véc to ngdu nhién (Xy,--- X,,) dudc goi la mét thé hién
ctia mau ngau nhién hay thuong goi la mét mau cu theé.

Vi du 2.2.2. Théong ké vé s6 cham ciia mot con wiic zdc khi gieo 5 lan.
Mau ngau nhién: (X1, Xo, ..., X5); madu cu thé: (2,3, 1,6, 2).

Cac phuong phap liy mau

Viéc lay mau dudc coi 1a t6t néu nhu thong tin thu dude tit mau phan
dnh cang gan véi dic diém ctia dam déng (tinh chat dai dién cao).
Chinh vi vAy, trong thong ké viéc lay mau 1a mot cong viée hét stic
quan trong. Ngudi ta thuong st dung mdt sé6 phuong phép lay mau
nhu sau:

Liy miu ngiu nhién don gian

La phuong phép lay mau théa man céc diéu kién: mdi lan chi duge
chon mot phan t tit ddm dong, kha nang dudc chon ciia tat ca céc
phan tit trong dam déng déu nhu nhau. C6 hai cach thiic tién hanh
chon, d6 la chon hoan lai va chon khéng hoan lai, tuy nhién khi kich
thudce clia ddm dong 16n hon nhiéu so véi kich thuée mau thi c6 thé
coi hai phuong phap chon nay 1a giéng nhau.

Phuong phap ldy mau ngau nhién don gidn & trén cé tinh chat dai
dién cho ddm dong cao, tuy nhién né khé thuc hién va can nhiéu thoi
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gian ciing nhu kinh phi. Ta ¢6 thé xem phuong phap lay mau nay 1a
hoan toan ngau nhién hay ngiu nhién khong c¢6 dinh huéng.

Liy mau ngiu nhién c6 dinh huéng

o Lay mau theo nhém: 1a phuong phéap chia ddm doéng thanh céc
nhém thuan nhat, tit méi nhém nay ta ldy ra mot mau ngau nhién don
gidan v6i mot kich thude tuong tmg. Tap hop tat cd cdc phan tit thu
duoc tir cdc mau ngau nhién don gidn d6 14p nén mau ngau nhién theo
nhom.

o Lay mau theo chtim: 1a phuong phép chia ddm dong thanh nhiéu
chiim (ddm dong con) sao cho gifta cdc chiim cé su dong déu vé quy
mo, tl cac chum do6 ta lay mdt mau ngau nhién don gian. Tap hop tat
cd phan t thu dudc tit cAc mau ngau nhién don gidn ctia cdc chum
14p nén mau ngau nhién theo chum.

Phuong phap nay d& quy hoach, c¢é thé tiét kiém duoc thoi gian va
kinh phi nhung sai s6 chon mau cao hon cidc phuong phap néi trén.

Vi du 2.2.3. Ching ta muon di tim hiéu vé tong thu nhdp trong mot
nam cua toan bo cdn bo cong chic cia mot tinh.

- Chia ddm déng nday thanh cdc nhém theo tung co cau nganh nghé:
quoc phong, an ninh, gido duc, y té, kinh doanh, ... Trong moi co cdu
nganh nghe cé su thuan nhat vé mic hiong (néu cé su sai khdc vé thu
nhan chi yéu la do tham nién va chitc vu cong tdc). Nhu vdy, phuong
phdp ldy mau bang viéc gom lai cdc mau ngau nhién don gidn cla ting
nhom nganh nghé chinh la phuong phdp lay mau theo nhom.

- Chia ddm dong nay theo cdac huyén trong tinh A. Gita cic huyén,
c6 su dong déeu vé quy mo (day di cdc thanh phan) va phuong phdp lay
mdu bang viéc gom lai cdc mau ngau nhién don gidn cia tung huyén
chinh la phuong phdp lay mau theo chum.

2.2.2 Céach biéu didn mau

Bang tan so0 va bang tan suat

Ta thuc hién n lan quan sat trén ddm dong C, khi d6 ta sé thu duge
mau cu thé gom k gia tri khac nhau (21, o, ..., 73), k < n. Gia tri
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’ X A [N . \ P s X e A 2 N 2 X nl
c¢6 n; lan xuat hién, n; dudc goi la tan so xzuat hién cua x; va ti sO —
n

ducc goi la tan suat zuat hién ctua x;, ky hiéu la f;. Ta c6 biéu dién

két qua clia mau bang bang tan sd va tan suat nhu sau

xi‘xl To ... Tk .Ii‘l'l o ... Tk

ni‘nl ng ... Ng fz"fl fo o Ji

trong doé
k k
n=> n; ) [i=1
i=1 i=1
Vi du 2.2.4. Thong ké diém so két thic hoc phan cia mot dp gom
40 sinh vién, ta co

| 45 6 7 8
fi [5/40 10740 12/40 8/40 5/40

w4 5 6 78
ni|5 10 12 8 5
Trong trusng hop mau cu thé (x1, z9, ..., z,) c6 nhicu gia tri khac
nhau, khi d6 ta thuc hién viéc ghép 16p. Nguyén tac ghép 16p dude tién
hanh nhu sau
e S6 16p chia k dudc xac dinh trén co s6 k= min{l: 2! > n}.
gid tri 16n nhat - gia tri nhé nhat

e D6 dai moi 16p: [ =

e Trong 2 16p lien nhau x;_; — x;, ©; — ;41 thl z; thudc 16p
Ti—1 —> Tj .

Ngoai phuong phép ghép 16p da trinh bay & trén, con c¢6 mot sb
phuong phap ghép 16p khac, véi nhitng mau cu thé r6i rac ngudi ta
c6 thé chia thanh céc 16p c6 do dai khac nhau, céc 16p duge chia i
nhau. Trong pham vi gido trinh nay, ching ta khong dé cap cu thé cac
kiéu ghép 16p nay.

Vi du 2.2.5. Thong ké vé chiéu cao cia 30 sinh vién vdi chiéu cao
nam trong khodng tw 1m50 dén 1m75.

Nhan thay 2° > 30 va 2* < 30 nén ta chon k = 5. Bdng tan so, tan
suat nhu sau:
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Lép Gid tri | Tan so | Tan suat
150-155 | 152,5 4 4/30
155-160 | 1575 7 7/30
160-165 | 162,5 6 6/30
165-170 | 167,5 10 10/30
170-175| 172,56 3 3/30

2.2.3 Da gidc tan sd va td chivc dd

Dbi véi sb lidu chua ghép 16p
- ChAm trén mit phing cdc diém (xi,ni),t=1,2,...,n.

- Néi cac diém (z;,0) véi cac diem (zy,n,), ta dude bicu do tan sé
hinh gay.

- Noi lién tiep diém (z;,n;) v6i cac diem (z;11,n;41) ta duge biéu
do da gidc tan so.

Hoan toan tuong tu doéi véi tan suat:
- Cham trén mit phang céc diém (z;, f;),i =1,2,...,n.

- Néi cac diem (z4,0) v6i cdc diem (z;, f;), ta dudc biéu do tan sudt
hinh gay.

- Néi lién tiép dieém (z;, fi) v6i cac diem (x;41, fir1) ta dudc biéu
do da gidc tan suat.

Vi du 2.2.6. Minh hoa sé liéu ciia vi du thong ké diém
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12 .
10. .
8] .
6 |
4 ]
2]
0

4 5 6 7 8

Biéu do tan s6 hinh giy

12

o

) (\) >~ (@) 09
1 1 1 1

4 5. 6 7 8
Biéu do da giadc tan so

Pbi v6i sb lidu da ghép 16p.

- Trén méi 16p ta dung hinh chit nhat c¢6 chiéu cao bang tan sé (hay
tan suit) tuong tmg véi 16p do.

- T6 dam hoiic ké chéo bang cac dudng song song cac hinh chit nhat
nay ta thu duge t6 chiic do tan sé (hay to chite do tan sudt).
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Vi du 2.2.7. Minh hoa $6 liéu ciia Vi du[2.2.5.

12
10.

S N = O

150 155 160 165 170 175

o 2 2 ., P X
Biéu do da gidc tan so

2.2.4 Phan phdi miu va cic dic trung ctia mau

Trong n6i dung Chuong 1 ching ta da dugde lam quen v6i viée tinh cac
dic trung ctia dai luong ngau nhién thong qua phan phdi xac suat da
biét trudc.

Tuy nhién, trong thuc té that khé khin dé xac dinh duoc tuong
minh phan phdi x4c suat ctia mot dai luong ngau nhién géc ddm dong.
Chinh vi vAy, trén co s6 ctia cdc théng tin thu thip dugce tir cic mau,
nguoi ta dem ra mot s6 cong thitc gitp ching ta tinh dudc cac dic
trung ctia mau.

Céc gid tri nay rat quan trong va cé su tuong ting v6i nhitng so dac
trung ctia dai lugng ngau nhién da trinh bay & phan truée.

Ham phan phdi miu

X la dai lugng ngau nhién géc ddm déng c6 ham phan phdi xéc suat

p my .
F(zx) chua biet. Khi ta thuc hién n quan sat, goi ham F,,(x) = — vdi
n
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m,: 1a s6 quan sat c¢é gid tri z; bé hon z (i = 1,n) 14 ham phdn phoi
mau.

Tinh chit ctia ham phan phéi mau F,(x):

+ 0 < Fu(r) <1,

+ F,(z) 1a ham don diéu tang,

+ F,(x) la ham lién tuc bén trai.

Khi kich thuéc mau 16n thi phan phdi mau F,(r) cAng gan voéi
phan phdi xdc suat ciia dai luong ngau nhién X. Khi n da 16n, ta c6
thé ding F,(x) thay thé cho F(x) chua biét hosic dua vao F,(z) ta c6
thé so lude vé dang diéu ctia F(z) va dua ra nhitng du doan vé dang
clia F'(x) cling nhu tinh todn cdc sb dic trung cé lién quan.

Vi du 2.2.8. Bdng tan so tu vi du thong ké diém

zil4 5 6 78
ni |5 10 12 8 5

Ham phén phoi mau

0 woix <4,

5

L 0H<xr<6
— vl x <0,
0 v 6 <z <7,
50 T <xr<8
0 vl xr <8,
1 voi T > 8.

Trung binh mau

Dinh nghia 2.2.9. Gid st n(X1, Xo, ..., X,) la mau ngau nhién cd
1

kich thudc n cia dam dong X, khi d6 —>_ X; duoc goi la trung binh

B o ni=1
mau va ky hiéu la X.
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Trong thyc hanh tinh toan
Déi v6i moét mau cu thé (zy,as,...,2,) thi trung binh mau thuc
nghiém duge xdc dinh nhu sau 7 = —>_ x;.

Truong hop mau cu thé da duge ghép bo c¢6 bang tan sd

€T; ‘ rT T2 ... Tk
n; ‘ ny no ... Nk
thi trung binh mau thuc nghiém la 7 = —>_ n; z;.

Vi du 2.2.10. Bdng tan so ti vi du théng ké diem
x; \ 4 5 6 78
n; \ 5 10 12 8§ &

238
Khi do T = anml— 40—595

Chu y 2.2.11. Cong thic tmh trung binh mau J trén la dang tong
qudt, tuy nhién do ddc trung so nén ta thuong dung khi nghién ciu vée
mot ddc diém dinh luong nao dé cia dam dong. Poi vdi ddc diem dinh
tinh A ta cé khdi niém ti 1€ mau

1
— -y X,

ni=1
trong dé X; chi nhdn 2 gid tri la 0 va 1 (bang 1 néu quan sdt dé cé tinh
chat A, bang 0 néu quan sdt dé khong cé tinh chat A). Voim = X0 X;
) . . m
chinh la so quan sdt co tinh chat A, cong thitc tinh ti lé mau la F' = —
n
Phuong sai mau va phuong sai hiéu chinh mau
Dinh nghia 2.2.12. Gia st (X1, Xo, ..., X)) ld mau ngau nhién cé kich

1o —
thude n cia ddm dong X, khi dé — (X; — X)2 duoc goi la phuong

=1
sai mau va ky hiéu la S°.
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Ngoai ra, ching ta thuong dung mot dac trung mau khd quan trong
la phuong sai hiéu chinh mau, ky hiéu la S?, dudc xzdc dinh S? =

n SQ

n—1
Ménh dé 2.2.13. Gid st (X1, Xy, ..., X)) la mau ngdu nhién cé kich
thudc n cua dam dong X. Ta co

A — — _ 1 n
5?2 =X?2—(X)* trong déX? =Y X?.
T i=1

Ching minh.

N 1n _ 1 n _ _
== (X, - X)" = = 2 (X? - 2X,X + (X)?
n =1 =1
_ 2__n _ _ .
=X2 - XY X;+(X)P=X?2 - (X)~
no=1

Trong thuc hanh tinh toan
Déi v6i moét mau cu thé da ducce ghép bo c¢6 bang tan sb

ZC@‘LUl o ... Tk
ni‘nl ng ... Ng

thi phuong sai mau thuc nghiém va phuong sai hiéu chinh mau thuc
nghiém dudc xac dinh nhu sau

5 ii:zk:lm(xi—xfzxz— (z)"
n R n — N2
32:n_1$2:n_1(x2—(x) )

s duoc goi 1a dé léch chudn mau.

Viée dua ra céc khai niém trung binh mau thuc nghiém (phuong
sai mau thuc nghiém, phuong sai hi¢u chinh mau thuc nghiém) chi
nham nhan manh dé 1 gia tri bang sé cu thé, duoce xac dinh tit thuc
nghiém.
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Vi du 2.2.14. Bdng tan sé ti vi du thong ké diem

|4 5 6 78
ni |5 10 12 8 5

2

4 5 20 80
5 [10] 50 250
6 |12 72 432
7 18 56 392
8 51 40 320
Tong | 40| 238 | 1474
Ta ¢6 f—@—595@2—%—3685
40 T 40 T

82 = 36,85 — 5,952 = 1,4475; s ~ 1,485.

Cha y 2.2.15. Dé6i vdi mau dudc ghép ldp, viéc tinh cdc so ddc trung
clia mau cing theo trinh tu tién hanh nhu trén, trong moi lép ta su

T + Tip1

dung gid tri trung diém z) = cua lop.

2.3 Udc lugng tham sb

2.3.1 MJd dau

Gia st dai luong ngau nhién X c6 ludt phan phdi phu thudc vao mot
tham s6 hodc mot vécto tham s 6 chua biét chang X ~ P(\), N(u,0);
B(n,p),E(N), ... nhung chua biét tham s6 A, p, o, p .v.v. Khi d6 dé xac
dinh hoan toan phan phdi xac suat ctia X ta phai xac dinh dudc gia
tri tham s6. Dé ¢6 duge diéu dé ngudi ta phai quan sat X xay dung
mau ngau nhién (X1, Xy, ...X,,) tit d6 tim cach udc luong tham sb. Day
chinh 1& bai todn wéc luong tham so.

Trong thuc té ngudi ta xét 2 loai wéc luong tham sb co ban dé la:
wdc luong diém va wdc luong khoang.
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Uébc hiong diém: Xuat phat tu mau ngau nhién (X1, X, ...X,,) ngudi
ta xay dung thong ké (X1, X, ...X,,) ding dé udc luong tham sb 60
theo cdc nghia khidc nhau nhu Udc lugong khéong chéch (khong cé sai s6
hé thong), wdc lugng viing , wdc luong hiéu qud, udc luong hop lij cuc
dai

Uébc luong khodng: Xuat phat tu mau ngau nhién (X, X, ... X))
nguffﬁ ta Xéy dU_’Ilg théng ké 0, := él (Xl, XQ, Xn) va by 1= éQ(Xl, XQ, Xn)
sao cho

P{0,(X1, Xo, .. X)) <0 < 0o(X1, X5, . X))} >1—a

trong d6 o dudgc goi la mic y nghia va § = 1 — « dudce goi la do tin
cay. Khi do, ngudi ta néi rang v6i do tin cdy a hay miic ¥ nghia «a
khodng tin ciy doéi vai 6 14 (6y;605).

2.3.2 Udc lugng diém

o Uéc lugng é(Xl,Xg, ey, Xpp) ducc goi 1a wdce lugng khong chéch cta
6, néu théa man Ed = 6.

o Uéc luong é(Xl, Xs, ..., X,,) dudc goi 1a wdc hiong viing ciia 6, néu
v6i n 16n vo han thi 0 hoi tu theo xac suat ve 0, nghia 1a v6i moi € > 0
tuy v thi

lim P[|0 — 0] <] = 1.

o Ude lugng 0(X1, Xo, ..., X,,) dude goi 1a uwde lugng hop lyj téi da

cua f, neu
n

L(x,0) = _Hlp(Xi,@)
dat cuc dai tai 6. L(x,0) dugce goi la ham hop Iy cua X, trong d6 p(x, 6)
14 ham méat do xéc suat hoac 14 ham tinh x4c suat ctia dai luong ngau
nhién X.
o Uéc luong é(Xl, Xo, ..., X)) duge goi 1a wdc luong hiéu qud cia 0,
néu nhu né 1a wéc luong khong chéch va cé phuong sai bé nhat trong
tat ca cac uéc luong khong chéch cia 6.
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Néu ham mét do xdc suat cia dai luong ngau nhién X thoa man
thém mot sb diéu kién nhat dinh thi ta c6 bat dang thitc Cramer-Rao

1

D6 > : o K07 =46.
(") E(@lnp(X, 9))2 3 V9 (67) =6
nE( 22 7
00
do dé6, uée luwong khong chéch 0 1 uGc luong hiéu qua cua 6 khi
A 1
V(o) = E(@lnp(X, 9))2'
nE(2— 2 7
00

Tit bat ddng thitc Cramer-Rao, ta thdy mot diéu 1y thd dé la: da
14 u6c luong thi phai chdp nhan sai s6, bat dang thiic cho ta cAn dudi
clia sai sb.
Vi du 2.3.1. Gid st X la dai luong ngau nhién goc dam dong C, cé ki
vong p va phuong sai hitu han, khi dé trung binh mau X = %z;ﬁ;l X;
chinh la wdc luong khong chéch, ludc luong ving, wdc luong hiéu qud,
wdc luwong hop ly cuc dat cia .

Vi du 2.3.2. Gid st X la dai liong ngau nhién goc ddm dong C, cé
phuong sai DX = o? can vwdc luong, khi dé phuong sai hiéu chinh madu
S? = %Z(Xi — X)) chinh la ubc lugng khong chéch ciia o*. Nhu vdy
A —1 A
S? la wée luong khong chéch cia o*. Mt khdc S? = LSQ nén S?

n
khong phdi la wéc lwong khong chéch cia 0. Tuy nhién nguodi ta ching

minh duoc rang cd S* va S? déu la wdc luong ving ciia 2.

Vi du 2.3.3. Gid st X la dai luong ngau nhién goc dam dong C, ta
can quan tam dén mot tinh chat A cé xdc sudit p = P(A) = EX can
wdc luong, khi dé ti 1€ mau F chinh la wéc luong khong chéch cia xdc
sudt p.

Khdng dinh trén la hién nhién vi thuc chdt ti 1é mau cing la trung
binh mau khi ddc diém dinh tinh duoc so héa dudi dang

P 1 khi phan ti& dé cé tinh chat A:
"0 khi phdn t¢ d6 khong ¢6 tinh chdt A,
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va EF = EX =EX = p.
Ngoai ra nguoi ta con ching minh dudc F' cung chinh la wéc luong
ving cla wde sudt p.

2.3.3 Uédc luong khoang

Trong ndi dung ctia phan trude, ching ta da dé cidp dén uéc luong
diém ctia tham s6. Do @ 13 tham s6 chua biét nén uéc luong diém chi
cho ta mot cach nhin hét siic tuong doi va cé phan chua thoa déng.
Sau diy ching ta sé suy nghi dén mot cach tiép can khac dé tim ra
mién gid tri ctia 6.

2.3.4 Khai niém vé khoang tin ciy

Cho X la dai luong ngau nhién gbc ddm doéng C, c6 tham s6 6 can uée
lugng. Can cit vao mau ngau nhién tt n quan sat doc 1ap (X1, Xo, ..., X,),
ta can dua ra khodng (6y, 63) chitta dudc hau hét cic gid tri 6 véi xac
suat 16n, nghia 13

IP’(91<9<92):1—04.

Mot s6 khai niém

o (b1, 09): dugce goi la khodng tin cdy cta ue lugng,

o 01 — 0y = 2e: duge goi la do dai khoang tin cay cua udc lugng.

o e: duge goi la do chinh rdc cia ube luong.

¢ 1 — a: duge goi la do tin cay cua ctia w6e luong.

o Bai toan di tim khodng tin cdy cho tham s6 6 v6i do tin cay 1 — o
duoc goi la bat todn wdc luong khoang tin cay.

2.3.5 Khoang tin ciy cho gia tri trung binh

Cho X la dai lugng ngau nhién goc dam dong C, c¢6 trung binh EX =
can uéc lugng va phuong sai DX = o2 (da biét trude hodc chua biét),
tit mau ngau nhién (X1, Xo, ..., X,,) ta xdc dinh duge X.

a. Uéc luong hai phia
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Van dé ddt ra ¢ day la voi do tin cdy 1 — a cho trude, tim khoang
wée lugng (X — e, X +¢) clia p dé

PX-—e<p<X+e>1-a.

Ta chia bai toan thanh 3 truong hop dé giai quyét:
Trudng hgp 1. Phuong sai o2 da biét.
X —
Khi d6 B/m = N(0,1), ddt ton = o711 — 9), trong d6 ¢ 1a

T
ham phan phéi chuan N(0,1) va t, /2 1a mtc phan vi /2 cho phan

phoi chuan. Ta co

X—p

o

]P)[ —tap2 < Vn < ta/Q} = p(tas2) — (—tas2)

- Qp(ta/Q) - (1 - Qp(ta/Q)) =1-aq,

hay
Ppﬁ—%m;%<;w<X4¢M2

Quy tic thyuc hanh

¢ Xac dinh mtc phéan vi ¢, /9

Tinh gid tri 1 — g, tra bang ham phan phéi N(0,1) (xem bang 4
phan phu luc), tra tir gitta ra hai bién.

o Xé4c dinh khoang u6e lugng (T — &, + ¢) v6i do chinh xdc cla
uée luong

J}zl—a.

NG

o

€= ta/Qﬁ

Chu y 2.3.4. Néu nhu kich thudc mau n < 30 can bo sung thém diéu
. , X —
kién X tudn theo ludt phdn phoi chuan, khi dé ,u\/_ ~ N(0,1).

o

Vi du 2.3.5. Tim khodng udc luong cho gia tri trung binh vdi do tin
cdy 95% tw mau clia mot ddm dong tudn theo ludt phdn phdi chuan,
0% = 16. Biét mau dé cé kich thudc 16 va trung binh mau la 15.
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Gidi. 02 = 16, n = 15; T = 15; « =0,05 tra bing ham phan phoi
chudn img véi 1 — a/2 =0,975 dudc tas2 =1,96. Do chinh xzdc cia udc
lwong

o 4
ta/2ﬁ - ]_,96%

Khoang wdc luong cho gid tri trung binh:

€= = 1,96.

(15— 1,96 < < 15+ 1,96) hay (13,04 < p < 16,96).

Trudng hgp 2. Phuong sai o2 chua biét va n > 30.

X — ,
Khi 6 = R/~ N(0,1), viée thiét 1ap tuong tu nhu & trudng
hop 1, ta ducc

7 S — S

Nhu vy, v6i mdt mau cu theé, ta sé xdc dinh duce do chinh xac clia

s
udc lugng € = t,/9——= va khoang u6c lugng

NG
(7 -

s s
to/o——= < U <TH+1Tyno—).
a/2\/ﬁ 2 a2 \/ﬁ)
Vi du 2.3.6. Pé udc liong khoi luong trung binh maéi bao i mdng
ctia nha mdy, nguoi ta kiém tra ngdu nhién 49 bao thu dudc khoi luong
trung binh la 49,7kg va do léch chudn mau 0,5kqg. Vi dé tin cdy la 94%,
hay udc luong khodng khoi luong trung binh ciia moét bao i mdang.
Gidi. a =0,006, t,/, =1,88. Do chinh xdc cia udc hiong

0,5
e — ta/g\jﬁ = 1885 =013,

Khodng wdc lugng cho gid tri trung binh: (49,57 < p < 49,83).



2.3. UOC LUONG THAM SO 85

Trudng hgp 3. Phuong sai o2 chua biét va n < 30.

Néu X ~ N (p,0?) thi 'u\/ﬁ ~ t(n —1). Mtc phan vi a/2 cho
phan phdi Student véi n — 1 bac tu do ky hiéu 1a tin—1,0/2) la gid tri

X —
thoa man P(~ B/ >t 1a) = a/f2. Khi d6
X —p
e
X —
=Plt(n-11-a/2) < 5 'u\/ﬁ < tp-t,a/2)]

=1l—-a/2—a/2=1-q.

P — t-t,0/2) < VN < tn-1.a/2)]

Quy tic thyc hanh
¢ Xac dinh miic phan vi ¢(;,_1 4/2)-
Tra bang phan phoi Student (xem bang 5 phan phu luc), ¢4,-1.4/9)
la gid tri trong bang ting v4i gid tri hang la n — 1 va ¢ot 1a «/2.
o Xac dinh khoang wéc lugng (T — €,7 + €) v6i dd chinh xéac cua
uée luong
S

€= t(n—l,a/2)%'

Vi du 2.3.7. Do chiu luc ciia moi tam bé tong tudn theo ludt phan
phoi chudn. Po do chiu luc cia 20 tam bé tong cing loai ngudi ta thu
duoc trung binh mau do chiu luc 220kg/cm? va dé léch chuan madu
32,4kg/cm?. Vi dé tin cdy 90%, tim khodng udc lugng trung binh dé
chiu luc clia moi tam bé tong.

Giai. Tra bang ham phdn phoi Student ta duoc ta9.0,05 =1,729. Do
chinh zdc cia udc luong

S
t(nflva/Q)ﬁ ~ 12,5

Khoang wdc lugng cho gid tri trung binh: (187,56 < u < 212.5).

E =
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Cac dang toan phat sinh
Xuat phat tit cdc cong thitc tuong ting véi ting trudng hop
Loy toss— / °
—= —=1 €=tu-1,0/2) -
a/2\/ﬁ Q/Q\/ﬁ (n 170/2)\/ﬁ
¢ Cho 1 — a va n. Tim do chinh xac cta udc lugng €.
¢ Cho 1 — a va . Tim kich thu6c mau n.
¢ Cho € va n. Tim do tin cay cua uéc luong 1 — a.
Mot s6 trong s6 cac van dé nay sé dudge dé cap ¢ phan sau.

g = g =

Uéc lwgng mot phia
Van de dat ra & day 1a v6i do tin cay 1 — a cho trude, tim khoang

uGc lugng mot phia:

o Khoang u6c luong bén trai (—oo, X +¢): P[—oco < u < X +¢] =

1 — «.

o Khoang udc lugng bén phai (X —e, +00): P[X —e < pu < +00] =

1 —a.

Cha ¥ 2.3.8. Khodng tin cdy bén trdi cho ta biét gid tri toi da, khodng
tin cdy bén phdi cho ta biét gid tri toi thiéu cla p vdi do tin cdy 1 — .

Ta ciing chia thanh 3 trudng hop, diém khdc biét la thay thé a/2

bdi .

hayIP’{—oo</JJ<X—|—ta

lan gt la (—oo, T+ ¢€), (T — &, +00) trong dé € = t,

Truong hgp 1. Phuong sai o da biét.
Diatt, = o (1 —a), ta cé

o — o
— | =PX —thb—=< pu<+oo|=1-a.
\/ﬁ] X —ta < |

Nhu vy, vdi mot mau cu thé, khodng udc luong bén trdi va bén phdi
o

NG
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Trudng hgp 2. Phuong sai o2 chua biét va n > 30.
Ly luan hoan toan tuong tu, khoang uéc lwong bén trai va bén phai
S S
lan luct la (—oc0, T +¢), (T — ¢, 4+00) trong db € = t,——.
1 ) ) tron do & =,
Trudng hgp 3. Phuong sai o2 chua biét va n < 30.
Khodng uéc lugng bén trai va bén phai lan Iuct 1a (—oo, T + ¢),
S
Vi
Uéc luong khodng cho gié tri trung binh ting véi 3 trudng hop trén
duoc mo té qua bang tong hop sau

(T — ¢, +00) trong db € = t(,_1.q)

Loai uéc Do chinh x4c ctia wée luong: €
Iong THI | TH? TH3

T B o s s
Hai phia | (T —e,T + ¢) ta/gﬁ ta/zﬁ t(n—l,a/Z)ﬁ

o S S

= tai tn—ai
Jn Jn | T

Bén trai | (—oo,T+¢) | t,

Bén phai | (T — ¢, +00)

Vi du 2.3.9. PE ddnh gid vé mitc doanh thu hing thdng tai cdc dai
Iy nhé trén mét dia ban, nguoi ta lay mau gom 36 dai lyj. Két qud
thu dudc nhu sau: doanh thu trung binh la 155,83 triéu dong va dé léch
chuan mau la 16 triéu dong. Voi dé tin cdy 99%, wdc luong doanh thu
trung binh toi da vd téi thiéu ctia moi dai ly.

Giai. 1 —a =0,99; t, =2,33. Do chinh xdc cua udc luong
16
NG V36
Doanh thu toiz' thiéu: T —e =149,09;
Doanh thu toi da: T +¢ =161,51.

€ =1, = 2,33 ~ 6,21.

2.3.6 Khoang tin ciy cho ti 1¢

a. Uéc luong hai phia
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Dam déng X c¢6 ti1é p can uéc lugng, tit mau ngau nhién ching ta
x4c dinh dude ti 16 F, van de dat ra ¢ day 1a v6i do tin cdy 1 — o cho
trude, tim khodng uéc luong (F — ¢, F +¢) ciia p dé

PF—e<p<F+e=1-a.

F—p
Khi n d0 16n ————— /n ~ N(0, 1), dit t,0 = ¢ (1 — 2), ta
F(l—F)\/_ (0, 1), dat topp = (1 —95)

co

F—p
P| = taj2 < —— VN < top] = @(tas2) — ©(—tas2)

Fl—F)
= @(ta2) — (1 = p(tap2)) =1 —q,

hayP[F—ta/Q F(lnF)<p<F+ta/2\/F(1nF)] =1-—oa.

Quy tic thyc hanh: khi nf > 10 va n(1 — f) > 10.

¢ Xac dinh miic phéan vi ¢, /.

o Xac dinh khoang u6e luong (f — ¢, f + ¢) v6i d6 chinh xéc cta
uée luong
fA=F)

8:ta/2 n

Vi du 2.3.10. D¢ wdc hiong ti 1€ phé pham cia mot kho hang. Nguoi
ta kiém tra 100 sdn pham, phdt hién cé 20 sin pham la phé pham. Vi
dé tin cdy 95%, hay udc hiong khodng ti 1€ phé pham cia kho hang.

Gidi. to0 =1,96; f =0,2; n =100. Do chinh rdc cia vdc lugng

1 _
e =t f(nf) — 0,0784.

Khodng wdc luong cho ti 1é phé pham: (0,1216 < p < 0,2784).

b. Uéc lugng mot phia
Véi cac bude thiét 1ap tuong tu ta thu dude khodng uéc luong ciia

pbéntrailap < f+evabénphédilap > f—e, trong d6 e = ¢, =5,

n
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Vi du 2.3.11. Cho gid thiét nhu Vi du 5. Hay wdc liong ti 1€ phé
phdm toi da va toi thiéu.
Giéi. t, =1,64; f =0,2; n =100. Dj chinh zdc cua wdc luong
1—
c— . T F) _ g 0656,
n
Ti 1é san pham toi thiéu: f —e =0,1344;
T% 1é sin pham toi da: f + e =0,2656.

Vi du 2.3.12. Mét 16 hang nhdp cing gom 5.000 thiét bi dién ti& da
qua st dung. Co quan qudn Iy kiém tra ngau nhién 100 thiét bi tw 16
hang thi c¢é 82 thiét bi co thé tiép tuc st dung duoc. Vi dé tin cdy 90%,
16 hang co toi thi€u bao nhiéu thiét bi c¢d thé tiép tuc st dung duodc?
Giai. t, =1,28; f =0,82; n =100; N = 5.000. Do chinh xzdc xia udc
luong
fA—1f)

n

T% ¢ sin pham toi thiéu: f —e =0,7708.

Vdy, s6 thiét bi toi thiéu cé thé tiép tuc st dung dude: N(f —¢) =
4864.

e=t, = 0,0492.

Cac dang toan phat sinh
Xuat phét tit cong thitc

Ezta/g

f0-f)

¢ Cho 1 — a va n. Tim do chinh x4c ctia udc luong €.
¢ Cho 1 — a va e. Tim kich thuéc mau n.
© Cho € va n. Tim do tin cay cua uwéc luong 1 — a.

2.3.7 DO chinh xac cua uéc lugng

Trong cic noi dung trudc ching ta da gidi quyét bai todn xdy dung
u6c luong khoang cho trung binh va uéc lugng khoang cho ti 1€, nghia
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la tit mau cu thé, do tin cdy 1 — a ta sé xac dinh duge khoang udc
hI(jng CHhO tham s6 0 1a (0, 0:) trong d6 do chinh xac clia uéc Iuong
g = 257,

Tréng cac truong hop da trinh bay thi € phu thuoc vao kich thude
mau n. Bay gid ta dat ra bai todn ngudc: véi do tin cAy 1 — a da biét,
cho d6 chinh x4c clia udc luong e, tim kich thuéec mau n can thiét dé
nhan dugc ude luong véi do chinh xdc da cho. Ching ta sé& gidi quyét
bai toan nay dbi v6i trudng hop 1 clia bai toan uée lugng khoang trung
binh. Céc truong hgp con lai 1a hoan toan tuong tu (gianh cho ban
doc).

Trong truong hop nay, khoang uéce lugng la (z — e, T + €) va cong
thiic xac dinh do chinh xac ctua uéc luogng € = ¢, /21. Kich thude

NG

mau diéu tra can thiét néu dd chinh xdc ctia u6e luong gq 1a

t2 . o2
n= {Q/ZQ }—l—l,
€0

trong dé ky hiéu [z] 1a phan nguyén ctia z, chang han [20, 36] = 20.

Vi du 2.3.13. Véi gid thiét nhu ¢ Vi du 1: 0® = 16; 1 — o =0,95.
Muon cé wdc luong cé do chinh xdc la 1 thi phdi dieu tra mau cdé kich
thudc bao nhiéu?

Giai. Nhu viy eo = 1, khi dé

2 2

n = [t“/jga ] +1=062

Ngoai ra, ching ta con giai quyét ducgc bai todn ngucc dang tim
do tin cdy ctia wée luong khi biét do chinh xac ctia wée luong va kich
thuéc mau. Van dé nay dude dé cip trong vi du sau day:

Vi du 2.3.14. Mot mau thong ké cé kich thudec n = 36, cé trung binh
maw la 100 va do léch chudn mav la 5. Tim do tin cdy cta wdc hiong
néu khodng wdc luong la (99; 101).
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evn

S

Giai. Tinh mic phan vi: ta = = 2. Do tin cay ciua wdc luong

1 —a =2p(ty/2) = 0,955.

2.4 Kiém dinh gia thiét

2.4.1 Pat van dé

Trong thuc té cudc sdng ching ta thudng gip 2 quan diém trai nguoc
nhau vé mot vin dé nao d6. Chiang han, cdc nha san xuét cho rang c6
95% san pham clia cong ty dam bao tiéu chuan, trong khi d6 cac nha
quan 1y thi truong lai cho rang khéng phai nhu vay thuc té thap hon
nhiéu; trude cudc bau cit tong thdng dang phai A cho rang c6 65% cit
tri ting ho UWCYV clia dang phai ho, trong khi d6 dang déi 1ap lai cho
rang thuc té thip hon nhiéu.

Van deé dat ra la, thong qua s6 liéu théng ké hay chi ra chap nhéan
¥ kién nao trong 2 ¥ kién dé v6i mot mitc ¥ nghia o cho trude.

Tong quéat: Ching ta thudng cé bai todn

H: (Gid thiét) c6 tinh chat A
K : (Gid thiét) khong cé tinh chat A

Tu s6 litu théng ké hay dua ra két ludn cho bai toan trén.
Trong kiém dinh gia thiét thudng gip 2 loai sai lam:

e Sai lam loai 1: Béac bo H trong khi H ding

e Sai lam loai 2: Chap nhan H trong khi H sai.

Muc dich ctia cdc nha théng ké 1a 1am gidm ca 2 loai sai lam nay. Tuy
vay diéu nay khong thé vi gidm sai 1am nay thi kha ning mac sai lam
loai kia tang lén.

Trong thuc té théng ké ngudi ta thiy mdi loai sai lam sé giy ra
mot tdc hai khac nhau. Tuy vAy ngudi ta thdy can phai gidm sai lam
loai 1 v6i mot xéc sudt xay ra bé. Chang han nhu trong xa hoi hién
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dai ngudi ta cho rang "Két dn ngudi vo téi nguy hiém hon rat nhiéu
so vdi viéc tha bong mot ngudi cé téi". .. Do d6, Neyman- Pearson da
cho rang chung ta chi xét nhitng bai toan thong ké véi

P(Sai 1am loai 1) = P(Bac b6 H| H ding) < o

trong dé o 14 mot s6 bé va goi 1a mitc ¥ nghia. Thong thuong o < 10%.

2.5 Kiém dinh gii thiét vé gid tri trung
binh va vé ti lé
2.5.1 Kiém dinh gia thiét vé gii tri trung binh

Day 13 mdt dang bai toan kiém dinh sé dic trung EX = p ctia bién
ngau nhién géc dam dong X (so sdnh gid tri ki vong ctia dai luong
ngau nhién X véi gid tri o cho truée). C6 2 dang bai toan kiém dinh
gia thiét vé gid tri trung binh.

a. Kiém dinh hai phia

Van dé dit ra ¢ day 1a véi mic ¥ nghia a va mot gid tri pg cho
trude, danh gid vé cap gia thiét thong ke

H: p=po; K: p# o

Trudng hgp 1. Phuong sai o2 da biét.
Khoang u6c luong ctia i v6i do tin cay 1 — «
o o
).

T —ty9——= 7
S 2Vn NG
Chap nhén gia thiét H khi pg € [T — ta/Q% T+ tO‘/Q%] hay

<M<T+ta/2

o
< Ho <T+toz/2

ta/Q% X

tuong duong véi ’x al \/ﬁ’ < tojo-
o

T_

vn
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Quy tic thyc hanh

o T mau cu thé xic dinh gia tri kiem dinh thuc nghiém

T — [
tin = & \/E

o

¢ So sanh gid tri cua s, voi mic phan vi t, s, néu
|tin] < tase: chap nhan H.
|tin| > tas2: béc bo H, chip nhan K.
Chu y
- Néu nhu kich thuéec mau n < 30 thi ta can bo sung thém diéu
kién X tudn theo ludt phan phéi chuan.
- Nhu vy mién béc béd W, = (=00, —ta/2) U (ta/2, +00), dicu nay

1a hop Iy, Gid st H : p = pp dimg thi T = =/ ~ A(0,1), khi
o

do

X ; Ho \/ﬁ‘ - ta/2]

=1- (@(%/2) - @(—ta/z)) = Q.

Nghia 1a x4c sudt pham sai lam loai 1 dudc an dinh béi mot gid tri
tuong déi nhé a nao dé, viéc chitng minh xéc suat pham sai lam loai
2 cue tieu ban doc tham khéo tai licu [?7].

P|T € W,|H ding] = PH

Vi du 2.5.1. Mot mdy tién tu dong cho ra nhing truc mdy cé duong
kinh la 120mm va do léch chudn cho phép la 3mm. Kiém tra ngdu nhién
50 truc mdy, két qud thu duoc duong kinh trung binh la 119,2mm. Véi
matc 3 nghia la 10%, mdy tién trén cé hoat dong binh thuong khong?
Giadi. Mdy tién duoc goi la hoat dong binh thuong khi né sdan zudt nhing
truc mdy vdi sai s6 khong vuot qud mic cho phép. Cdp gid thiét thong
ke
H: p=ypy=120; K: p# .

po =120; 0 =3; a=0,1; t,p =1,64; n=250; T=119,2. Gid tri

kiem dinh thuc nghiém

119,2 — 120
= — 5 V50 ~ ~1.80,
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Vi |tn| > tas2 nén ta bic b6 H, chap nhin K. Nghia ld chap nhdn
khing dinh cho rdng mdy tién trén hoat dong khong binh thuong.

Trudng hop 2. Phuong sai o2 chua biétivé n = 30.

Tuwong tu nhi & trudng hop 1, dit ¢, = — 0 /n , khi dé
S

|tin| < taje: chap nhan H.
|tin| > tas2: béc bd H, chiap nhan K.
Trudng hgp 3. Phuong sai o2 chua biét va n < 30.
~ Gid sit X tuén theo luat phan phdi chuan N(0,1). Pt t, =
Y7 khi do
s
ltin| < tn—1a/2): chap nhan H.
ltin| > tn—1a/2): béc bd H, chap nhan K.

Vi du 2.5.2. Thé tich son chita trong moi thung son nudc nhan hiéu
A la dai liong ngau nhién tudn theo ludt phdn phoi chuan vdi trung
binh 18 lit. Kiém tra ngau nhién 25 thung thu dudc két qud: thé tich
trung binh la 17,92 lit va dé léch chudn mau la 0,24 lit. Vi mic i
nghia 5%, thé tich son trong cdc thing son c¢dé ding tiéu chudn khong?

Giai. Cdp gid thiét thong ké
H: p=p=18; K: p+# po.

po = 18; s = 0,24; a = 0,09; 1,020 = 2,115 n = 25, T =
17,92.
Gid tri kiém dinh thuc nghiém

17,92 — 18
n=———1/25~ —1,67,
1y 0.24 ) 67

Vi |tin| < tae nén ta chap nhan H. Nghia la chép nhan khang dinh
cho rang thé tich son trong cdc thing son ding tiéu chuan.

b. Kiém dinh mét phia
Trong thuc té xuat hién mot s6 dang toan vé kiém dinh nhu:
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- Sau chién dich quang cdo, doanh sé ban ra mot loai hang cé ting
1én hay khéng? (kiém dinh 16n hon)

- Kiém tra xem khéi luong déng géi céc bao gao ctia mot kho ¢é
nhé hon gid tri in trén bao bi hay khong? (kiém dinh nhé hon)

Céc dang bai toan nay dude goi 1a bai todn kiém dinh mot phia.

o Kiém dinh 16n hon: H : p=po; K : pu> po.

o Kiém dinh nhé hon: H: p=py; K: < .

Giai quyét bai toan kiem dinh mét phia duge phan chia cac trudng
hop gibng nhu trong bai todn kiém dinh hai phfa. Tiéu chuan kiém
dinh tmg v6i 3 truong hop ctia bai toan kiém dinh gia tri trung binh
duoc mo ta qua bang tong hop sau day

Trudng hop t Dicu kién chap nhan H : u = puy
K:p=p | K:p>pg | K op <y

T — Mo

THI1 o \/ﬁ |ttn‘ < ta/? ttn < ta ttn Z _toz
T — Mo

TH2 s \/ﬁ |ttn‘ < ta/? lin < ta by 2 —ta
T — Mo

THS3 S \/ﬁ |ttn| < t(n—l,a/2) lin < t(n—l,oz) lin 2 _t(n—l,a)

Vi du 2.5.3. Mot nha mdy cung cap nudc sach cho rang khoi luong
trung binh ciia mot loai chat doc hai trong mét lit nudc ciia nha mdy la
14mg. Nguoi ta nghi ngo sé lieu nay thap hon thuc té. Kiém tra ngau
nhién vdi 64 mau nudc thu duoc két qud: T = 14,2 va s = 0,24. Hay
cho két lugn vé nghi ngo néi trén vdi mic ¥ nghia 8%.
Giadi. Cdp gid thiét thong ké: H : p= o =120; K : u> pp.

o =14; s =0,24; a=0,08; t,=14; n=064; T =14,2.

Gid tri kiém dinh thuc nghiém

14,2 — 14
b = ————— /64 ~ 6,67,
! 0,24

Vi ty > to mén ta bdc b6 H, chap nhan K. Nghia la chap nhdn
nghi ngo trén.
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2.5.2 Kiém dinh gia thiét vé ti 1é
Day la dang bai so sanh gia tri ti 1é p ciia dam dong X véi gia tri pg
cho trude. Cé hai dang bai toan kiém dinh gia thiét vé ti 16
a. Kiém dinh hai phia

Van dé dat ra 6 day la v6i mic ¥ nghia o va mot gia tri py cho
truée, danh gid vée cap gia thiét thong ké

H:p=py; K: p#po.

Véindalénva H : p=pydingthiT = Fpo\/ﬁgN(O, 1),
po(1 — po)
khi d6
L F —po
PIT € W,|H diang] = IP’U\/H‘ > ta/g] a,
po(1 — po)

trong d6 mién bac bo W, = (—00, —ta/2) U (ta/2, +00).

Quy tic thyc hanh: Khi npy > 5; n(1 — py) > 5.
o Xéc dinh gia tri kiem dinh thuc nghiém

f—Dpo
tiy, = —— )
po(1 — po) vn

o So sanh gia tri cua ty, v6i mitc phan vi ¢, s, néu
|tin| < taj2: chap nhén H.
|tin| > ta2: bac bd H, chap nhan K.

Vi du 2.5.4. Mot hang sin zudt dia cing cong b rang: cé 10% dia
cting ctia hang phdi bao hanh trong thoi gian 2 ndm dau st dung. Nquoi
ta dieu tra ngau nhién 200 khdch hang da s dung dia cing ciia hang
thi ¢é 29 dia cing phdi bdo hanh trong thoi gian 2 ndm dau st dung.
V&i mate 1 nghia 5%, ti 1é trong cong bo trén cé ding vdi thue té khong?
Gidi. Cap gid thiét thong ké: H: p=py=0,1; K : p# po.

n = 200; f=0,145; po = 0,1; a=0,05; t,/2 = 1,96.



2.5. KIEM PINH GIA THIET VE GIA TRI TRUNG BINH VA VE TI LE97

Gid tri kiém dinh thuc nghiém

0,145 — 0,1
by = — '~ V200 =~ 2,12.
e /0.1x0,0

Vi |tin| > tojo nén ta bac b6 H, chap nhin K. Nghia ld chap nhan
khing dinh cho rdng ti 1é trong cong bo trén khong ding vdi thuc té.

b. Kiém dinh mét phia

Tuong tu nhu bai toan kiém dinh vé gid tri trung binh, bai todn
kiém dinh ti 1é cfing c6 hai dang kiém dinh mot phia nhu sau:

o Kiém dinh 16n hon: H: p=py: K: p> po.

o Kiém dinh nhé hon: H: p=py: K: p < po.

Bing dudi diy sé trinh bay céc tiéu chuan kiém dinh ctia bai todn
kiém dinh ti 1&

" Diéu kién chap nhan H : p = py
tn
K:p=py | K:p>po| K: p<pp
J— o
/1| [tw| Stap | Pt <ta | tm > —ta
Po(1 — po)

Vi du 2.5.5. Mot trung tam dao tao nghé bdo cdo rang ti 1é ngudi hoc
tai trung tam kiém duoc viéc lam ngay sau khi tot nghiép la 70%. Mot
mau ngaw nhién gom 200 ngudi da tot nghiép & trung tam cho thay
c6 130 nguoi kiém duoe viéc lam ngay sau khi tot nghiép. V&i maic i
nghia 5%, kiém dinh xem phdi chdng ti lé trong bdo cdo ctia trung tam
la cao hon thuc té.
Gidi. Cap gid thiét thong ké: H: p=py=0,7; K : p < po.

n = 200; f=0,65; po=0,7, a=0,05; t, = 1,64.

Gid tri kiém dinh thuc nghiém

0,65 —0,7
b = —— " /200 ~ —1,54.
0, 7Tx0,3

Vit > —to nén ta chap nhan H. Nghia la chap nhan 4 kién cho
rang ti 1€ trong bdo cdo cia trung tam la ding thuc te.
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2.5.3 Boai toan so sanh

Gia stt ching ta c6 hai ddm doéng C; va Ca c6 chung mot dic diém can
nghién cttu nao dé; hai dai luong ngau nhién géc ddm déng tuong tng
lan luot 1& X; va X,. Trong muc nay ching ta dé cap dén dang bai
toan so sanh hai gid tri dic trung ctia hai dai luong ngau nhién nay.

So sanh hai gia tri trung binh

Hai dam dong C; va Cy ¢6 hai gia tri trung binh la EX; = pup va
EX5 = 115 can so sanh. Van deé dit ra ¢ day 1a véi mic ¥ nghia o cho
trude, danh gid vé cap gia thiét thong ke

H: p=p2; K:m#pe

Gid st DX, = 07, DX, = ¢2. Tt hai mau cu thé (z1, 29, ..., 7,,) clia
ddm dong Cy va (y1, y2, ..., Yn,) cia dam dong C, chiing ta xac dinh duge

trung binh mau va phuong sai hiéu chinh mau lan luct 1a 7y, T, 3, s3.

Quy tic thyc hanh
Trudng hop 1. o, 05 da biét.
o Xéc dinh gia tri kiem dinh tit thuc nghiém

Iy — T2
tﬁn — 2 2'

%1, 9%

ni D)

o So sdnh gid tri cua 4, véi mitc phan vi t, s, néu
|tin| < taje: chap nhan H.
|tin| > ta2: bac bd H, chap nhan K.
Ch1i ¥. Néu nhu kich thuée mau n; < 30 hoiic ny < 30 thi ta can
b6 sung thém dicu kién X, X, tudn theo ludt phan phoi chuan.

Vi du 2.5.6. Nguoi ta mudn so sanh tudi tho cia hai logi thiét bi dién
tii (trong diéu kién hoat dong lién tuc) dugdc sdin xudat bdi hai cong nghé
khdc nhau. Biét rang dé léch chuan tudi tho cia thiét bi duge sin zudt
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tr cong nghé thi nhat va cong nghé thit hai tuong ing la 120 gio va
125 gio. Thit nghiém 50 thiét bi cho moi cong nghé trén thu dugde tudi
tho trung binh ciua ching tuong ing la 264 gio va 245 gio. Voi mic vy
nghia 5%, tuoi tho cta hai logi thiét bi dién ti duoc sdn zuat t hai
cong nghé trén cé khdc nhau khong?
Gidi. Cap gid thiét thong ké: H : puy = po; K 1 g # o.

o1 = 120; 09 = 125; ny = ny = 50; T = 264; Ty = 245;

a = 0,05; t,n =1,96.

Gid tri kiém dinh thuc nghiém

264 — 245
tin = ~ 0,78
J 1202 . 1252
50 50

Vi |ti| < toje nén ta chap nhan H. Nghia la chap nhan khang dinh
rang tuoi tho cia hai logi thiét bi dién ti dude sdn zudt tu hai cong
nghé trén la giong nhau.

Trudng hop 2. 07, 03 chua biét va ny > 30,ny > 30.
o X4c dinh gia tri kiem dinh tit thuc nghiém

X1 — T2
ttn = 2 2'
51 53
ni no

o So sanh gia tri cua ty, v6i mitc phan vi ¢, s, néu
|tin| < tajo: chap nhén H.
tin| > ta/2: bac bo H, chap nhan K.

Trudng hgp 3. X1, X, c¢6 phan phdi chuan, o? = o2 chua biét va
ny < 30,n9 < 30.
o X4c dinh gia tri kiem dinh tit thuc nghiém

- = —1)g2 —1)s2
! . trong d6 s? = (1 Jsi+ (n2 )52 :
52<1_|_ 1)
ny N2

ttn -

n1+n2—2
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© So sanh gia tri cta ty, v6i mitc phan vi ¢(,, 1n,—2.4/2), néu
tin] <t na—2,0/2): chap nhan H.
|ttn| > t(n1+n2—2,a/2): béac bo H, Chép nhén K.

Vi du 2.5.7. Hai mdy tu dong ding cdt nhiing thanh kim logi vdi cing
mot yéu cau. Tw mdy thi nhat lay ra 12 sin pham thu duoc chiéu dai
trung binh la 55cm va do léch chudan mau la 0,3cm, ti mdy thd 2 lay
ra 18 sdn pham cé cdc két qud tuong tdng la : 55,2cm va 0,2cm. Vi
mic 1 nghia la 0,1, ddnh gid vé nhan dinh: hai mdy dé sdn zudt ra cdc
thiét bi cung kich c¢6. Gid st rang kich ¢d sdn pham ti 2 mdy cé phdn
phoi chudn va c¢é cung phuong sai.

s1 = 0,3cm; s9 = 0,2; ng = 12; no = 18; T7 = Sdem; Ty = 55,2,

a = 0,], t(28;0,05) = 1, 701.

Gid tri kieém dinh thuc nghiém

,  11x0,3°+17 % 0,22

28
55 — 55,2

" \/0,06 (&+%)

Vi |tm| > trs.0,05) nén ta bac bo H, chdap nhdn K. Nghia la chdp
nhdn nhdn dinh cho rang hai mdy dé sin zudt ra cdc thiét bi khong
cung kich co.

~ 0, 06;

S

t ~ —2,2.

D6i v6i bai todn so sanh 2 gid tri trung binh, c6 hai dang bai toan
kiém dinh mot phia nhu sau:

o Kiém dinh 16n hon: H : ;= po; Kt g > po.

o Kiém dinh nhé hon: H @y = po; Kt g < po.

Giai quyét bai toan kiém dinh mot phia duge phan chia céc trudng
hop gidng nhu trong bai todn kiém dinh hai phfa. Tiéu chuan kiém
dinh tmg v6i 3 trudng hop dude mé ta qua bang tong hop sau:
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Truong hop ty Diéu kién chap nhan H : 1 = o
: n
K> po K < o
T — X9
THI U%+ Oj tin < ta tin = —t,
n]_ n2
Tl — T
TH2 i% + i% tin < ta tin = —tg
(5] 19
T1 — Ty
TH3 32(1 n 1) tin < s tmg—2.0) | tn = —t(n tny-2.0)
ny TL2

Vi du 2.5.8. Vi gid thiét nhu 6 Vi du 2: s; = 0,3cm; sy = 0,2, nq =
12; ny = 18; @1 = Sdem; T3 = 55,2. Danh gid nhan dinh: may thi hai
san xudt ra thiét bi c¢é kich cd lén hon mdy thid nhat.
Giadi. Cdp gid thiét thong ké: H : pn = o ; K1 1 < po.

a = 0,1; teso1) =1,313. Gid tri kieém dinh thuc nghiém

2~ 0,06; t, ~ —2,2.

Vi ty, < —t(28:01) nén ta bdac b6 H, chap nhan K. Nghia ld chap
nhdn nhan dinh cho rang mdy thd hai sdn zudt ra thiét bi ¢ kich co
l6n hon mdy thi nhat.

So sanh hai ti 1€

Hai ddm dong C; va Cy c6 hai ti 1é p; va py can so sanh. Van dé dat ra
§ day 1a v6i mtc ¥ nghia a cho trude, ddnh gid vé cap gid thiét thong
ké
H:p=p; K: p#pa

T mau cu thé kich thude n; clia ddm dong C; ta xac dinh dugc
k; phan ti c6 dic diém can nghién citu, do d6 ti1é mau 1a f; = ki /nq;
tuong tu déi véi mau kich thude ny ciia ddm dong C» ta xéc dinh duge
kQ va fg = kg/ﬂg.
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Quy téc thuc hanh: Khi ny,ny di 16n.
o Xéc dinh gia tri kiem dinh tit thuc nghiém

Ly, = fl_ff = trong dé f:klikQ.
i U5

1— I

V- )

¢ So sanh gia tri cua 4, voi mic phan vi t, s, néu
|tin| < taje: chap nhan H.
|tin| > tas2: béc bd H, chap nhan K.

Cht y 2.5.9. Khi kich thudec mau diéu tra cang lon thi két qud kiém
dinh cang chinh zdc, ¢ mic do tuong doi khdi niém ni,ne di lon & ddy
duoc hiéu la théa man hai diéu kién: (n1+ns)f > 10, (ni+ng)(1—f) >
10.

Vi du 2.5.10. Nguoi ta kiém tra ngdu nhién 400 sin phaim tu ddy
chuyén thit nhdt thi ¢ 24 phé phim, kiém tra 800 sdin pham ti ddy
chuyén thit hai thay c¢d 42 phé pham. Vi mic § nghia o = 0,05, ti lé
phé pham cia 2 ddy chuyén trén cé nhu nhau hay khong ?
Gidi. Cap gid thiét thong ké: H : p1 = po; K : p1 # po.

ta2 = 1,96; f1=0,06; f» =0,0525; f=0,055.

Gid tri kiém dinh thuc nghiém

0,06 — 0,0525

ttn —
¢0, 055 x 0,945(1,/400 + 1/800)

~ 0,537.

Vi [tim| < tas2 nén ta chap nhan H. Nghia la chap nhin khang dinh
cho rang ti 1é phé phdm cia 2 ddy chuyén trén la nhu nhau.

Tuong tu nhu bai todn kiém dinh vé gid tri trung binh, bai todn
kiém dinh ti 1é cling c6 hai dang kiém dinh mot phia nhu sau:

o Kiém dinh 16n hon: H: py=ps; K : p1 > po.

o Kiém dinh nhé hon: H: pr=ps; K : p1 < po.

Bang dudi day sé trinh bay céc tiéu chuan kiém dinh ctia bai todn
kiém dinh ti 1é:
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biéu kién chap nhan H : p; = po
K:pi#p | K:pr>p2| K: p1 <p

ttn

fi—f
1 1 ) ‘ttn’ < ta/2 ttn < toz ttn 2 _toz

(s

ny  n»

Vi du 2.5.11. Dung thuéc A cho 200 bénh nhan thi cé 160 nguodi khoi
bénh. Ding thudc B cho 300 bénh nhan thi cé 210 nguoi khéi bénh. Vi
mic ¢ nghia o = 0,04, hiéu qud cta thudc A cé cao hon thudc B hay
khong?
Giai. Cap gid thiét thong ké: H : p1 =po; K : p1 > po.

to =175, f1=08; fo=0,7; f=0,74.

Gid tri kiém dinh thuc nghiém

(0,8 —-0,7)

ttn —
¢0, 74 x 0,26(1/200 + 1/300)

~ 2,497.

Vi ty, > to nén ta bdc b6 H, chdp nhan K. Nghia la chap nhan
khang dinh cho rang hiéu qud cia thuéc A cao hon thudc B.

2.6 Hbi quy va tuong quan

2.6.1 M3& dau

Trén cting mot dam déng C cé hai dac diéem dinh lugng can nghién
citu, hai dai luong ngau nhién goc ddm déng tuong tng lan ludt 1a X
va Y. Bai toan dit ra ¢ day 1a tim hiéu mitc do phu thudc gitta hai dai
luong ngau nhién va tim biéu thtc biéu dién su lién hé gitta ching.

Pay 1a mot van dé hoan toan thuc té, su phu thuoc ctia hai dai
luong ngau nhién X va Y cé thé phan thanh ba loai:

o Su phu thudc ham s6: ton tai ham ¢ dé Y = ¢(X).

o Su phu thudc théng ké: khi X thay doi thi phan phdi xéc suat
ctia Y ciing thay doi.
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o Su phu thudc tuong quan: X thay ddi thi ky vong ¢ diéu kién
E(Y|X) ciing thay ddi, nghia 13 E(Y|X) = ¢(X) # hang s6.

Néu ¢(X) = AX + B thi ta néi X va 'Y c6 tuong quan tuyén tinh,
trong truong hop ngude lai thi ta néi X va 'Y cé tuong quan phi tuyén.

Phu thuoc tuong quan 1 trudng hop riéng ciia phu thuoc théng keé,
nghia 1a néu phu thudc tuong quan thi c6 su phu thuoc vé phan phéi
x4c suat. Khi phan tich do phu thudc tuong quan gitta hai dai luong
ngau nhién X va Y thi ta khong can xét dén truong hgp né doc lap
v6i nhau.

2.6.2 Hé sb tuong quan miu
Ching ta da dugc lam quen v6i khéi niém hé sb tuong quan gitta hai
dai luong ngau nhién X va Y

_cov(X,Y) E(XY)-EXEY

PXY) = %D VDX DY

D6 1a s6 do mittc do phu thudc tuyén tinh gitta hai dai lugng ngau
nhién X va Y, nhung néu chua biét dudc phan phdi xéc suat thi hé sé
tuong quan 1y thuyét p(X, Y) chua xac dinh duge. Do dé ta tim cach
u6e luong p(X, Y) bdi mdt gid tri thu duge tit mau quan sat, gid tri
d6 duodc goi 1a hé so tuong quan mau.

Gié st ta c6 n cap quan sat (x1, y1), (T2, Y2), -y (Tn, yn) cia (X, Y),
hé so tuong quan mau dude tinh theo cong thic

Do vay

n n n
nY XY — DT Y, Y _
i—1 =1 i—1

T = = s

J”ix%_(n”;y $”éy3—<iy)2 sy
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1 n
trong A6 Ty = — > 195
=1

Tuong tu nhu hé s6 tuong quan, hé s6 tuong quan mau ciing cé
tinh chat |r| < 1. Biéu dién céc cap (z;, ;) ciia mau 1én mdt mat
phing toa do tao thanh ddm mAay diém. Hinh anh clia ddm may diém
thé hién moi quan hé gitta X va Y. Néu dam may diém c6 xu huéng
tap trung quanh moét dudng thang nao dé (cé hé sb gbc khéc 0) thi
7| cAng gan 1 va ta c6 thé két ludn X, Y c6 quan hé gan véi quan hé
tuyén tinh (tuong quan tuyén tinh), con néu né phan tan thanh hinh
tron hay hinh vuong thi |r| gan bang 0.

Vi du 2.6.1. Bdng s6 liéu sau dday la két qud thu thap ti mot cong ty
ve doanh thu (X) vd s6 tien danh cho qudng cdo (Y') clia mot sé thdng
nhu sau:

X (tidong) |5 7 8 11 9

Y (tricu dong) | 45 60 75 90 80

Hay zdc dinh hé s6 tuong quan mau.
Giai. Bang tinh

2 2

51 45 | 225 | 25 | 2025
7160 | 420 | 49 | 3600
S 75 | 600 | 64 | 5625
11 90 | 990 | 121 | 8100
91 80 | 720 | 81 | 6400

(40]350] 2955 340] 25750

Hé s6 tuong quan mau
52955 — 40 - 350
T =
V5 - 340 — 402 /5 - 25750 — 3502

Cha ¥y 2.6.2. Truong hop so liéu thu thap cé kich thudce lon, dang bdng
cé tan so ching ta cting lap bdang tinh trung gian nhu trén sau doé su
TY—T7Y
dung cong thic: r = H
Sx Sy

~ 0,98.
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2.6.3 Phuong trinh hdi quy thuc nghiém
Phuong trinh hdi quy

Meénh dé 2.6.3. Trong tit cd cde ham h(X) dung dé uéc heong Y thi
o(X) = E(Y|X) la ham cé sai s6 binh phuong trung binh nhé nhat.
Nghia la

E(Y —E(Y|X))" <E(Y — h(X))".

Chitng minh.
E(Y — h(X)) = E(Y —E(Y]X) + E(Y|X) — h(X))
—E(Y —E(Y|X))? + E(E(Y|X) — h(X))"+
28] (¥ — B(Y 1)) (E(Y]X) - h(X))]

V6i moi ham k(X)) ta luon c6

E(k(X) B(Y|X)) = [ [k(x) [ yp(yle) dy|px(z) d
= [ [ k@) yp(ylz)px (z) dz dy
= //k(fﬁ)yp(x, y) dedy = E(K(X)Y).
bit k(X) = E(Y|X) — h(X), suy ra
E[(Y ~ E(Y|X)) (B(V]X) — h(X))] = E[(¥ ~ E(V]X)) k(X))
=E[k(X)Y] - E[k(X)E(Y|X)| = 0.
Do do

E(Y — h(X)) ’

E(Y —E(Y|X))* +E(E(Y|X) — h(X))
E(Y — E(Y|X))%

WV

]

Nhu viy E(Y|X) 1a ham u6c lugng Y c6 sai s6 binh phuong trung
binh nhé nhat. Phuong trinh ¢(X) = E(Y|X) dugc goi 1a phuong trinh
hoi quy ctia Y theo X.
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2.6.4 Heé s6 hdi quy tuyén tinh thuc nghiém

Gia st X 1a dai luong ngau nhién ddc 1ap con Y 1a dai luong ngau
nhién phu thudc va giita ching cé tuong quan tuyén tinh

E(Y|X)=AX + B, A#Q0,

trong d6 A, B chua biét va ducc goi 1a hé s6 hoi quy by thuyét.

Bai toan. Can ct vao n cap quan sat (x1, 1), (T2, ¥2), -y (T, Yn)
clia (X, Y), ta can di tim mot phuong trinh y = ax + b u6c lugng cho
phuong trinh hoi quy tuyén tinh 1y thuyét E(Y|X) = AX + B.

Phuong trinh y = az + b dudc goi 1a phuong trinh hoi quy tuyén
tinh thuc nghiém; a va b dudc goi 1a hé so hoi quy tuyén tinh thuc
nghiém cua Y theo X. Chung ta st dung phuong phap binh phuong
bé nhat dé xac dinh gia tri clia a va b.

Nhu vay, gitta gid tri thuc nghiém va gia tri xac dinh tit phuong
trinh hoi quy tuyén tinh thuc nghiém tai x; ¢ sai s6 |y; — (az; + b)).
Tiéu chuan dé x4c dinh phuong trinh hoi quy tuyén tinh thuc nghiém
y = ax + b 13 ddm bdo dude yéu cau

n

Fa,b) = Y (yi — (az; +b))" = min.

Tim cuc ticu ctia F(a,b) dan dén hé phuong trinh

OF(a, b) b) n N
aa ;( xl_b)xl_oa
OF(a, b) b) n
— ZE_:( y; —ax; — b) =0,

tuong duong véi hé
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Giai hé phuong trinh bac nhat déi véi a va b, ta dudc

n n n
YT — DT ) Y
i=1 i=1 =1 .

a =

Ngoai ra, hé s6 hoi quy tuyén tinh thuc nghiém con c¢é thé xic dinh
nhd cong thitc tuong duong
Ty -~ Ty

8%
b=7—az.

a =

Vi du 2.6.4. Vdi gid thiét nhu ¢ Vi du|2.6.1):
n=>5 > x;=40; Yy =350; 3 a7 = 340; > zy; = 2955.

a. Tim phuong trinh hoi quy tuyén tinh thuc nghiém cia y theo .

b. Néu doanh thu ctia mét thdang nao dé la 10 ti dong, hay du dodn
chi phi qudng cdo ctua cong ty thding do la bao nhiéu.
Gidi. a. Hé s6 hoi quy tuyén tinh thuc nghiém

5 x 2955 — 40 x 350 350 — 7,75 x 40 g
5 x 340 — (40)2 5 B

Phuong trinh hoi quy tuyén tinh thuc nghiém: y = 7,75z + 8.

b. x = 10 suy ra y = 85,5 . Vay chi phi quang cdo cua thang do
khodng 85,5 triéu dong.

=7,75; b=

BAI TAP

1. Cho vi du vé dam dong, mot sd dic diem c6 thé nghién citu va céc
phuong phép thuc hién viéc ldy mau trén ddm dong do.
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2. Phan biét sy khac nhau gitta mau ngau nhién va mau cu thé, cho
vi du minh hoa.

3. Phan biét su khac nhau gitta dic diém dinh luong va dic diém
dinh tinh. Cho vi du vé hai dic diém ciing nghién citu trén mot
dam dong.

4. Khi do do dai ctia 36 chi tiét duge 1ay ngau nhién tit mot loai san
pham, ngudi ta thu dudge bang sb liéu sau day:
151416 14 151213 16 13 12 15 13 16 13 15
1316 1316 13 1512 151514 14 1515 16 15

a. LAp bang tan s6 va bang tan suat.
b. Vé biéu dd da gidc tan s6 va tan suét.
c. Tim ham phan phdi mau.
5. Du6i day 1a s6 lieu dude lay ngau nhién ve thoi gian doi clia céc

khach hanh (tinh bang gidy) tai quay thanh todn tién & mot siéu
thi dbi v6i 48 khach hang:

3 24 34 5 14 22 3 19 13 32 19 4 24 30 48 24
14 16 3 4 5 14 19 41 43 16 48 4 58 13 10 60
12 14 14 22 3 16 14 4 34 32 4 19 12 24 13 26

a. Lap bang tan s6 ghép 16p va bang tan suat ghép 16p.
b. Vé bang to chitc d6 tan s6 va tan suit.
c. Tinh trung binh mau, phuong sai mau va phuong sai hiéu chinh

mau.

6. Mau diéu tra c6 kich thudc 35 ddi véi hai dic diém X va Y cla
mét loai san pham dudce két qua cho béi bang sb lieu dudi day:
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T X\Y [ 64 [ 65 | 66 |

6-10 3 8 3
10-14 0 o} 2
14-16 6 1 0
16-20 0 3 4

a. Lap bang tan so, tan suat ctua Y.

b. Nhitng san pham dugc goi la dat chat luong néu X < 16 va
Y > 64. Tinh ti 16 san pham dat chat Iuong.

c. Lap bang tan s6 va tinh trung binh mau ctia chi tiéu Y déi véi
cac san pham c6 X > 10.

7. Co quan quan ly thi trudng 1ay sb liéu ve gia thanh ban 1é ctia mot
loai san pham tai 40 dai Iy (don vi: ngan), ngudi ta thu dugc bang
tan s6 nhu sau:

7 [19]20 | 21|22
n;| 8 16| 6|10

a. Tim ham phan phdi mau.

b. Tinh trung binh mau va d6 léch chuan mau.

8. Tim ham phan phéi mau, trung binh mau, phuong sai hiéu chinh
mau d6i véi hai mau cu thé sau:

9. Diéu tra ngau nhién y kién ctia 2500 s6 khach hang thudng xuyén
di xe taxi vé chat luong phuc vu ctia 3 hang taxi thu dudce két qua
sau day:
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10.

11.

12.

13.

Chat luong Hang taxi
phuc vu A | B | C
Rat tot | 140 | 110 | 205

Kha 230 | 150 | 350

Binh thuong | 350 | 225 | 520

Kém 80 | 15 | 125

Hay tinh dac trung mau cho ting hang taxi va néu danh gid so bo
tir s6 lieu dieu tra trén.

Gia st (X1, Xo, ..., X;;) 1& mau ngau nhién kich thuée n cia ddm
dong X ¢6 EX = p. Chting minh rang

1
n—1

SERS

é(xi _0)? v é(xi _ X

déu 1 cac uée lugng khong chéch ciia phuong sai DX

Gia st (X1, Xo, ..., X;,) 14 mau ngau nhién kich thudc n tit phan
phdi v6i ham mat do 1a:

I .
p(x,6) = 569 véi x>0, 0 >0,
0 voi x < 0.

Tim w6c luong hiéu qua cua 6.

Gia stt (X1, Xo, ..., X;;) 1& mau ngau nhién kich thude n tit phan
phéi Poisson véi tham s6 EX = DX = A > 0. Tim uéc luong hop
Iy t6i da ctia .

Dbé xéc dinh d6 chinh xac ctia mot chiée can, ngudi ta tién hanh
can mot qua ta. Ket qua thu duge sau 7 lan can nhu sau:

159,8 159,7 160,2 159,6 160,4 1595 160,6 (kg)

(a) Tim u6c luong khong chéch ctia khdi Iugng qua can.
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(b) Tim u6c luong khong chéch clia phuong sai s6 do trong hai
truong hop:
~ Biét khéi luong qué can 13 160 ke.
- Chua biét khéi luong ctia qui can.

14. Co quan quan Iy thi trudng lay s6 lieu vé gid thanh ban 1é ctia mot
loai san pham tai 40 dai 1y, ngudi ta thu dude bang tan s6 nhu
sau: (don vi: ngan dong)

xi [ 39|40 [ 41 | 42
ni| 8 16| 4 |12

(a) Tinh trung binh mau Z v phuong sai mau hiéu chinh s2

(b) V6i dd tin cay 95%, uéc lugng khoéng gia thanh ban 1é trung
binh moi sén pham.

15. Mot day chuyén san xuat nhitng thanh kim loai c¢6 chiéu dai tudn
theo ludt phan phéi chuan. Ngudi ta chon ngau nhién ra mét sd
thanh va do chiéu dai (don vi: cm) clia chiing, thu dude day s6 liéu
sau:

149: 151: 148; 152; 151; 152; 149: 148: 149; 151; 152; 149; 151;
149: 152.
(a) Tinh trung binh mau 7 va phuong sai mau hiéu chinh s2.

(b) V6i do tin cay 90%, u6c lugng khoédng do dai trung binh cia
moi thanh kim loai.

16. Mot day chuyeén tu dong déng gbéi mot loai bao gao ¢ khdi luong
tuan theo luit phan phdi chuan véi d6 léch chuan 1a 0,5. Nguoi ta
can kiém tra 20 bao gao, thu dugc bang tan sé6 nhu sau: (don vi:
kg)
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17.

18.

19.

20.

21.

(a) Tinh trung binh mau Z va phuong sai mau hiéu chinh s?.

(b) Vé6i do tin cay 98%, udc luong khoang khéi lugng trung binh
clia moi bao gao.

Nha san xuit mubn udc luong khoi luong st trong mdi cudén dugce
san xuat tit mot day chuyen cong nghé qubc gia. Theo tiéu chuan
ctia cong nghé, do léch chuan 1a 8 kg. Diéu tra mot mau 50 cudn
dugc khoi lugng st trung binh 1a 97kg.

(a) V&i do tin cay 1a 99%, udc luong khoi lugng sat trung binh clia
mot cudn.

(b) Véi d6 tin cay 1a 99%, uéc luong khéi luong sat trung binh tdi
thiéu ctia mot cuon.

(c) Néu nha san xuat mudn wée luong khéi luong sat trung binh
cia moi cudn dam bao dd chinh x4c 14 2 kg thi can dieu tra
thém bao nhiéu cudn ntua.

Mot cong ty c6 500 dai 1y, dé danh gid vé mutc doanh thu, ngusi
ta ldy mau gom 36 dai 1y. Két qua thu duge nhu sau: doanh thu
trung binh 14 84,5 triéu ddng va dd léch chuan mau 1a 3 triéu dong.
Véi d6 tin cdy 99%, hay ubc luong doanh thu tdi thicu va t6i da
cua cong ty.

Ngudi ta do chiéu sdu ctia bién bang mot loai thiét bi dién ti, két
qué do tudn theo luat phan phdi chuan c6 phuong sai 400m?. Véi
do tin cay 14 95%, can phai do it nhat bao nhiéu lan dé két qua cé
sai s6 khong vugt qua 15m.

Mot mau théng ké c6 kich thuée n = 64, tuan theo ludt phan phdi
chuan v6i trung binh mau 1a 200, dd léch chuan mau 1a 3. Tim do
tin cdy ctia udc luong néu khodng ude luong 1a (199, 201).

bé danh gid hiéu qua ctia mot loai thude, ngusi ta dem sit dung
cho 1000 bénh nhan thi ¢6 820 ngudsi khoi bénh. Véi do tin cay 96
%,
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(a) Hay udc lugng khodng cho ti 1é chita khoi bénh ctia loai thude
trén.

(b) Hay u6c luong ti 1& chita bénh t6i da va tbi thicu ctia loai thude
trén.

22. T 1é chinh pham ctia mét nha may 1a 90%. Véi dd tin cay 95%,
mudn ude luong ti 1é chinh pham ctia nha may véi do dai khoang
tin cdy khong qua 0,02 thi phai kiém tra it nhat bao nhiéu san
pham?

23. Mot kho hang ton gom 10.000 chiée but bi. LAy mau gom 100 chiéc
bit ti kho hang ra kiém tra thi ¢6 75 chiéc dat chat luong. Véi
do tin cdy 95%, hay udc luong khoang ti 1é s6 but khong dat chat
luong va suy ra khoang tin cdy s6 but khong dat chat luong cuia
kho.

24. Tai mot bang c6 4 tritu ngudi tham gia bau cit, ngudi ta phong
van ngau nhién 1000 ct tri thi c¢6 720 ¢ tri ing ho mot Gng cit
vien A. Véi do tin cay 14 95%, c6 it nhat bao nhiéu cit tri clia bang
d6 da ung ho tng c vién A7

25. Bé danh gia trit luong cé trong mot hd nudi, ngudi ta bat 1000 con
c4 va danh dau chiing, sau dé tha lai ho. Lan thit hai ngusi ta bat
200 con thi thay c6 30 con dudc ddnh dau. Véi do tin cay 1a 95%,

(a) Hay uéc luong trit luong ca trong ho.
(b) Néu mudn sai s6 clia udc lugng gidm di mot nita thi can phai

bat bao nhiéu con ca.

26. Quy dinh ctia mot thiét bi phai cé chieu dai 1& 300cm va do léch
chuan 14 3cm. T mot 16 hang nguoi ta lay ra 40 chiée, két qua
thu duge do dai trung binh la 301,2cm. V6i miic ¥ nghia 5%, 16
hang trén c6 dat tiéu chuan hay khong?

27. Trong diéu kién chin nudi binh thudng, luong sita thu dude trung
binh hang ngay ctia mot loai giong bo sita 14 19,4 (don vi: kg/ngdy).
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

Lay mau 49 con bo sita ¢ mot trang trai thu dugc luong sita trung
binh ctia moét con trong mdt ngay 1a 18,9 va do léch chuan mau la
3,24. V6i muc y nghia a = 0,08, lugng stta thu duge hang ngay tu
bo sita clia trang trai ¢6 ding chuan khéng?

Khéi lugng chuan cia mét bao gao dude déng géi bang day chuyén
tu dong 1a dai lugng ngau nhién c¢6 phan phdi chuan véi khéi luong
moi bao 1a 50 kg. Sau mdt thoi gian hoat ddng nguoi ta nghi ngd
khéi luong do6 cé xu huéng gidm sut. Can 28 bao gao thu dude khoi
lugng trung binh mdi bao 1a 49,8 kg va do léch chuan mau 1a 0,6
kg. V6i mitc ¥ nghia 1%, hay két ludn vé nghi ngd néi trén.

Thoi gian trude day, sd tien ghi tiét kiém trung binh ctia moi
khach hang vao ngan hang A 13 1000 USD. Sau dot tang 1ai suat
tiét kiém, kiém tra ngau nhién 36 khach hang thu dugc két qua:
s6 tien gii trung binh 1a 1060 USD va d6 léch chuan mau 1a 100
USD. V6i mitc ¥ nghia 4%, viéc ting 1ai suat c6 lam tang luong
tien gui tiét kiem ctia mdi khach hang khong?

Mot kénh truyen théng tuyén bé rang 30% khén gid truyeén hinh
yéu thich cac chuong trinh phat séng ctia ho. Tham do v kién ngau
nhién qua mang déi v6i 800 ngudi xem truyen hinh thi c6 192 nguoi
yeu thich cdc chuong trinh ctia kénh truyén thong dé. Véi miic y
nghia 0,08, ti 1é trong tuyén bd trén c6 dung véi thuc té khong?

Ti 1é phé pham ctia mot nha may trude day 1a 10%. Sau khi cai
tién k¥ thudt, kiém tra 400 san pham thi thay c6 38 phé pham. Véi
mic ¥ nghia 13 1%, kiém tra xem viéc cai tién k¥ thudt c6 mang
lai hiéu qua khong?

Ti 16 ngudi chita khéi mot loai bénh bang loai thube ci 1a 80%.
Ngudi ta thay thé bang loai thuéc méi dé chita bénh cho 1000
ngudi thi cé 820 ngudi khéi bénh. Véi mic ¥ nghia 1%, c6 thé két
ludn thudéc méi t6t hon thude cii khong?

Hai giong vit dudc nuodi sau 4 thang. LAy mau n; = 50 § giéng vit
thit nhat, duse T; = 1.9kg va s? = 1. LAy mau ny = 80 & gidng vit
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thit hai, dugc To = 2kg va s = 0.8. V6i mic ¥ nghia o = 10%, hai
giéng vit nay c6 trong luong trung binh bang nhau khong?

34. Chon ngau nhién 20 dai 1y c6 4p dung khuyén mai thu dudc sb
luong ban trung binh méi ngay 14 140 sin pham va do léch chuan
mau 13 12; con tai 20 dai 1y khong c6 khuyén mai dudce 2 s6 licu
tuong tng 1a 120 va 10. Gia st luong hang ban dudc c6 phan phoi
chuan, c¢6 ciing phuong sai. Vi mitc ¥ nghia 5%, hinh thtc khuyén
mai c6 lam tidng s6 luong hang ban khong?

35. Mot cong ty ban hang mudn kiém tra hiéu qué tiu viéc thay doi
kiéu dong géi. Chon 2 mau: mau 1 1a 35 dai Iy ban hang theo loai
g6i cil va mau 2 1a 35 dai 1y ban hang theo loai géi méi dé théng
ké ve s6 gbi hang ban ra sau mot thang, thu dude 2 gid tri dac
trung cho 2 mau tuong ting nhu sau: loai gbi cti: T1 = 560 goi, véi
s1 = 20; loai gbéi méi: T3 = 580 gobi, vii so = 30. V6i muc y nghia
1%, hay danh gia viéc thay do6i kieu déng géi c6 dem lai hiéu qua
hay khong?

36. Dé so sanh ti 16 ndy mam cia hai giéng cdy trong diéu kién d6 am
thap. Ngudi ta dem gieo 200 hat gidng loai I thi c¢6 150 hat nay
mam, gieo 300 hat gidng loai IT thiy c6 210 hat ndy mam. Véi mitc
¥ nghia o = 0,05, ti 16 ndy mam trong diéu kién d6 am thap cta
2 gidng cdy trén c6 nhu nhau khong ?

37. Lay s6 liéu thuc té tit cac ho gia dinh vay von clia ngadn hang néng
nghiép déi véi 2 huyén. Huyén A: ¢6 2000 ho vay thi c¢6 1692 ho sit
dung tién vay c6 hiéu qué; huyén B: c¢6 1000 ho vay thi c¢6 810 ho
stt dung tien vay c6 hiéu qua. Véi mitc ¥ nghia 5%, ti 1é ho st dung
tien vay c6 hiéu qué ctia huyén A cé cao hon ¢ huyén B khong?

38. Dé danh gia vé chat luong san pham ctia nha méy do 2 day chuyén
sén xudt. Ngudi ta kiém tra ngdu nhién 200 sdn pham tit day
chuyén thit nhat thi c¢6 15 phé pham, kiém tra 300 san pham tit
day chuyén thit hai thay c¢6 21 phé pham. Tu sd liéu thu duge ¢6
thé danh gid so bo day chuyén nao lam viéc tét hon. Véi mtec ¥
nghia o = 0,08, kiém dinh danh gid so bo dé.
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39.

40.

41.

42.

C6 hai phuong phap gico mot loai hat giéng: theo phuong phap
A, gieo 125 hat thiy c6 90 hat ndy mam; theo phuong phép B,
gieo 100 hat thay c6 85 hat nay mam. T s6 liéu thu dude ¢ thé
danh gid so bo phuong phap gieo nao tot hon. Véi mitc ¥ nghia
a = 0,05, kiem dinh danh gia so bo dé.

Tai mot nha may lam viéc theo che do 3 ca: budi sang, buoi chieu
va budi toi, chon ngau nhién mdt s6 san pham dé kiém tra chat
lwong, thu duge bang so liéu sau

Chéat lugng Ca

Sang | Chieu | Toi

Chinh pham | 84 64 70
Phé pham 2 8 2

V6i mitc v nghia o = 0,05, ¢6 thé két luan chat luong sdn pham
phu thudc vao ca lam viéc khong?

Tai mot nha may c6 4 phan xudng: I, II, III, IV; cling san xuat
ra mot loai san pham véi 3 tiéu chi danh gid chat luong: Loai A
(t6t), loai B (dat), loai C (chua dat). Kiém tra 1000 san pham khi
nhap tong kho, thu dude bang s6 liéu sau

Chat luong | Loai | Loai | Loai
Xuéng A B C
I 105 | 90 | 25
IT 135 | 102 | 13
I11 124 | 100 | 6
IAY 146 | 138 | 16

V6i mitc ¥ nghia o = 0,01, ¢ thé két ludn chat luong san pham
phu thudc vao phan xuéng san xuat khong?

Bang s6 liéu sau day 1a két qua théng ké vé tong gia tri hang nong
san (X) va tong dau tu xdy dung dudng giao théng (V) ciia mot
huyén trong 6 nidm nhu sau: (don vi: ti dong)
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X |60 45 75 90 80 70
Y7 5 8 11 9 10

(a) Hay x4c dinh hé sb tuong quan mau.

(b) Tim phuong trinh héi quy tuyén tinh thuc nghiém cta y theo
x.

(c) Néu tien dau tu xdy dung dudng giao thong ctia mot ndm nio
dé 1a 8,6 ti dong, hay du doan tong gia tri hang néng san nam
dé la bao nhiéu ?

43. Bang s6 liéu sau day 1a két qua thu ducc ctia mot cong ty ve sb
tien danh cho céc hoat dong cham sé6c khiach hang (X) va doanh
thu (Y) trong 6 thang nhu sau:

X8 9 7 10 9 11

Y [600 700 500 900 800 1100 (don vi: triéu dong).

(a) Hay x4c dinh hé s6 tuong quan mau.

(b) Néu chi phi danh cho céc hoat dong cham séc khach hang ctia
mot thang nao doé 1a 10,5 triéu dong, hay du doan doanh thu
cua cong ty thang dé la bao nhiéu ?

44. Théng ké ghi lai dan s6 ctia mot tinh qua 8 nam tit nam 1985 dén
1992 dugc bang s6 sau

Nam \1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992

Dan s6 (10000) | 50 51 51 53 54 56 59 60

Dbé thudn tién trong tinh todn ta dat x = “nam” — 1985 va y =
“dan s6” — 50 (don vi 10000 ngudi). Hay tim phuong trinh hoéi quy
tuyén tinh thuc nghiém cia y theo x.

45. Tinh hé s6 tuong quan mau va phuong trinh hoi quy tuyén tinh
thuc nghiém ciia y theo x dua vao bang tan sb sau:
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x| 17114112 115112 | 20
yi 31133125129 |27 |40
nil 24110 3]5]|6

46. Bang sb litu sau day chi ra su phu thudc ctia nang suat thu hoach
Y theo lugng phan bén X cua mot loai hoa mau trén 100 thira
ruong.

X
2012513035
400 1121 5 |1 | 1
420 6 |18 3 | 2
450 | 2 101 9
490 111020

Y

Tinh hé s6 tuong quan mau va phuong trinh hoi quy tuyén tinh
thuc nghiém ctia nang suat thu hoach theo luong phan bén.
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3

Mot s6 mo6 hinh toan
kinh té

~

3.1 Mobt s6 moé hinh toan kinh té dién
hinh

3.1.1 M5 hinh lap ké hoach san xuét

3.1.2 M6 hinh bai toan van tai

3.1.3 M5 hinh bai toin khau phan thirc dn

3.1.4 Mobt sé mé hinh khéac

3.2 Bai todn quy hoach tuyén tinh

3.2.1 Mobt sd dinh nghia va tinh chét

3.2.2 Cip bai toan dbéi ngau va tng dung

3.3 Phuong phap Eidn hinh giai bai toan
quy hoach tuyén tinh

3.3.1 Co sé ly luan cia phuong phap don hinh

3.3.2 Thuat toan don hinh cho bai toan quy hoach
c6 co s6 don vi

3.3.3 Thuat toan don hmh cho bai toan qui hoach

y o L 2N .
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