
đề cương bài giảng: xác suất
thống kê và toán kinh tế
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Let your light so shine before men, that they may
see your good works, and glorify your Father
which is in heaven (Matthew 5:16).
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1

Xác suất của biến cố và phân
phối xác suất

“Better than a thousand days of diligent study is one day with a
great teacher.”

– Japanese Proverb, http://quotationsbook.com

Giới thiệu
Cho đến nửa đầu thế kỷ hai mươi, lý thuyết xác suất mới trở nên một khoa
học được xây dựng chặt chẽ bằng hệ tiên đề Kolmogorov. Cho đến nay, lý
thuyết xác suất được ứng dụng vào rất nhiều ngành khoa học khác nhau,
trong đó có các ví dụ điển hình như sau:

• Lý thuyết xác suất được sử dụng trong di truyền học như là một mô
hình cho sự đột biến và đóng một vai trò quan trọng trong ngành
tin-sinh.

• Nhiều ngành lý thuyết phát triển cao xem các loại nhiễu trong các thiết
bị điện tử và hệ thống giao tiếp như là các quá trình ngẫu nhiên.

• Rất nhiều các mô hình trong nghiên cứu biến đổi khí quyển sử dụng
các khái niệm của lý thuyết xác suất.

• Xác suất đóng vai trò nền tảng của ngành lý thuyết tài chính.

• Xác suất được sử dụng để nghiên cứu các hệ thống phức hợp và cải tiến
độ tin cậy của các hệ thống đó, ví dụ như các hệ thống trong thương
mại hiện đại hoặc không quân.

3
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Trong chương này chúng ta sẽ nghiên cứu các khái niệm cơ bản của lý
thuyết xác suất như không gian mẫu, biến cố ngẫu nhiên, độ đo xác suất, xác
suất có điều kiện, và tính độc lập. Qua đó, chúng ta sẽ từng bước xây dựng
nên mô hình toán học cho các hiện tượng ngẫu nhiên và tính xác suất của
các biến cố, xác suất có điều kiện thông qua các công thức tính xác suất như
công thức cộng xác suất, công thức nhân xác suất, công thức xác suất toàn
phần và công thức Bayes. Bên cạnh đó, chương này cũng giới thiệu những
kiến thức cơ bản về biến ngẫu nhiên, vector ngẫu nhiên, hàm phân phối, các
phân phối xác suất quan trọng và các đặc trưng của biến ngẫu nhiên như kỳ
vọng, phương sai và độ lệch tiêu chuẩn.



2

Thống kê và các suy luận thống
kê

Giới thiệu
Trong Chương 1, chúng ta đã nghiên cứu về các bài toán mang yếu tố ngẫu
nhiên. Dựa vào các kiến thức của Chương 1, chúng ta sẽ nghiên cứu các bài
toán của thống kê toán học và xử lý số liệu.

Thống kê toán học là khoa học nghiên cứu các phương pháp thu thập,
phân tích, xử lý các số liệu để đưa ra các suy luận có cơ sở khoa học phục
vụ cho việc quản lý tự nhiên, xã hội.

Nội dung chính của chương này bao gồm:

• Mẫu ngẫu nhiên

• Bài toán ước lượng tham số

• Bài toán kiểm định giả thuyết

• Bài toán phân tích tương quan và hồi quy.

5
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Một số mô hình toán kinh tế

Giới thiệu

Trong Chương này, chúng ta sẽ vận dụng các kiến thức của lý thuyết xác
suất, thống kê, đại số tuyến tính và quy hoạch tuyến tính để nghiên cứu một
số mô hình toán kinh tế. Nội dung của chương bao gồm:

• Một số mô hình toán kinh tế điển hình như mô hình lập kế hoạch sản
xuất, mô hình bài toán vận tải, mô hình bài toán khẩu phần thức ăn,
mô hình bài toán lập kế hoạch kinh doanh, mô hình bài toán sản xuất
đồng bộ, mô hình bài toán cân đối liên ngành, mô hình bài toán đầu
tư thị trường chứng khoán.

• Bài toán quy hoạch tuyến tính.

• Phương pháp đơn hình giải bài toán quy hoạch tuyến tính.

• Mô hình bài toán vận tải.

7
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Chuẩn đầu ra của chương

Mục tiêu Mô tả CĐR Mức độ
giảng dạy

G1.3 Nắm vững nội dung và phương pháp giải bài
toán quy hoạch tuyến tính, các mô hình toán
kinh tế điển hình.

T,U

G2.7 Vận dụng các kiến thức về xác suất, thống
kê, quy hoạch tuyến tính vào giải quyết một
số mô hình toán kinh tế như bài toán lập kế
hoạch sản xuất, bài toán vận tải, bài toán
khẩu phần thức ăn, bài toán quyết định tối
ưu và các mô hình khác nảy sinh trong thực
tế ngành kinh tế.

U

G3.1 Có thái độ tích cực hợp tác với giáo viên và
các sinh viên khác trong quá trình học và làm
bài tập.

T

G3.2 Phân công công việc trong một nhóm bài tập
một cách hiệu quả.

U

G3.3 Có khả năng thuyết trình các vấn đề tự học
ở nhà và báo cáo kết quả làm việc của bản
thân và của nhóm.

U

Nội dung của chương

3.1 Bài toán quy hoạch tuyến tính

3.1.1 Một số mô hình toán kinh tế điển hình
3.1.1.1 Mô hình lập kế hoạch sản xuất

Phát biểu bài toán: Một cơ sở có thể sản xuất hai loại sản phẩm A và B,
từ các nguyên liệu I, II, III. Chi phí từng loại nguyên liệu và tiền lãi của một
đơn vị sản phẩm, cũng như dự trữ nguyên liệu cho trong sau đây.

Sản phẩm \ Nguyên liệu I II III Lãi
A 2 0 1 3
B 1 1 0 5
Dự trữ 8 4 3

Hãy lập bài toán thể hiện kế hoạch sản xuất sao cho tổng số lãi lớn nhất,
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trên cơ sở nguồn dự trữ nguyên liệu đã có.
Thiết lập mô hình toán: Gọi x, y lần lượt là số sản phẩm A và B được sản
xuất (x, y ≥ 0).

Khi đó ta cần tìm x, y ≥ 0 sao cho tổng số lãi là lớn nhất, nghĩa là

f(X) = 3x+ 5y ⇒ max

với điều kiện nguyên liệu: 2x + y ≤ 8, 1.y ≤ 4, 1.x ≤ 3. Tức là ta cần giải
bài toán quy hoạch tuyến tính sau

max{f(X) = 3x+ 5y}

với điều kiện


2x+ y ≤ 8
y ≤ 4
x ≤ 3
x, y ≥ 0.

3.1.1.2 Mô hình bài toán khẩu phần thức ăn
Phát biểu bài toán: Một khẩu phần thức ăn có khối lượng P , có thể cấu

tạo từ n loại thức ăn. Giá mua một đơn vị thức ăn loại j là cj. Để đảm bảo
cơ thể phát triển bình thường thì khẩu phần cần m loại chất dinh dưỡng.
Chất dinh dưỡng thứ i cần tối thiểu cho khẩu phần là bi và có trong một
đơn vị thức ăn loại j là aij. Ta nên cấu tạo một khẩu phần thức ăn như thế
nào để ăn đủ no, đủ chất dinh dưỡng mà có giá mua rẻ nhất?
Thiết lập mô hình toán: Gọi xj là số đơn vị thức ăn loại j được cấu tạo trong
khẩu phần. Khi đó ta có bài toán quy hoạch tuyến tính

min{f(X) =
n∑

j=1
cjxj}

với điều kiện



n∑
j=1

xj = P

n∑
j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, 2, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

3.1.1.3 Mô hình bài toán vận tải
Phát biểu bài toán: Người ta cần tổ chức vận tải một loại hàng từ n nơi

phát đến m nơi thu. Nơi phát thứ j có số lượng hàng là aj, nơi nhận thứ i
cần số lượng hàng là bi. Cước phí vận tải một đơn vị hàng từ nơi phát j tới
nơi nhận i là cij. Ta nên tổ chức vận tải như thế nào để bảo đảm phát hết
và nhận đủ số hàng, mà có tổng cước phí bé nhất.
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Đây là bài toán rất hay gặp trong thực tế. Chú ý rằng “hàng” ở đây có
thể là hàng hoá thông thường, có thể là lượng thông tin cần chuyển tải, có
thể là sự phân phối lao động nào đó, ...
Thiết lập mô hình toán: Gọi xij là số lượng hàng vận tải từ j tới i (xij ≥ 0).
Khi đó tổng cước phí sẽ là

f(X) =
n∑

j=1

m∑
i=1

cijxij ⇒ max

với điều kiện:
+ nhận đủ hàng:

n∑
j=1

xij = bi, i = 1, 2, ...,m,

+ phát hết hàng:
m∑

i=1
xij = aj, j = 1, 2, ..., n.

Từ đó ta có bài toán quy hoạch tuyến tính

min{f(X) =
n∑

j=1

m∑
i=1

cijxij}

với điều kiện



n∑
j=1

xij = bi, i = 1, 2, ...,m,
m∑

i=1
xij = aj, j = 1, 2, ..., n,

xij ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n.

3.1.1.4 Mô hình bài toán lập kế hoạch kinh doanh

Phát biểu bài toán: Một doanh nghiệp dự định kinh doanh một loại mặt
hàng theo kế hoạch, trong một đơn vị thời gian gồm n kỳ xác định (chẳng
hạn 1 năm gồm 12 tháng hoặc 4 quý). Ở kỳ thứ j giá mua vào của một đơn
vị hàng là pj và giá bán ra là qj. Sức chứa của kho dự trữ cho kỳ thứ j tối đa
là Qj và kinh phí lưu kho của một đơn vị hàng là rj. Hỏi nên tổ chức kinh
doanh như thế nào (nên mua vào và bán ra bao nhiêu ở mỗi thời kỳ) để có
tổng số lãi lớn nhất. Biết rằng dự trữ ban đầu trong kho đã có số lượng hàng
là s0.
Thiết lập mô hình toán: Gọi xj (xj ≥ 0) là lượng hàng mua vào và yj (yj ≥ 0)
là lượng hàng bán ra ở kỳ kế hoạch thứ j (j = 1, 2, ..., n). Nếu không tính chi
phí bảo quản thì tổng số lãi của doanh nghiệp trong một đơn vị kế hoạch là

n∑
j=1

qjyj −
n∑

j=1
pjxj.
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Với tổng số hàng lưu kho ở kỳ kế hoạch thứ j là

s0 +
j∑

i=1
(xi − yi).

Tuy nhiên, do hàng lưu kho ở mỗi thời kỳ cần tới kinh phí bảo quản nên
theo yêu cầu của bài ra ta cần thêm tổng kinh phí bảo quản lưu kho là

n∑
j=1

rj

(
s0 +

j∑
i=1

(xi − yi)
)
.

Vậy tổng số lãi thực có sẽ là

n∑
j=1

qjyj −
n∑

j=1
pjxj −

n∑
j=1

rj

(
s0 +

j∑
i=1

(xi − yi)
)
⇒ max .

Với điều kiện phụ thuộc sức chứa của kho ở mỗi kỳ kế hoạch là

0 ≤ s0 +
j∑

i=1
(xi − yi) ≤ Qj, j = 1, 2, ..., n.

Từ đó ta có mô hình toán học là bài toán quy hoạch tuyến tính:

max


n∑

j=1
qjyj −

n∑
j=1

pjxj −
n∑

j=1
rj

(
s0 +

j∑
i=1

(xi − yi)
)

với điều kiện

 0 ≤ s0 +
j∑

i=1
(xi − yi) ≤ Qj, j = 1, 2, ..., n,

xj, yj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

3.1.1.5 Mô hình bài toán sản xuất đồng bộ
Phát biểu bài toán: Có m máy công cụ khác nhau, tham gia sản xuất một

loại sản phẩm gồm n chi tiết khác nhau. Số máy mỗi loại tham gia quá trình
được giả thiết là 1 chiếc, số chi tiết cấu thành sản phẩm được chia theo tỷ
lệ một - một (do vậy có thể coi số chi tiết mỗi loại cấu thành sản phẩm là
1). Năng suất máy thứ i sản xuất chi tiết thứ j là aij (đơn vị chi tiết/đơn
vị thời gian), i = 1, ...,m, j = 1, ..., n. Hãy bố trí thời gian cho các máy sản
xuất các chi tiết sao cho số sản phẩm đồng bộ sản xuất được là nhiều nhất.
Thiết lập mô hình toán: Ta cần tìm thời gian phân bố cho máy thứ i sản
xuất sản phẩm thứ j trong một chu kỳ (một đơn vị thời gian) làm việc.
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Gọi xij là phần thời gian trong một đơn vị thời gian làm việc của máy i
sản xuất sản phẩm thứ j. Khi đó xij phải thoả mãn các điều kiện:

+ Giá trị của biến: xij ≥ 0.
+ Tổng thời gian máy i thực hiện sản xuất n sản phẩm trong 1 đơn vị

thời gian làm việc
n∑

j=1
xij ≤ 1, i = 1, 2, ...,m.

+ Số chi tiết thứ j sản xuất được bởi m máy là

fj =
m∑

i=1
aijxij, j = 1, 2, ..., n.

+ Số sản phẩm đủ bộ sẽ có là

f = min{fj : j = 1, 2, ..., n} = min{
m∑

i=1
aijxij, j = 1, 2, ..., n}.

Bài toán đặt ra là: Tìm X = (xij), i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n sao cho

max f = max{min
j
{

m∑
i=1

aijxij, j = 1, 2, ..., n}}

với điều kiện


n∑

j=1
xij ≤ 1, i = 1, 2, ...,m,

xij ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n.

Chú ý rằng từ điều kiện

f = min{
m∑

i=1
aijxij, j = 1, 2, ..., n},

ta có
f ≤

m∑
i=1

aijxij, j = 1, 2, ..., n.

Hay là

−
m∑

i=1
aijxij + f ≤ 0, j = 1, 2, ..., n.

Do vậy, bài toán nêu trên có thể viết lại tương đương với bài toán quy
hoạch tuyến tính: Tìm X = (xij), i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n và f sao cho

max f
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với điều kiện



n∑
j=1

xij ≤ 1, i = 1, 2, ...,m,

−
m∑

i=1
aijxij + f ≤ 0, j = 1, 2, ..., n,

f ≥ 0, xij ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n.

3.1.1.6 Mô hình bài toán cân đối liên ngành

Phát biểu bài toán: Khi nghiên cứu quá trình tái sản xuất xã hội, phương
pháp cân đối liên ngành (CĐLN) xem toàn bộ nền kinh tế quốc dân (hoặc
một địa phương cụ thể nào đó) như một thể thống nhất, bao gồm n ngành
sản xuất sản phẩm khác nhau. Đồng thời cũng chính n ngành sản xuất này
lại là ngành tiêu thụ. Các ngành sản xuất được thực hiện tính theo 1 đơn vị
thời gian xác định (chẳng hạn 1 năm, hoặc 1 quý, hoặc 5 năm ...), ta gọi là
thời gian kế hoạch.

Giả sử trong thời gian kế hoạch, ngành thứ i có tổng sản lượng tương ứng
là Xi (i = 1, 2, ..., n) và được sử dụng:

+ một phần giữ lại cho bản thân dưới dạng bán thành phẩm, tiêu dùng
nội bộ cho sản xuất của ngành mình, ký hiệu là xii (xii ≥ 0),

+ một phần khá lớn đầu tư (cung cấp) cho ngành j 6= i (j = 1, 2, ..., n)
dưới dạng thiết bị, nguyên - nhiên - vật liệu, ký hiệu là xij (xij ≥ 0),

+ phần còn lại là sản phẩm cuối cùng phục vụ tích luỹ, dự trữ, hao hụt,
viện trợ, tiêu dùng, ..., ký hiệu là Yi (Yi ≥ 0).

Khi đó ta có phương trình CĐLN

Xi =
n∑

j=1
xij + Yi, i = 1, 2, ..., n,

hay là

Yi = Xi −
n∑

j=1
xij, i = 1, 2, ..., n,

Phương trình cân đối liên ngành thường được thể hiện trên bảng CĐLN.
Việc xây dựng bảng cân đối liên ngành nhằm lập kế hoạch sản xuất cần được
thể hiện đầy đủ hơn trên cơ sở đòi hỏi của kế hoạch được đặt ra (cân đối
dạng hiện vật hay cân đối dạng giá trị, cân đối liên ngành đóng hay mở, ...).
Phương pháp giải quyết bài toán này gọi là phương pháp ma trận lập kế
hoạch CĐLN.

Nếu coi X0 là toàn bộ nguồn lao động xã hội có thể huy động vào sản
xuất, a0j là số lao động cần thiết để sản xuất ra một đơn vị tổng sản lượng
ngành j, lấy mục tiêu là làm cực tiểu chi phí lao động xã hội trong toàn bộ
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nền kinh tế, thì ta được mô hình toán học là bài toán quy hoạch tuyến tính

min{f =
n∑

j=1
}a0jXj

với điều kiện

 Yi = Xi −
n∑

j=1
xij, i = 1, 2, ..., n,

Xi, Yi, xij ≥ 0, i = 1, 2, ..., n, j = 1, 2, ..., n.

3.1.1.7 Mô hình bài toán đầu tư thị trường chứng khoán

Phát biểu bài toán: Một công ty dự định dùng khoản quỹ đầu tư T triệu
đồng để mua một số cổ phiếu ở 4 thị trường chứng khoán A, B, C, D. Nhằm
đa dạng hoá danh mục đầu tư để phòng ngừa rủi ro, công ty đưa ra các giới
hạn trên của số tiền mua từng loại chứng khoán, tương ứng là TA, TB, TC , TD

(đơn vị: triệu đồng). Lãi suất (trung bình năm) của các chứng khoán trong
thời điểm hiện tại tương ứng là cA, cB, cC , cD. Ngoài ra, để ngăn ngừa rủi ro
trong đầu tư, công ty còn quy định khoản đầu tư vào loại cổ phiếu A và C
phải chiếm tỷ lệ ít nhất là 55%, loại cổ phiếu B phải chiếm ít nhất 15% trong
tổng số tiền đầu tư.

Hãy xác định số tiền công ty sẽ mua từng loại cổ phiếu (một danh mục
đầu tư) sao cho không vượt quá khoản dự kiến ban đầu, đảm bảo đòi hỏi về
đa dạng hoá, đồng thời đạt mức lãi (trung bình) cao nhất.
Thiết lập mô hình toán: Gọi xA, xB, xC , xD, (xA, xB, xC , xD ≥ 0), tương ứng
là các khoản tiền từ quỹ đầu tư dùng để mua các loại chứng khoán A, B, C,
D. Từ các đòi hỏi về đa dạng hoá và về quỹ đầu tư ta có các bất phương
trình:

xA ≤ TA, xB ≤ TB, xC ≤ TC , xD ≤ TD,

xA + xC ≥ 0, 55(xA + xB + xC + xD),
xB ≥ 0, 15(xA + xB + xC + xD),
xA + xB + xC + xD ≤ T.

Mức lãi tương ứng với (xA, xB, xC , xD) là

cAxA + cBxB + cCxC + cDxD → max .

Như vậy, ta có bài toán quy hoạch tuyến tính:
Xác định danh mục đầu tư (xA, xB, xC , xD) sao cho

max{cAxA + cBxB + cCxC + cDxD}
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với điều kiện



xA ≤ TA, xB ≤ TB, xC ≤ TC , xD ≤ TD,
xA + xC ≥ 0, 55(xA + xB + xC + xD),
xB ≥ 0, 15(xA + xB + xC + xD),
xA + xB + xC + xD ≤ T,
xA, xB, xC , xD ≥ 0.

3.1.2 Bài toán quy hoạch tuyến tính
3.1.2.1 Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng tổng quát

Bài toán có dạng

min(hoặc max){f(X) =
n∑

j=1
cjxj} (3.1)

với điều kiện:



n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, ..., k,
n∑

j=1
aijxj ≥ bi, i = k + 1, k + 2, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., r (r ≤ n).

gọi là bài toán quy hoạch tuyến tính tổng quát (hay còn gọi tắt là bài toán
quy hoạch tuyến tính).

Hàm f(X) gọi là hàm mục tiêu.
Các điều kiện đặt ra gọi là điều kiện buộc của bài toán.
Điểm X ∈ Rn thỏa mãn một điều kiện buộc nào đó và xảy ra dấu đẳng

thức thì ta nói X thỏa mãn chặt, còn nếu không xảy ra dấu đẳng thức thì ta
nói X thỏa mãn lỏng điều kiện buộc đó.

Mỗi X = (xj) ∈ Rn thỏa mãn hệ điều kiện buộc gọi là một phương án.
Ta thường ký hiệu tập phương án là M .

Một phương án làm cực tiểu (hoặc cực đại) hàm mục tiêu gọi là một
phương án tối ưu (hay gọi là nghiệm của bài toán).
3.1.2.2 Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc

Bài toán quy hoạch tuyến tính có dạng

min{f(X) =
n∑

j=1
cjxj} (3.2)

với điều kiện:


n∑

j=1
aijxj = bi, i = 1, 2, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.
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gọi là bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc.
Chú ý rằng bài toán quy hoạch tuyến tính tổng quát có thể đưa về bài

toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc tương đương nhờ các quy tắc sau
đây (xin dành cho độc giả phần chứng minh tương đương):

+ Nếu có max{f(X)} thì ta đổi thành min{−f(X)}. Sau khi tìm được
phương án tối ưu, ta có max{f(X)} = −min{−f(X)}.

+ Nếu có bất đẳng thức
n∑

j=1
aijxj ≥ bi hoặc

n∑
j=1

aijxj ≤ bi thì ta đưa thêm

ẩn phụ xn+i ≥ 0 với hệ số hàm mục tiêu cn+i = 0 để có
n∑

j=1
aijxj − xn+i = bi hoặc

n∑
j=1

aijxj + xn+i = bi.

+ Nếu có ẩn xk chưa ràng buộc về dấu, thì ta có thể thay nó bởi hai ẩn mới
x′k ≥ 0, x′′k ≥ 0, với xk = x′k − x′′k.
Ví dụ 1. Đưa bài toán quy hoạch tuyến tính sau đây về dạng chính tắc

max{f(X) = −x1 + x2 + x3}

với điều kiện:


x1 + x2 + x3 = 5
x1 − 2x2 + x3 ≤ 3
x1 + x2 − x3 ≥ 4
x1, x3 ≥ 0.

Giải. Ta thay max{f(X)} bởi min{−f(X)}, đưa thêm ẩn phụ x4, x5 ≥ 0 và
thay x2 bởi x2 = x′2 − x′′2, với x′2, x′′2 ≥ 0, để có

min{x1 − x′2 + x′′2 − x3}

với điều kiện:


x1 + x′2 − x′′2 + x3 = 5
x1 − 2x′2 + 2x′′2 + x3 + x4 = 3
x1 + x′2 − x′′2 − x3 − x5 = 4
x1, x

′
2, x
′′
2, x3, x4, x5 ≥ 0.

Như vậy, từ nay về sau ta chỉ cần nghiên cứu bài toán quy hoạch tuyến
tính ở dạng chính tắc. Trong trường hợp cần thiết, chúng ta sẽ nhắc lại với
các dạng khác nhau.

Để thuận lợi trong trình bày, chúng ta đưa ra các cách viết khác nhau
của bài toán (3.2) như sau:

a) Cách viết theo ma trận:
Ký hiệu ma trận hàng C = (c1 c2 ... cn) cấp 1 × n, các ma trận cột

X = (x1 x2 ... xn)T cấp n × 1, B = (b1 b2 ... bm)T cấp m × 1 và ma trận
A = (aij) cấp m× n.
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Khi đó ta có bài toán
min{CX}

với điều kiện:
{
AX = B
X ≥ 0.

b) Cách viết theo vectơ:
Ký hiệu các vectơ

C = (c1, c2, ..., cn) ∈ Rn, X = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn

A0 = (b1, b2, ..., bm) ∈ Rm, Aj = (a1j, a2j, ..., amj) ∈ Rm, j = 1, 2, ..., n.
Khi đó ta có bài toán

min〈C,X〉

với điều kiện:
{
x1A1 + x2A2 + ...+ xnAn = A0
x1, x2, ...., xn ≥ 0.

Ví dụ 2. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc
min{f = x1 − x2 + x3}

với điều kiện:


x1 + x2 + x3 = 5
x1 − 2x2 + x3 + x4 = 3
x1 + x2 − x3 − x5 = 4
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.

Ta có ma trận A và các ma trận cột (vectơ cột) Aj là

A =

 1 1 1 0 0
1 −2 1 1 0
1 1 −1 0 −1

 ,

A1 =

 1
1
1

 , A2 =

 1
−2
1

 , A3 =

 1
1
−1

 , A4 =

 0
1
0

 , A5 =

 0
0
−1

 .
3.1.2.3 Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn tắc

Khi bài toán quy hoạch tuyến tính có dạng

min{f(X) =
n∑

j=1
cjxj} (3.3)

với điều kiện:


n∑

j=1
aijxj ≥ bi, i = 1, 2, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

thì ta nói bài toán có dạng chuẩn tắc.
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3.1.3 Một số tính chất của bài toán quy hoạch tuyến
tính

3.1.3.1 Một số kiến thức cần thiết về giải tích lồi trên không gian
Rn

∗ Tổ hợp lồi: Cho hệ hữu hạn điểm X1, X2, ..., Xk trên Rn. Khi đó, mỗi
điểm

X =
k∑

j=1
λjXj, λj ≥ 0,

k∑
j=1

λj = 1

gọi là một tổ hợp lồi của hệ điểm đã cho.
∗ Tập hợp lồi: Tập hợp M ⊂ Rn được gọi là tập hợp lồi nếu với bất kỳ

hai điểm X, Y ∈M và số thực λ ∈ [0, 1] ta có

Z = λX + (1− λ)Y ∈M.

∗ Điểm cực biên: ChoM ⊂ Rn là một tập hợp lồi. Điểm X ∈M được gọi
là điểm cực biên của M nếu không tồn tại X1 và X2 thuộc M và λ ∈ (0, 1)
sao cho

X = λX1 + (1− λ)X2.

∗ Tập M = {X = (xj) ∈ Rn : ∑n
j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ...,m} là một tập

lồi. Khi đó, ta gọi M là tập lồi đa diện.
∗ Tập lồi đa diện M được gọi là bị chặn nếu tồn tại số thực L > 0 sao

cho với mọi X = (xj) ∈M ta đều có |xj| ≤ L, j = 1, 2, ..., n.
∗ Tập lồi đa diện khác rỗng và bị chặn gọi là đa diện lồi.
∗ Định lý. (Định lý biểu diễn đa diện lồi) Đa diện lồi M có hữu hạn

điểm cực biên X1, X2, ..., Xr và mọi điểm thuộc đa diện lồi đều là tổ hợp lồi
của các điểm cực biên, nghĩa là mọi X ∈M thì

X =
r∑

j=1
λjXj, λj ≥ 0,

r∑
j=1

λj = 1.

3.1.3.2 Một số tính chất cơ bản của bài toán quy hoạch tuyến tính
Tính chất 1: Tập phương án của bài toán quy hoạch tuyến tính là một

tập lồi đa diện.
Điểm cực biên của tập lồi các phương án gọi là phương án cực biên.
Tính chất 2: Nếu tập phương án của bài toán quy hoạch tuyến tính là

đa diện lồi thì tồn tại phương án cực biên tối ưu.



3.1. BÀI TOÁN QUY HOẠCH TUYẾN TÍNH 19

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, ta xét bài toán quy hoạch tuyến
tính dạng min. Giả sử M là tập phương án. Theo định lý biểu diễn đa diện
lồi thì M có hữu hạn phương án cực biên X1, X2, ..., Xr và với mọi X ∈ M
ta có

X =
r∑

i=1
λiXi, với mọi λi ≥ 0,

r∑
i=1

λi = 1.

Đặt
f(Xl) = min

1≤i≤r
f(Xi).

Khi đó,

f(X) = f(
r∑

i=1
λiXi)

=
r∑

i=1
λif(Xi)

≥
r∑

i=1
λif(Xl)

= f(Xl)
r∑

i=1
λif(Xl) = f(Xl).

Vậy f(X) ≥ f(Xl) với mọi X ∈ M . Điều này có nghĩa là Xl là phương
án tối ưu.

Tính chất 3: Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính có phương án tối ưu,
thì có ít nhất một phương án cực biên tối ưu.

Chứng minh. Xem tài liệu [2].
Tính chất 4: Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc. Phương

án X = (xj) là cực biên khi và chỉ khi hệ vectơ cột {Aj : xj > 0} độc lập
tuyến tính.

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, giả sử phương án X có dạng

X = (x1, x2, ..., xk, 0, ..., 0)

trong đó x1, x2, ..., xk > 0.
Điều kiện cần: Cho X là phương án cực biên. Ta cần chứng minh hệ

A1A2...Ak độc lập tuyến tính.
Thật vậy, ta chứng minh bằng phương pháp phản chứng: Giả sử ngược

lại, hệ A1A2...Ak phụ thuộc tuyến tính. Khi đó, tồn tại αi 6= 0 sao cho

α1A1 + α2A2 + ...+ αkAk = 0.
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Do X là phương án nên

x1A1 + x2A2 + ...+ xkAk = A0.

Từ đó, ta có

(x1 ± θα1)A1 + (x2 ± θα2)A2 + ...+ (xk ± θαk)Ak = A0.

Vì x1, x2, ..., xk > 0 nên có thể chọn được θ > 0 đủ bé sao cho xi±θαi ≥ 0
với mọi i = 1, 2, ..., k. Khi đó ta được

X1 = (x1 + θα1, x2 + θα2, ..., xk + θαk, 0, ..., 0)
X2 = (x1 − θα1, x2 − θα2, ..., xk − θαk, 0, ..., 0)

là hai phương án khác nhau (vì tồn tại αi 6= 0).
Tuy nhiên, X = 1

2X1 + 1
2X2. Điều này mâu thuẫn với X là phương án

cực biên. Vậy hệ A1A2...Ak độc lập tuyến tính.
Điều kiện đủ. Cho hệ vector cột A1A2...Ak của ma trận A sao cho

x1A1 + x2A2 + ...+ xkAk = A0

(với x1, x2, ..., xk > 0) là độc lập tuyến tính. Ta cần chứng minh

X = (x1, x2, ..., xk, 0, ..., 0)

là phương án cực biên.
Ta chứng minh bằng phản chứng: Giả sử X không là phương án cực biên.

Khi đó, tồn tại Y1 = (y(1)
i ), Y2 = (y(2)

i ) thuộc M (Y1 6= Y2) sao cho

X = λY1 + (1− λ)Y2, 0 < λ < 1.

Do xj = λy
(1)
i + (1− λ)y(2)

i = 0 với 0 < λ < 1, j = k + 1, ..., n nên ta có
y

(1)
i = y

(2)
i = 0, với i = k + 1, ..., n. Tức là Y1 và Y2 thỏa mãn

y
(1)
1 A1 + y

(1)
2 A2 + ...+ y

(1)
k Ak = A0

y
(2)
1 A1 + y

(2)
2 A2 + ...+ y

(2)
k Ak = A0.

Từ đó, ta được

(y(1)
1 − y

(2)
1 )A1 + (y(1)

2 − y
(2)
2 )A2 + ...+ (y(1)

k − y
(2)
k )Ak = 0.

Vì Y1 6= Y2 nên tồn tại y(1)
i − y

(2)
i 6= 0. Do vậy, hệ vector A1A2...Ak phụ

thuộc tuyến tính. Điều này mâu thuẫn với giả thiết. Vậy X phải là phương
án cực biên.
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Tính chất được chứng minh xong.
Hệ vectơ cột {Aj : xj > 0} nêu trên còn được gọi là cơ sở liên kết của

phương án cực biên X = (xj). Các ẩn xj tương ứng với vectơ cột Aj trong
cơ sở liên kết được gọi là ẩn cơ sở.

Không mất tính tổng quát, các điều kiện buộc của bài toán quy hoạch
tuyến tính được giả thiết độc lập. Từ đó, ta suy ra:

a) Số toạ độ dương của phương án cực biên của bài toán quy hoạch tuyến
tính dạng chính tắc có tối đa là m.

b) Số phương án cực biên của bài toán quy hoạch tuyến tính là hữu hạn.
Tính chất 5: Phương án X của bài toán quy hoạch tuyến tính là phương

án cực biên khi và chỉ khi X thỏa mãn chặt ít nhất n điều kiện buộc độc lập.
Phương án cực biên có đủ m toạ độ dương được gọi là phương án cực

biên không suy biến. Từ định nghĩa này, ta thấy rằng phương án cực biên X
suy biến khi và chỉ khi nó thoả mãn chặt nhiều hơn n ràng buộc. Bài toán
quy hoạch tuyến tính có tất cả các phương án cực biên không suy biến được
gọi là bài toán không suy biến.

Ví dụ 3. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

max{f(X) = 3x1 + 5x2}

với điều kiện:


2x1 + x2 ≤ 8
x2 ≤ 4
x1 ≤ 3
x1, x2 ≥ 0.

a) Hãy chứng tỏ bài toán có phương án tối ưu.
b) Đưa bài toán đã cho về dạng chính tắc. Tìm phương án cực biên (nếu

có) ứng với cơ sở liên kết A2A3A5.
Giải: a) Ta thấy điểm (0, 0) là một phương án. Do vậy tập phương án khác

rỗng. Mặt khác, từ điều kiện 2x1 +x2 ≤ 8 và x1, x2 ≥ 0, ta có 0 ≤ x1, x2 ≤ 8.
Điều đó chứng tỏ tập phương án bị chặn. Vậy tập phương án là một đa diện
lồi. Theo Tính chất 2 thì bài toán có phương án tối ưu.

b) Đưa thêm ẩn phụ x3, x4, x5 ≥ 0, ta có bài toán dạng chính tắc như sau

min{−f(X) = −3x1 − 5x2}

với điều kiện:


2x1 + x2 + x3 = 8
x2 + x4 = 4
x1 + x5 = 3
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.
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Phương án cực biên ứng với hệ vectơ A2A3A5 (nếu có) phải có dạng

X = (0, x2, x3, 0, x5).

Thay vào hệ điều kiện buộc, ta thu được phương án cực biên cần tìm là
X = (0, 4, 4, 0, 3).

Tính chất 6: Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính có hai phương án tối ưu
khác nhau thì có vô số phương án tối ưu.

Chứng minh. Giả sử X1 và X2 là hai phương án tối ưu khác nhau:

f(X1) = f(X2) ≤ f(X) với mọi X ∈M.

Khi đó, ta xét Y = λX1 + (1− λ)X2 với 0 < λ < 1. Do M là tập lồi nên
ta suy ra Y là phương án. Mặt khác,

f(Y ) = λf(X1) + (1− λ)f(X2)
= λf(X1) + (1− λ)f(X1)
= f(X1) ≤ f(X)

với mọi X ∈M .
Điều này chứng tỏ Y cũng là phương án tối ưu. Như vậy bài toán có vô

số phương án tối ưu.
Tính chất 7: Mỗi phương án cực biên của tập phương án M đều tồn tại

một hàm mục tiêu để nó là phương án tối ưu duy nhất.
Chứng minh. Cho X = (xj) là phương án cực biên với cơ sở liên kết có

ma trận ký hiệu là B. Ký hiệu tập chỉ số cơ sở của X là J . Đặt

cj =
{

0 nếu j ∈ J,
1 nếu j /∈ J.

Rõ ràng ta có f(X) = 0 (f là hàm mục tiêu có các hệ số là (cj)).
Tuy nhiên, với mọi phương án Y ta đều có f(Y ) ≥ 0. Điều này chứng tỏ

X là phương án tối ưu.
Đồng thời, nếu có phương án Y = (yj) là phương án tối ưu thì f(Y ) = 0.

Do cj = 1 với mọi j /∈ J nên yj = 0 với mọi j /∈ J . Do ma trận B không suy
biến nên từ hệ phương trình BX = B và BY = B ta suy ra X = Y . Do đó,
phương án X là tối ưu duy nhất.

Tính chất 8: Nếu hàm mục tiêu f bị chặn dưới đối với bài toán min f
(bị chặn trên đối với bài toán max f) trên tập phương án khác rỗng thì bài
toán quy hoạch tuyến tính tồn tại phương án tối ưu.
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Nhận xét: Bài toán quy hoạch tuyến tính sẽ không có phương án tối ưu
khi và chỉ khi xảy ra một trong hai tình huống: hoặc là tập phương án rỗng,
hoặc là hàm mục tiêu không bị chặn trên tập phương án (bị chặn dưới đối
với bài toán min f và bị chặn trên đối với bài toán max f).

Ví dụ 4. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

max{f(X) = 3x1 − 5x2}

với điều kiện:


2x1 − x2 ≤ 8
x1 ≤ 3
x1, x2 ≥ 0.

Hãy chứng tỏ bài toán có phương án tối ưu.
Giải. Rõ ràng tập phương án M không bị chặn. Do đó ta không chứng

minh được theo cách đã làm ở Ví dụ 3.
Rõ ràng điểm (0, 0) là một phương án, do vậy tập phương án khác rỗng.

Do điều kiện x1 ≤ 3 và x2 ≥ 0 nên

f(X) = 3x1 − 5x2 ≤ 3x1 ≤ 9

với mọi X = (x1, x2) ∈ M . Do đó, hàm mục tiêu bị chặn trên xét trên tập
phương án. Theo Tính chất 8, ta suy ra bài toán đã cho có phương án tối
ưu.

3.1.4 Cặp bài toán đối ngẫu và ứng dụng
3.1.4.1 Cặp bài toán đối ngẫu

Cho bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn tắc

min{f(X) =
n∑

j=1
cjxj} (3.4)

với điều kiện:


n∑

j=1
aijxj ≥ bi, i = 1, 2, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

Bài toán (3.4) gọi là bài toán gốc.
Bài toán sau sẽ được gọi là bài toán đối ngẫu đối xứng của bài toán gốc:

max{g(Y ) =
m∑

i=1
biyi} (3.5)

với điều kiện:


m∑

i=1
aijyi ≤ cj, j = 1, 2, ..., n

yi ≥ 0, i = 1, 2, ...,m.
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Bài toán (3.4) cùng bài toán (3.5) tạo thành cặp bài toán đối ngẫu đối
xứng. Chú ý rằng do tính đối xứng của cặp bài toán nên khái niệm bài toán
gốc và bài toán đối ngẫu chỉ có tính chất tương đối, nghĩa là nếu bài toán
này là gốc thì bài toán kia là đối ngẫu.

Các bài toán (3.4) và (3.5) được viết dưới dạng ma trận là

min{CX : AX ≥ B,X ≥ 0},
max{Y B : Y A ≤ C, Y ≥ 0}.

Ta có thể hình dung cặp bài toán đối ngẫu được viết theo cách mô tả dạng
ma trận như sau:

min x1 x2 ... xn ≥ 0
n∑

j=1
≤ c1 ≤ c2 ... ≤ cn

a11 a12 ... a1n ≥ b1 y1
a21 a22 ... a2n ≥ b2 y2
... ... ... ... ... ...
am1 am2 ... amn ≥

bm

ym

max
m∑

i=1

Tổng quát, ta có các cặp đối ngẫu sau đây giữa bài toán gốc và bài toán
đối ngẫu và cũng chính là quy tắc để lập bài toán đối ngẫu của một bài toán
quy hoạch tuyến tính:

+ min đối ngẫu với max;
+ Các hệ số hàm mục tiêu c1, c2, ..., cn đối ngẫu với các hệ số tự do

b1, b2, ..., bm;
+ Ma trận hệ số A = (aij) đối ngẫu với ma trận chuyển vị của nó;
+ Điều kiện dạng đẳng thức, bất đẳng thức thứ i:

n∑
j=1

aijxj ≥ (≤,=)bi

đối ngẫu với điều kiện về dấu của ẩn thứ i. Khi đó, dấu của đẳng thức, bất
đẳng thức sẽ đối ngẫu với dấu của ẩn theo quy tắc sau:

“Nếu bài toán gốc là min thì giữ trước, đổi sau, nghĩa là dấu của điều
kiện dạng bất đẳng thức sẽ giữ nguyên, dấu của ẩn sẽ đổi. Nếu bài toán gốc
là max thì đổi trước, giữ sau, nghĩa là dấu của điều kiện dạng bất đẳng thức
sẽ đổi, dấu của ẩn sẽ giữ nguyên. Riêng điều kiện dạng đẳng thức sẽ đối ngẫu
sẽ là ẩn không ràng buộc về dấu”.
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Ví dụ 5. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

min{f = 2x1 − x2 + x3}

với điều kiện:


x1 + 2x2 − x3 ≥ 2
2x1 − x2 + 2x3 ≥ 5
x1, x2, x3 ≥ 0.

Bài toán đối ngẫu là

max{g = 2y1 + 5y2}

với điều kiện:


y1 + 2y2 ≤ 2
2y1 − y2 ≤ −1
−y1 + 2y2 ≤ 1
y1, y2 ≥ 0.

Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính cho dưới dạng chính tắc

min{f(X) =
n∑

j=1
cjxj} (3.6)

với điều kiện:


n∑

j=1
aijxj = bi, i = 1, 2, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

thì bài toán đối ngẫu sẽ là

max{g(Y ) =
m∑

i=1
biyi} (3.7)

với điều kiện:
{ m∑

i=1
aijyi ≤ cj, j = 1, 2, ..., n.

Khi đó, cặp bài toán (3.6) và (3.7) gọi là cặp bài toán đối ngẫu không đối
xứng.
3.1.4.2 Tính chất của cặp bài toán đối ngẫu

Tính chất 1: Với mọi cặp phương án X và Y của cặp bài toán đối ngẫu
đối xứng, ta có

g(Y ) ≤ f(X).

Tính chất 2: Nếu X∗, Y ∗ lần lượt là phương án của cặp bài toán đối
ngẫu, thoả mãn f(X∗) = g(Y ∗) thì X∗, Y ∗ lần lượt là phương án tối ưu của
mỗi bài toán.

Tính chất 3: (Định lý đối ngẫu) Xét cặp bài toán đối ngẫu. Khi đó
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a) Nếu bài toán này có phương án tối ưu thì bài toán kia cũng có phương
án tối ưu, đồng thời

min f(X) = max g(Y ).

b) Nếu hàm mục tiêu của bài toán này không bị chặn trên tập phương án thì
bài toán kia có tập phương án rỗng.

Nhận xét: Nếu tập phương án của bài toán gốc và bài toán đối ngẫu
đều khác rỗng thì chúng đều có phương án tối ưu.

Tính chất 4: (Định lý lệch bù) Cặp phương án X∗, Y ∗ của cặp bài toán
đối ngẫu là phương án tối ưu (của mỗi bài toán tương ứng) khi và chỉ khi với
mọi cặp điều kiện đối ngẫu, nếu điều kiện này thỏa mãn lỏng thì điều kiện
đối ngẫu thỏa mãn chặt.

Chúng ta có thể phát biểu tường minh định lý lệch bù cho hai trường
hợp cặp bài toán đối ngẫu đối xứng và cặp bài toán đối ngẫu không đối xứng
như sau:

a) Cặp phương án X∗ = (x∗j), Y ∗ = (y∗i ) của cặp bài toán đối ngẫu đối
xứng là phương án tối ưu (tương ứng của mỗi bài toán) khi và chỉ khi

+) Nếu x∗j > 0 thì
m∑

i=1
aijy

∗
i = cj

(hoặc nếu
m∑

i=1
aijy

∗
i < cj thì x∗j = 0),

+) Nếu y∗i > 0 thì
n∑

j=1
aijx

∗
j = bi

(hoặc nếu
n∑

j=1
aijx

∗
j > bi thì y∗i = 0).

b) Cặp phương án X∗ = (x∗j), Y ∗ = (y∗i ) của cặp bài toán đối ngẫu không
đối xứng là phương án tối ưu (tương ứng của mỗi bài toán) khi và chỉ khi
nếu x∗j > 0 thì

m∑
i=1

aijy
∗
i = cj (hoặc nếu

m∑
i=1

aijy
∗
i < cj thì x∗j = 0).

Ví dụ 6. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

min{f = x2 − x4 − 3x5}

với điều kiện:


x1 + 2x2 − x4 + x5 = 1
−4x2 + x3 + 2x4 − x5 = 2
3x2 + x5 + x6 = 2
x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0.

a) Điểm X = (1, 0, 0, 2, 2, 0) có phải là phương án tối ưu hay không?
b) Thay c2 = λ, tìm tất cả các giá trị của λ để phương án đã cho ở câu

a) là tối ưu.
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Giải. a) Trước hết ta thử các điều kiện cho thấy X đã cho là một phương
án. Xét bài toán đối ngẫu

max{g = y1 + 2y2 + 2y3}

với điều kiện:



y1 ≤ 0
2y1 − 4y2 + 3y3 ≤ 1
y2 ≤ 0
−y1 + 2y2 ≤ −1
y1 − y2 + y3 ≤ −3
y3 ≤ 0.

Do x1, x4, x5 > 0, nên áp dụng định lý lệch bù, ta có hệ phương trình:


y1 = 0
−y1 + 2y2 = −1
y1 − y2 + y3 = −3.

Giải hệ ta được nghiệm Y = (0,−1/2,−7/2). Thử lại điều kiện cho thấy
Y là phương án. Từ đó ta có X là phương án tối ưu (và ta cũng có được
Y là phương án tối ưu của bài toán đối ngẫu), với giá trị hàm mục tiêu
fmin = gmax = −8.

b) Nếu thay c2 = λ thì bài toán đối ngẫu sẽ là

max{g = y1 + 2y2 + 2y3}

với điều kiện:



y1 ≤ 0
2y1 − 4y2 + 3y3 ≤ 1λ
y2 ≤ 0
−y1 + 2y2 ≤ −1
y1 − y2 + y3 ≤ −3
y3 ≤ 0.

Để X tối ưu thì Y = (0,−1/2,−7/2) phải là phương án, tức là Y phải
thỏa mãn điều kiện thứ hai (dễ thấy các điều kiện còn lại đã thỏa mãn). Từ
đó suy ra

2y1 − 4y2 + 3y3 ≤ λ⇔ λ ≥ −17/2.

Độc giả có thể kiểm tra lại để thấy rằng với λ < −(17/2) (chẳng hạn λ = −9)
thì X đã cho không tối ưu.
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3.2 Phương pháp đơn hình giải bài toán quy
hoạch tuyến tính

3.2.1 Cơ sở lý luận của phương pháp đơn hình
3.2.1.1 Ý tưởng chung của phương pháp

Trên cơ sở các tính chất đã nêu trong các mục trước, chúng ta có thể
duyệt các phương án cực biên bằng cách: Xuất phát từ phương án cực biên
X0 nào đó, kiểm tra X0 có tối ưu hay không?

- Nếu X0 tối ưu thì dừng.
- Nếu chưa, xây dựng phương án cực biên mới X1 tốt hơn X0.
Quá trình tiếp tục như vậy, ta được dãy các phương án cực biên tốt dần

(theo nghĩa giá trị hàm mục tiêu giảm dần từ phương án cực biên trước
đến phương án cực biên sau) X0, X1, ..., Xk. Sau hữu hạn bước lặp ta được
phương án tối ưu hoặc phát hiện ra bài toán không có phương án tối ưu. Đó
là nội dung của quá trình xây dựng dãy các phương án cực biên tốt dần, còn
gọi là phương pháp đơn hình (simplex method).

Cũng từ ý tưởng của phương pháp đơn hình, tận dụng các tính chất riêng
của bài toán vận tải, người ta xây dựng được phương pháp phân phối giải
bài toán vận tải.
3.2.1.2 Giả thiết ban đầu

Ta xét bài toán quy hoạch tuyến tính sau:

min{f(X) =
n∑

j=1
cjxj} (3.8)

với điều kiện:

 xi +
n∑

j=1, j /∈I
aijxj = bi, i ∈ I

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

với điều kiện
+ các điều kiện buộc là độc lập,
+ bi ≥ 0 với mọi i = 1, 2, ...,m,
+ I là tập chỉ số gồm m chỉ số và I ⊂ {1, 2, ..., n}.
+ Bài toán không suy biến.
Khi đó, ta nói bài toán quy hoạch tuyến tính có cơ sở đơn vị.
Không mất tính tổng quát, giả sử I = {1, 2, ...,m}. Lúc này phương án

cực biên X0 có dạng

X0 = (x0
1, x

0
2, ..., x

0
m, 0, ..., 0), x0

i = bi, i = 1, 2, ...,m.
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(bạn đọc tự chứng minh)
với cơ sở liên kết A1A2...Am là ma trận đơn vị.
Ký hiệu

4j =
m∑

i=1
ciaij − cj.

3.2.1.3 Các tính chất cơ sở
Định lý 1. (Dấu hiệu tối ưu) Nếu tại phương án cực biên X0, ta có

4j ≤ 0 với mọi j = 1, 2, ..., n thì X0 là phương án tối ưu.
Định lý 2. (Dấu hiệu bài toán không có phương án tối ưu) Nếu tại

phương án cực biên X0, tồn tại 4k > 0 và aik ≤ 0 với mọi i = 1, 2, ...,m thì
bài toán không có phương án tối ưu (hàm mục tiêu không bị chặn trên tập
phương án).

Định lý 3. (Dấu hiệu xây dựng được phương án cực biên mới tốt hơn)
Nếu tại phương án cực biên X0, tồn tại 4k > 0 và tồn tại aik > 0 thì xây
dựng được phương án cực biên mới X1 tốt hơn X0.

3.2.2 Thuật toán đơn hình giải bài toán quy hoạch
tuyến tính có cơ sở đơn vị

3.2.2.1 Thuật toán
Bước 1: Lập bảng xuất phát (bảng I).

Cơ sở Hệ số Tọa độ c1 c2 ... cj ... cn

A1 A2 ... Aj ... An

... ... ... ... ... ... ... ... ...
Aki

cki
xki

ai1 ai2 ... aij ... ain

... ... ... ... ... ... ... ... ...
f(X) 41 42 ... 4j ... 4n

+ Chọn cơ sở xuất phát là cơ sở đơn vị;
+ Xác định hàng c1, c2, ..., cn (các hệ số hàm mục tiêu);
+ Xác định cột hệ số ci tương ứng với cột cơ sở;
+ Xác định cột tọa độ xki

= bi, i = 1, 2, ...,m;
+ Xác định hệ số aij của hệ điều kiện buộc;
+ Xác định f(X): Lấy cột cơ sở “nhân” với cột tọa độ, nghĩa là

f(X) =
m∑

i=1
cki
xki

;
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+ Xác định các giá trị 4j (j = 1, 2, ..., n): Lấy cột hệ số “nhân” với cột
Aj, sau đó trừ đi cj. Nghĩa là

4j =
m∑

i=1
cki
aij − cj.

Bước 2: Kiểm tra tiêu chuẩn tối ưu.
+ Nếu 4j ≤ 0 với mọi j = 1, 2, ..., n thì dừng lại và kết luận phương án

cực biên tương ứng là phương án tối ưu;
+ Nếu tồn tại 4k > 0 và aik ≤ 0 với mọi i = 1, 2, ...,m thì dừng lại và

kết luận bài toán quy hoạch tuyến tính không có phương án tối ưu;
+ Nếu trái lại, ta chuyển sang Bước 3.
Bước 3: Xây dựng phương án cực biên mới tốt hơn.
+ Xác định 4k = max

4j>0
4j và đưa Ak vào làm cơ sở;

+ Xác định min
aik>0

xi

aik
= xl

alk
và đưa Al ra khỏi cơ sở. Phần tử alk gọi là

phần tử trục. Xác định cột hệ số tương ứng cho bảng mới;
+ Xây dựng phương án cực biên mới tốt hơn (bảng mới) theo quy tắc

sau:
a) Cột Aj trong cơ sở là vector đơn vị (ô ứng với hàng Aj bằng 1, các ô

còn lại (kể cả ô 4j) đều bằng 0);
b) Các ô ở hàng Ak mới đưa vào: Lấy các ô tương ứng ở bảng cũ (hàng

Al) chia cho phần tử trục alk;
c) Các ô còn lại: Lấy ô tương ứng ở bảng cũ (làm mốc) trừ đi tích của

phần tử gióng ngang tới cột Ak (thuộc bảng cũ) với phần tử gióng dọc xuống
hàng Ak (thuộc bảng mới). Nghĩa là

a′ij = aij − aik × a′kj,

x′i = xi − aik × x′k,
f ′(X) = f(X)−4k × x′k,
4′j = 4j −4k × a′kj.

Lưu ý rằng các giá trị f(X) và 4j (j = 1, 2, ..., n) có thể được tính như
Bước 1 (bảng I).
⇒ Quay trở lại Bước 2.

3.2.2.2 Các ví dụ áp dụng
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Ví dụ 7. Giải bài toán sau bằng phương pháp đơn hình

min{f = x1 − x2 + x3 + x4 + x5 − x6}

với điều kiện:


x1 + x4 + 6x6 = 9
3x1 + x2 − 4x3 + 2x6 = 2
x1 + 2x3 + x5 + 2x6 = 6
x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0.

Giải. Chọn cơ sở liên kết A4A2A5 là các vectơ đơn vị nên ta có phương
án cực biên xuất phát

X = (0, 2, 0, 9, 6, 0).
Ta tính được bảng đơn hình sau.

Bảng Cơ sở Hệ số Tọa
độ

1 −1 1 1 1 −1

A1 A2 A3 A4 A5 A6

I A4 1 9 1 0 0 1 0 6
A2 −1 2 3 1 −4 0 0 2
A5 1 6 1 0 2 0 1 2

13 −2 0 5 0 0 7
II A4 1 3 −8 −3 12 1 0 0

A6 −1 1 3/2 1/2 −2 0 0 1
A5 1 4 −2 −1 6 0 1 0

6 −25/2 −7/2 19 0 0 0
III A3 1 1/4 −2/3 −1/4 1 1/12 0 0

A6 −1 3/2 1/6 0 0 1/6 0 1
A5 1 5/2 2 1/2 0 −1/2 1 0

5/4 1/6 5/4 0 −19/12 0 0
IV A3 1 3/2 1/3 0 1 −1/6 1/2 0

A6 −1 3/2 1/6 0 0 1/6 0 1
A2 −1 5 4 1 0 −1 2 0

−5 −29/6 0 0 −1/3 −5/2 0

Tại bảng IV ta có 4j ≤ 0 với mọi j = 1, 2, ..., 6. Từ đó, phương án tối ưu là

X∗ = (0, 5, 3/2, 0, 0, 3/2), với fmin = −5.

Thuật toán đơn hình nêu trên đòi hỏi biết trước phương án cực biên xuất
phát X0. Khi bài toán có dạng (3.8), ma trận A chứa ma trận đơn vị, khi
đó chỉ cần chỉ ra hệ cơ sở đơn vị tương ứng các ẩn cơ sở, ta được phương án
cực biên xuất phát X0 (như đã làm ở ví dụ trên).
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3.2.3 Thuật toán đơn hình giải bài toán quy hoạch
tuyến tính chưa có cơ sở đơn vị

3.2.3.1 Bài toán giả tạo

Xét bài toán dạng chính tắc sau

min{f(X) =
n∑

j=1
cjxj}

với điều kiện:


n∑

j=1
aijxj = bi, i = 1, 2, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.

Khi ma trận A = (aij) không chứa ma trận đơn vị, ta đưa thêm ẩn giả
tạo xn+i ≥ 0, với hệ số hàm mục tiêu cn+i = M > 0 đủ lớn để có bài toán
giả tạo (M) như sau:

min{f(X) =
n∑

j=1
cjxj +M(

m∑
i=1

)xn+i} (3.9)

với điều kiện:


n∑

j=1
aijxj + xn+i = bi, i = 1, 2, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n+m.

Lúc này bài toán (M) có ma trận A chứa ma trận đơn vị như đã nêu trong mục
trước. Ta có thể chọn cơ sở đơn vị {An+i} với các ẩn cơ sở xn+i, i = 1, 2, ...,m,
ta được phương án cực biên xuất phát

X = (0, 0, ..., 0, b1, b2, ..., bm) ∈ Rn+m.

Chú ý. a) Ta chỉ thêm ẩn giả tạo đối với những điều kiện ràng buộc
không có ẩn đơn vị. Vì vậy không nhất thiết phải có đủ m ẩn giả tạo.

b) Chúng ta cần phân biệt ẩn giả tạo và ẩn phụ:
+ Ẩn phụ xn+i nhằm mục đích đưa điều kiện dạng bất đẳng thức về dạng

đẳng thức, với hệ số hàm mục tiêu cn+i = 0 và ta thu được bài toán dạng
chính tắc tương đương bài toán ban đầu.

+ Ẩn giả tạo xn+i nhằm mục đích tạo ra ma trận đơn vị cấp m, với hệ
số hàm mục tiêu cn+i = M > 0 lớn tuỳ ý và ta thu được bài toán giả tạo.

Để minh họa, ta xét ví dụ sau đây.
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Ví dụ 8. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính

max{f = x1 + 2x2 − x3}

với điều kiện:


−x1 + 4x2 − 2x3 ≤ 6
x1 + x2 + 2x3 ≥ 6
2x1 − x2 + 2x3 = 4
x1, x2, x3 ≥ 0.

Thay max{f(X)} bởi min{−f(X)}; đưa thêm ẩn phụ x4, x5 ≥ 0, ta có
bài toán tương đương (dạng chính tắc) như sau

min{−f = −x1 − 2x2 + x3}

với điều kiện:


−x1 + 4x2 − 2x3 + x4 = 6
x1 + x2 + 2x3 − x5 = 6
2x1 − x2 + 2x3 = 4
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.

Ta chỉ mới có A4 là vectơ đơn vị (tương ứng, x4 là ẩn đơn vị). Ta đưa
thêm hai ẩn giả tạo x6, x7 ≥ 0 để được bài toán giả tạo (M) như sau:

min{−f = −x1 − 2x2 + x3 +Mx6 +Mx7}

với điều kiện:


−x1 + 4x2 − 2x3 + x4 = 6
x1 + x2 + 2x3 − x5 + x6 = 6
2x1 − x2 + 2x3 + x7 = 4
x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ≥ 0.

Chọn cơ sở liên kết đơn vị A4A6A7, ta có phương án cực biên xuất phát

X = (0, 0, 0, 6, 0, 6, 4).

Xuất phát từ X, ta có thể giải bài toán giả tạo (M) bằng phương pháp
đơn hình có cơ sở đơn vị. Vấn đề đặt ra là giữa bài toán đã cho và bài toán
giả tạo (M) có mối quan hệ như thế nào? Định lý sau đây sẽ cho ta câu trả
lời.

Định lý. (về mối liên hệ giữa bài toán giả tạo và bài toán gốc) Tồn tại
số thực M0 > 0 đủ lớn sao cho với mọi M > M0 thì

a) Bài toán ban đầu có phương án tối ưu X khi và chỉ khi bài toán giả
tạo (M) có phương án tối ưu X = (X, θ).

b) Nếu bài toán giả tạo (M) có phương án tối ưu nhưng chứa ẩn giả tạo
xn+i > 0 thì tập phương án của bài toán ban đầu là rỗng.

Ở đây (X, θ) ký hiệu cho n + m tọa độ, trong đó n tọa độ đầu là điểm
X, m tọa độ cuối đều bằng 0.
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3.2.3.2 Sử dụng thuật toán đơn hình khi bài toán quy hoạch tuyến
tính chưa có cơ sở đơn vị

Bước 1. Chuyển về bài toán giả tạo.

Bước 2. Giải bài toán giả tạo bằng phương pháp đơn hình với một số
điều chỉnh như sau:

+ Trong bài toán giả tạo (M), các phần tử hàng f(X) và 4j có dạng
αj + βjM . Vì vậy ta tách hàng này làm hai hàng ghi αj và βj. Để đánh giá
4j (bao gồm xét dấu và so sánh), trước hết ta xét tới βj, sau đó nếu cần
thiết mới xét đến αj.

+ Khi ẩn giả tạo xn+i = 0 với mọi i, tức là An+i không tham gia trong
cơ sở nữa thì ta được phương án cực biên của bài toán ban đầu. Do đó, khi
An+i ứng với ẩn giả tạo xn+i được đưa ra khỏi cơ sở thì ta không cần tính
cột An+i ở các bảng tiếp theo. + Khi tất cả các ẩn giả tạo đều được đưa khỏi
cơ sở thì hàng f(X) và 4j chỉ cần ghi βj.

3.2.3.3 Các ví dụ áp dụng

Ví dụ 9. Ta giải bài toán quy hoạch tuyến tính cho bởi Ví dụ 8, với cơ
sở xuất phát A4A6A7 và phương án cực biên

X = (0, 0, 0, 6, 0, 6, 4).

Kết quả thu được bảng đơn hình sau.
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Bảng Cơ sở Hệ số Tọa
độ

−1 −2 1 0 0 M M

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

I A4 0 6 −1 4 −2 1 0 0 0
A6 M 6 1 1 2 0 −1 1 0
A7 M 4 2 −1 2 0 0 0 1

αj 0 1 2 −1 0 0 0 0
βj 10 3 0 4 0 −1 0 0

II A4 0 10 1 3 0 1 0 0
A6 M 2 −1 2 0 0 −1 1
A3 1 2 1 −1/2 1 0 0 0

αj 2 2 3/2 0 0 0 0
βj 2 −1 2 0 0 −1 0

III A4 0 7 5/2 0 0 1 3/2
A2 −2 1 −1/2 1 0 0 −1/2
A3 1 5/2 3/4 0 1 0 −1/4

αj 1/2 11/4 0 0 0 3/4
IV A1 −1 14/5 1 0 0 2/5 3/5

A2 −2 12/5 0 1 0 1/5 −1/5
A3 1 2/5 0 0 1 −3/10 −7/10

αj −36/5 0 0 0 −11/10 −9/10

Tại bảng IV ta có 4j ≤ 0 với mọi j = 1, 2, ..., 5. Từ đó, phương án tối ưu là

X∗ = (14/5, 12/5, 2/5, 0, 0), với fmax = 36/5.

Một thuật toán có ý nghĩa nếu sau hữu hạn bước lặp cho ta kết quả cần
thiết.

Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính không suy biến thì thuật toán đơn
hình kết thúc sau hữu hạn bước lặp.

Trong trường hợp suy biến, thuật toán có thể không hữu hạn. Ví dụ đầu
tiên được nêu ra là vào năm 1953 của Giáo sư Hoffman. Sau đó, năm 1967,
GS. TS. Trần Vũ Thiệu (Viện Toán học) cũng đã đưa ra ví dụ chứng tỏ thuật
toán không hữu hạn.

Ví dụ 10. (Ví dụ của GS. TS. Trần Vũ Thiệu) Xét bài toán quy hoạch
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tuyến tính

min{f = 4x1 − 6x5 − 5x6 + 64x7}

với điều kiện:


x1 + (1/3)x4 − 2x5 − x6 + 12x7 = 0
x2 + (1/2)x4 − x5 − (1/6)x6 + (2/3)x7 = 0
x3 + x5 + x6 − 9x7 = 2
x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ≥ 0.

Chọn cơ sở A1A2A3 ta có phương án cực biên xuất phát

X0 = (0, 0, 2, 0, 0, 0, 0).

Thực hiện thuật toán đơn hình, ta có bảng sau
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Bảng Cơ sở Hệ
số

Tọa
độ

4 0 0 0 −6 −5 64

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

I A1 4 0 1 0 0 1/3 −2 −1 12
A2 0 0 0 1 0 1/2 −1 −1/6 2/3
A3 0 2 0 0 1 0 1 1 −9

0 0 0 0 4/3 −2 1 −16
II A4 0 0 3 0 0 1 −6 −3 36

A2 0 0 −3/2 1 0 0 2 4/3 −52/3
A3 0 2 0 0 1 0 1 1 −9

0 1/2 −3 0 0 0 1 −12
III A4 0 0 −3/2 3 0 1 0 1 −16

A5 −6 0 −3/4 1/2 0 0 1 2/3 −26/3
A3 0 2 3/4 −1/2 1 0 0 1/3 −1/3

0 1/2 −3 0 0 0 1 −12
IV A6 −5 0 −3/2 3 0 1 0 1 −16

A2 −6 0 1/4 −3/2 0 −2/3 1 0 2
A3 0 2 5/4 −3/2 1 −1/3 0 0 5

0 2 −6 0 −1 0 0 4
V A6 −5 0 1/2 −9 0 −13/3 8 1 0

A7 64 0 1/8 −3/4 0 −1/3 1/2 0 1
A3 0 2 5/8 9/4 1 4/3 −5/2 0 0

0 3/2 −3 0 1/3 −2 0 0
VI A1 4 0 1 −18 0 −26/3 16 2 0

A7 64 0 0 3/2 0 3/4 −3/2 −1/4 1
A3 0 2 0 27/2 1 27/4 −25/2−5/4 0

0 0 24 0 40/3 −26 −3 0
VII A1 4 0 1 0 0 1/3 −2 −1 12

A2 0 0 0 1 0 1/2 −1 −1/6 2/3
A3 0 2 0 0 1 0 1 1 −9

0 0 0 0 4/3 −2 1 −16

Bảng thứ VII trùng với bảng đầu tiên. Do đó thuật toán đơn hình không
hữu hạn.

Nguyên nhân của hiện tượng thuật toán đơn hình không hữu hạn như
trên chính là nếu bài toán suy biến thì quá trình vòng lặp có thể xảy ra

min
aik>0

xi

aik

= 0.

Điều này dẫn tới dù ta có thay đổi phương án cực biên thì giá trị hàm mục
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tiêu vẫn không giảm. Vì số phương án cực biên là hữu hạn nên đến một lúc
nào đó, vòng lặp quay trở về phương án cực biên đã xét.

Bạn đọc có thể tự kiểm tra tính không hữu hạn của thuật toán đơn hình
thông qua ví dụ sau.

Ví dụ 11. Xét bài toán quy hoạch tuyến tính sau

min{f = −10x1 + 57x2 + 9x3 + 24x4}

với điều kiện:


−(1/2)x1 − (11/2)x2 − (5/2)x3 + 9x4 + x5 = 0
(1/2)x1 − x2 − (1/2)x3 + x4 + x6 = 0
x1 + x7 = 1
x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ≥ 0.

Các cơ sở liên kết lần lượt cho các bảng sẽ là A5A6A7, A1A6A7, A1A2A7,
A3A2A7, A3A4A7, A5A4A7, A5A6A7. Như vậy, bảng thứ VII quay trở về bảng
xuất phát (bảng I).

3.3 Mô hình bài toán vận tải

3.3.1 Giới thiệu mô hình bài toán vận tải
Mô hình bài toán vận tải đã được đề cập ở mục 3.1.1.3. Ta nhắc lại như sau:

Phát biểu bài toán: Người ta cần tổ chức vận tải một loại hàng từ n nơi
phát đến m nơi thu. Nơi phát thứ j có số lượng hàng là aj, nơi nhận thứ i
cần số lượng hàng là bi. Cước phí vận tải một đơn vị hàng từ nơi phát j tới
nơi nhận i là cij. Ta nên tổ chức vận tải như thế nào để bảo đảm phát hết
và nhận đủ số hàng, mà có tổng cước phí bé nhất.
Thiết lập mô hình toán: Gọi xij là số lượng hàng vận tải từ j tới i (xij ≥ 0).
Khi đó, ta thu được bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc sau

min{f(X) =
n∑

j=1

m∑
i=1

cijxij}

với điều kiện



n∑
j=1

xij = bi, i = 1, 2, ...,m,
m∑

i=1
xij = aj, j = 1, 2, ..., n,

xij ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n.

Ở đây, cij ≥ 0, aj, bi ≥ 0.
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3.3.2 Một số tính chất cơ bản của bài toán vận tải
Tính chất 1. Bài toán vận tải có phương án tối ưu khi và chỉ khi bài

toán có cân bằng thu - phát, nghĩa là
n∑

j=1
aj =

m∑
i=1

bi.

Chú ý. Trong trường hợp bài toán chưa cân bằng thu - phát thì ta lập
các trạm giả như sau:

+ Nếu
n∑

j=1
aj >

m∑
i=1

bi (phát nhiều hơn thu) thì ta lập nơi thu giả (tồn kho)
thứ m+ 1, với lượng thu vào là

bm+1 =
n∑

j=1
aj −

m∑
i=1

bi, với cước phí cm+1,j = 0.

+ Nếu
n∑

j=1
aj <

m∑
i=1

bi (phát ít hơn thu) thì ta lập nơi phát giả (ghi nợ)
thứ n+ 1, với lượng phát ra là

an+1 =
m∑

i=1
bi −

n∑
j=1

aj, với cước phí ci,n+1 = 0.

Như vậy ta có thể thấy rằng bao giờ ta cũng tạo ra được điều kiện cân
bằng thu - phát.

Tính chất 2. Ma trận A = (Aij) = (aij) có hạng bằng m+ n− 1.
Từ đây ta thu được hệ quả quan trọng về phương án cực biên của bài

toán vận tải thể hiện ở tính chất sau đây:
Tính chất 3. Số tọa độ dương của của phương án cực biên bài toán vận

tải có không quá m+ n− 1.
Kể từ đây trở về sau, ta giả thiết rằng bài toán vận tải không suy biến,

tức là mọi phương án cực biên có đủ m+ n− 1 tọa độ dương.
Để thuận tiện theo dõi, ta biểu diễn bài toán vận tải dưới dạng bảng sau

Thu \ Phát a1 ... aj ... an

b1 x11/c11 ... x1j/c1j ... x1n/c1n

... ... ... ... ... ...
bi xi1/ci1 ... xij/cij ... xin/cin

... ... ... ... ... ...
bm xm1/cm1 ... xmj/cmj ... xmn/cmn
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Nghiên cứu tiếp các tính chất của bài toán vận tải, chúng ta cần định nghĩa
sau.

Định nghĩa. Ô (i, j) có xij > 0 gọi là ô chọn. Các ô không thuộc ô chọn
được gọi là ô loại.

Như vậy, một phương án cực biên không suy biến có m+ n− 1 ô chọn.
Một dãy ô liên tiếp sao cho hai ô viết liền nhau cùng hàng hoặc

cùng cột, không có ba ô nào viết liền nhau cùng hàng hoặc cùng
cột, gọi là một dây chuyền. Một dây chuyền khép kín gọi là một vòng. Như
vậy một vòng V được ký hiệu là V = {(i1, j1), (i1, j2), (i2, j2), ..., (ik, j1)}.

Tính chất 4. Phương án X = (xij) của bài toán vận tải là cực biên khi
và chỉ khi các ô chọn không lập thành vòng.

Tính chất 5. Cho phương án cực biên X với tập hợp H gồm m+n−1 ô
chọn không lập thành vòng, (l, k) /∈ H. Khi đó tập hợp H1 = H ∪{(l, k)} lập
nên một vòng V duy nhất. Đồng thời nếu (p, q) ∈ V thì H2 = H1 \ {(p, q)}
gồm đúng m+ n− 1 ô không có vòng.

Tiếp theo, ta lập được bài toán đối ngẫu của bài toán vận tải là

max{g =
m∑

i=1
biui +

n∑
j=1

ajvj}

với điều kiện:
{
ui + vj ≤ cij, i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, ..., n,

trong đó ẩn ui đối ngẫu với hàng thứ i, ẩn vj đối ngẫu với hàng j +m.
Ký hiệu

4ij = ui + vj − cij.

Tính chất 6. (Dấu hiệu tối ưu) Nếu tại phương án cực biên X0 tồn tại
các số ui, vj sao cho 4ij = 0 tại các ô chọn và 4ij ≤ 0 với mọi i, j, thì X0
là phương án tối ưu.

Chứng minh. Theo định lý lệch bù, ta có phương án X0 tối ưu khi và chỉ
khi tồn tại Y = (ui, vj), i = 1, ...,m; j = 1, ..., n thoả mãn

ui + vj ≤ cij, với mọi (i, j)

và ui + vj = cij, với (i, j) mà xij > 0.
Điều đó có nghĩa là X0 tối ưu khi và chỉ khi 4ij ≤ 0, với mọi (i, j) và

4ij = 0 tại ô chọn.
Tính chất được chứng minh.
Chú ý. Để tìm ui, vj, ta cần giải hệ phương trình

{ui + vj = cij, với (i, j) ∈ H.
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Hệ này có m+ n ẩn và m+ n− 1 phương trình độc lập nên hệ có vô số
nghiệm phụ thuộc một tham số. Ta chỉ cần một nghiệm của hệ. Đơn giản
nhất là cho giá trị của một ẩn số bằng 0 (thông thường ẩn nào tham gia
nhiều trong các phương trình của hệ). Từ đó ta suy trực tiếp ra các ẩn khác.

Để minh họa, ta xét ví dụ sau.
Ví dụ 12. Với n = 4,m = 3 và cho phương án cực biên với các ô chọn

như trong bảng sau.

x11 = 3/c11 = 5 x12 = 5/c12 = 10
x23 = 4/c23 = 5 x24 = 3/c24 = 1

x31 = 5/c31 = 2 x34 = 4/c34 = 2

Ta cần giải hệ phương trình 

u1 + v1 = 5,
u1 + v2 = 10,
u2 + v3 = 5,
u2 + v4 = 1,
u3 + v1 = 2,
u3 + v4 = 2.

Đặt u1 = 0, thì v1 = 5, v2 = 10, từ đó u3 = −3, v4 = 5, u2 = −4, v3 = 9.
Tính chất 7. Nếu tại phương án cực biên X0, tồn tại 4lk > 0 thì ta xây

dựng được phương án cực biên mới X1 tốt hơn X0.
Chứng minh. Giả sử H là tập hợp m + n − 1 ô chọn của X0. Rõ ràng

(l, k) /∈ H. Theo Tính chất 5 thì

H1 = H ∪ {(l, k)}

có một vòng V duy nhất. Ta đánh số thứ tự các ô trên V kể từ ô (l, k) là số
1, khi đó V gồm các ô mang số thứ tự lẻ, ký hiệu là V L, và các ô mang số
thứ tự chẵn, ký hiệu là V C .

Chọn
xpq = min

(i,j)∈V C
xij > 0.

Đưa ô (l, k) vào làm ô chọn của X1 và ô (p, q) ra khỏi ô chọn.
Bằng phép biến đổi

x′ij =


xij nếu (i, j) /∈ V,
xij − xpq nếu (i, j) ∈ V C ,
xij + xpq nếu (i, j) ∈ V L.
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Dễ dàng kiểm tra lại X1 = (x′ij) là phương án. Hơn thế nữa, theo Tính
chất 5 thì H2 = H1 {(p, q)} gồm m + n − 1 ô không lập thành vòng, tức là
X1 là phương án cực biên.

Đồng thời lúc này

f(X1) = f(X0)− xpq4lk.

Vì xpq > 0 và 4lk > 0 nên f(X1) < f(X0).

3.3.3 Thuật toán phân phối giải bài toán vận tải
3.3.3.1 Thuật toán tìm phương án cực biên xuất phát

Xem tài liệu [1].
3.3.3.2 Thuật toán phân phối giải bài toán vận tải

Xem tài liệu [1].

Bài tập chương
1. Hãy cho biết làm thế nào để kiểm tra một phương án của bài toán quy
hoạch tuyến tính là phương án cực biên?

2. Hãy cho biết làm thế nào để kiểm tra một phương án của bài toán quy
hoạch tuyến tính là phương án tối ưu?

3. Một người du lịch mang theo chiếc túi đựng hàng với trọng lượng L. Có
thể chọn xếp n loại hàng vào túi. Hàng loại j có số lượng là aj và một đơn
vị hàng loại j có trọng lượng dj với giá trị là cj. Hỏi nên xếp hàng vào túi
như thế nào để có tổng giá trị lớn nhất? (Hãy lập bài toán và thử giải bằng
kinh nghiệm thực tế).

4. Thiết lập mô hình bài toán quy hoạch tuyến tính cho bài toán sau (Bài
toán phân phối vốn): “Một cơ sở kinh doanh có m loại nguồn vốn khác nhau,
có thể đầu tư vốn vào n ngành sản xuất. Vốn từ nguồn loại i có là bi (đơn
vị vốn) và vốn cần có cho ngành sản xuất thứ j là aj (đơn vị vốn). Lãi thu
được từ 1 đơn vị vốn nguồn i đầu tư cho ngành sản xuất j là cij. Hãy lập
bài toán phân phối vốn sao cho có tổng số lãi lớn nhất, mà đảm bảo sử dụng
hết và đủ vốn cho mỗi nguốn vốn, mỗi ngành sản xuất”.

5. Hãy lập bài toán quy hoạch tuyến tính từ bài toán cho sau đây:
Một xí nghiệp có thể sản xuất 3 loại sản phẩm A, B, C, từ 3 loại nguyên

liệu I, II, III. Một đơn vị sản phẩm mỗi loại sử dụng nguyên liệu và tiền lãi
cho trong bảng sau:
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Sản phẩm \ Nguyên liệu I II III Lãi
A 3 1 6 2
B 7 3 3 5
C 5 2 4 6

Hỏi nên sản xuất bao nhiêu sản phẩm mỗi loại để có tổng số tiền lãi lớn
nhất mà phù hợp với khả năng cung cấp nguyên liệu. Biết rằng khả năng
cung cấp nguyên liệu tối đa từng loại lần lượt 18, 12, 20.
6. Đưa bài toán quy hoạch tuyến tính sau đây về dạng chính tắc

max{f = 2x1 − x2}

với điều kiện:


−x1 − 2x2 + x3 ≤ 2
2x1 − x2 − x3 ≥ 3
x1 + x2 + x3 = 4
x1, x2, x3 ≥ 0.

7. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính:

max{f = 2x1 − x2 + x3}

với điều kiện:


2x1 + x2 − x3 ≤ 5
−x1 + 2x2 + x3 ≤ 4
x1 − 4x2 + x3 ≤ 6
x1, x2, x3 ≥ 0.

a) Hãy chứng tỏ bài toán có phương án tối ưu.
b) Đưa bài toán đã cho về dạng chính tắc. Điểm X = (0, 0, 0, 5, 4, 6) có

phải là phương án cực biên không? Tại sao?
c) Tìm phương án cực biên (nếu có) ứng với cơ sở liên kết A3A4A6.

8. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính:

min{f = x1 − x2 − λx3}

với điều kiện:


3x1 − 7x2 + 3x3 + x4 = 2
−x1 + 2x2 − x3 = 1
2x1 + x2 + 2x3 = 6
x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

a) Điểm X = (0, 8/5, 11/5, 33/5) có phải là cực biên không?
b) Tìm phương án cực biên (nếu có) ứng với cơ sở liên kết A1A2A4.
c) Viết bài toán đối ngẫu của bài toán đã cho. Phương án cực biên tìm

được ở câu b), tại λ = 1, có tối ưu không? Tại sao?
d) Tìm các giá trị của λ để phương án cực biên tìm được ở câu b) là tối

ưu. Với một giá trị xác định của λ vừa tìm được, hãy tìm phương án tối ưu
của bài toán đối ngẫu.
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9. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính:

max{f = x1 − x2 + 2x3}

với điều kiện:


2x1 + 2x2 − x3 ≤ 11
x1 + 2x2 + x3 ≤ 16
−x1 − 2x2 + 2x3 ≤ 8
x1, x2, x3 ≥ 0.

a) Đưa bài toán về dạng chính tắc.
b) Giải bài toán đã cho bằng phương pháp đơn hình.
c) Viết bài toán đối ngẫu của bài toán đã cho. Tìm phương án tối ưu của

bài toán đối ngẫu.

10. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính sau bằng phương pháp đơn hình:

max{f = 2x1 + 4x2 + x3 + x4}

với điều kiện:


x1 + 3x2 + x4 ≤ 4
2x1 + x2 ≤ 3
x2 + 4x3 + x4 ≤ 3
x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

11. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính sau bằng phương pháp đơn hình:

min{f = x1 − 2x2 − x3}

với điều kiện:



x1 + x2 − 2x3 ≤ 2
x1 − x2 + x3 ≤ 1
x2 + x3 ≤ 5
2x1 − x2 ≤ 2
x1, x2, x3 ≥ 0.

12. Giải bài toán quy hoạch tuyến tính sau bằng phương pháp đơn hình:

min{f = 2x1 + x2 − x3 − x4}

với điều kiện:


x1 − x2 + 2x3 − x4 = 2
2x1 + x2 − 3x3 + x4 ≤ 4
x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 5
x1, x2, x3, x4 ≥ 0.



3.3. MÔ HÌNH BÀI TOÁN VẬN TẢI 45

13. Cho bài toán quy hoạch tuyến tính:

max{f = λx1 + x2 + x3}

với điều kiện:


x1 − x4 − 2x6 = 2
x2 + x4 − 3x5 + x6 = 4
x3 + 2x4 − 5x5 + 6x6 = β
x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0.

a) Giải bài toán đã cho bằng phương pháp đơn hình với λ = 1, β = 6.
b) Từ phương án tối ưu tìm được ở câu a), hãy xác định phương án tối

ưu của bài toán đối ngẫu.
c) Ký hiệu phương án tối ưu ở câu a) là X0, coi λ là tham số, tìm tất cả

các giá trị của λ để X0 tối ưu.
d) Tại λ vừa tìm được, coi β là tham số, hãy tìm tất cả các giá trị của β

để có phương án tối ưu của bài toán đã cho.



46 3. MỘT SỐ MÔ HÌNH TOÁN KINH TẾ



Tài liệu tham khảo

[1] Trần Xuân Sinh, Toán kinh tế, Nhà xuất bản Đại học quốc gia Hà Nội,
2008.

[2] Trần Xuân Sinh,Quy hoạch tuyến tính, Nhà xuất bản Đại học sư phạm,
2003.

[3] Thêm tài liệu của ĐH Kinh tế quốc dân và Tài liệu nước ngoài.

47


	Xác sut cua bin c và phân phi xác sut
	Thng kê và các suy lun thng kê
	Mt s mô hình toán kinh t
	Bài toán quy hoach tuyn tính
	Mt s mô hình toán kinh t in hình
	Bài toán quy hoach tuyn tính
	Mt s tính cht cua bài toán quy hoach tuyn tính
	Cp bài toán i ngu và ng dung

	Phuong pháp on hình giai bài toán quy hoach tuyn tính
	Co s lý lun cua phuong pháp on hình
	Thut toán on hình giai bài toán quy hoach tuyn tính có co s on vi
	Thut toán on hình giai bài toán quy hoach tuyn tính chua có co s on vi

	Mô hình bài toán vn tai
	Gii thiu mô hình bài toán vn tai
	Mt s tính cht co ban cua bài toán vn tai
	Thut toán phân phi giai bài toán vn tai



