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Xác suất của biến cố và phân
phối xác suất

“Better than a thousand days of diligent study is one day with a
great teacher.”

– Japanese Proverb, http://quotationsbook.com

Giới thiệu
Cho đến nửa đầu thế kỷ hai mươi, lý thuyết xác suất mới trở nên một khoa
học được xây dựng chặt chẽ bằng hệ tiên đề Kolmogorov. Cho đến nay, lý
thuyết xác suất được ứng dụng vào rất nhiều ngành khoa học khác nhau,
trong đó có các ví dụ điển hình như sau:

• Lý thuyết xác suất được sử dụng trong di truyền học như là một mô
hình cho sự đột biến và đóng một vai trò quan trọng trong ngành
tin-sinh.

• Nhiều ngành lý thuyết phát triển cao xem các loại nhiễu trong các thiết
bị điện tử và hệ thống giao tiếp như là các quá trình ngẫu nhiên.

• Rất nhiều các mô hình trong nghiên cứu biến đổi khí quyển sử dụng
các khái niệm của lý thuyết xác suất.

• Xác suất đóng vai trò nền tảng của ngành lý thuyết tài chính.

• Xác suất được sử dụng để nghiên cứu các hệ thống phức hợp và cải tiến
độ tin cậy của các hệ thống đó, ví dụ như các hệ thống trong thương
mại hiện đại hoặc không quân.

3
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Trong chương này chúng ta sẽ nghiên cứu các khái niệm cơ bản của lý
thuyết xác suất như không gian mẫu, biến cố ngẫu nhiên, độ đo xác suất, xác
suất có điều kiện, và tính độc lập. Qua đó, chúng ta sẽ từng bước xây dựng
nên mô hình toán học cho các hiện tượng ngẫu nhiên và tính xác suất của
các biến cố, xác suất có điều kiện thông qua các công thức tính xác suất như
công thức cộng xác suất, công thức nhân xác suất, công thức xác suất toàn
phần và công thức Bayes. Bên cạnh đó, chương này cũng giới thiệu những
kiến thức cơ bản về biến ngẫu nhiên, vector ngẫu nhiên, hàm phân phối, các
phân phối xác suất quan trọng và các đặc trưng của biến ngẫu nhiên như kỳ
vọng, phương sai và độ lệch tiêu chuẩn.
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Thống kê và các suy luận thống
kê

Giới thiệu
Trong Chương 1, chúng ta đã nghiên cứu về các bài toán mang yếu tố ngẫu
nhiên. Dựa vào các kiến thức của Chương 1, chúng ta sẽ nghiên cứu các bài
toán của thống kê toán học và xử lý số liệu.

Thống kê toán học là khoa học nghiên cứu các phương pháp thu thập,
phân tích, xử lý các số liệu để đưa ra các suy luận có cơ sở khoa học phục
vụ cho việc quản lý tự nhiên, xã hội.

Nội dung chính của chương này bao gồm:

• Mẫu ngẫu nhiên

• Bài toán ước lượng tham số

• Bài toán kiểm định giả thuyết

• Bài toán phân tích tương quan và hồi quy.

5
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Một số mô hình toán kinh tế

Giới thiệu

Trong Chương này, chúng ta sẽ vận dụng các kiến thức của lý thuyết xác
suất, thống kê, đại số tuyến tính và quy hoạch tuyến tính để nghiên cứu một
số mô hình toán kinh tế. Nội dung của chương bao gồm:

• Một số mô hình toán kinh tế điển hình như mô hình lập kế hoạch sản
xuất, mô hình bài toán vận tải, mô hình bài toán khẩu phần thức ăn, mô
hình bài toán lập kế hoạch kinh doanh, mô hình bài toán sản xuất đồng bộ,
mô hình bài toán cân đối liên ngành, mô hình bài toán đầu tư thị trường
chứng khoán.

• Bài toán quy hoạch tuyến tính.

• Phương pháp đơn hình giải bài toán quy hoạch tuyến tính.

• Mô hình bài toán vận tải.
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Chuẩn đầu ra của chương

Mục tiêu Mô tả CĐR Mức độ
giảng dạy

G1.3 Nắm vững nội dung và phương pháp giải bài
toán quy hoạch tuyến tính, các mô hình toán
kinh tế điển hình.

T,U

G2.7 Vận dụng các kiến thức về xác suất, thống
kê, quy hoạch tuyến tính vào giải quyết một
số mô hình toán kinh tế như bài toán lập kế
hoạch sản xuất, bài toán vận tải, bài toán
khẩu phần thức ăn, bài toán quyết định tối
ưu và các mô hình khác nảy sinh trong thực
tế ngành kinh tế.

U

G3.1 Có thái độ tích cực hợp tác với giáo viên và
các sinh viên khác trong quá trình học và làm
bài tập.

T

G3.2 Phân công công việc trong một nhóm bài tập
một cách hiệu quả.

U

G3.3 Có khả năng thuyết trình các vấn đề tự học
ở nhà và báo cáo kết quả làm việc của bản
thân và của nhóm.

U

Nội dung của chương

3.1 Bài toán quy hoạch tuyến tính

3.1.1 Mở đầu
Trong thực tế, khi tiến hành kế hoạch hóa sản xuất, điều khiển hệ thống và
thiết kế kỹ thuật chúng ta luôn hướng đến một mục đích tiết kiệm được vốn,
sức lao động, thời gian và tăng hiệu quả giải quyêt các vấn đề được đặt ra.
Vấn đề đặt ra là: "Làm thế nào để con người chúng ta tối đa hóa được hiệu
quả giải quyết của các vấn đề được đặt ra trong điều kiện hiện có các yếu tố
về vật chất, khoa học kỹ thuật và nhân sự,. . . ".

Vào những năm 40 của thế kỷ XX những vấn đề lý luận để giải quyết
các bài toán tối ưu hóa được đặt ra mới được quan tâm nghiên cứu một
cách có khoa học. Năm 1939, nhà toán học người Nga, Leonid Vitaliyevich
Kantorovich (1912 − 1986) đã công bố kết quả nghiên cứu về các phương
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pháp toán học trong tổ chức và quy hoạch sản xuất. Kantorovich đã chỉ ra
rằng, có rất nhiều các mô hình trong thực tế đều có thể mô hình hóa bởi một
dạng mô hình toán học. Tuy vậy, các kết quả của Kantonovich đã không được
công nhận ở thời đó. Năm 1941 Frank Hitchcock [3] đã ứng dụng ý tưởng
này trong nghiên cứu các bài toán về giao thông vận tải. Năm 1945, George
Stigler đã vận dụng lý thuyết này để xác lập khẩu phần ăn cho mỗi cá nhân
với chi phí tối thiểu. Thông qua những kết quả nghiên cứu này, đặc biệt là
trong các bài toán điều binh trong chiến tranh thế giới thứ hai, đã cho người
ta thấy rõ ý nghĩa của lý thuyết quy hoạch toán học trong việc giải quyết
các bài toán tối ưu hóa trong thực tiễn. Sau đó, năm 1951, George Dantzig
đã đưa ra phương pháp đơn hình để giải bài toán quy hoạch tuyến tính được
đề xuất bởi Kantorovich. Với ý nghĩa to lớn của lý thuyết quy hoạch tuyến
tính trong việc tối ưu hóa các mô hình trong thực tế Kantorovich đã được
nhận giải thưởng Nobel về kinh tế năm 1975.

Bài toán toán tối ưu hóa tổng quát được phát biểu như sau:
Tìm x = (x1, x2, . . . , xn) làm cạc đại hóa (cự tiểu hóa) hàm f(x):

f(x)→ max(min) (3.1)

với các điều kiện gi(x)(≤,=,≥)bi i = 1,m
x ∈ X ⊂ Rn

(3.2)

Bài toán (3.2) (3.2) được gọi là một quy hoạch. Hàm f(x) được gọi là hàm
mục tiêu, các hàm gi(x), i = 1,m được gọi là các hàm ràng buộc, mỗi đẳng
thức hoặc bất đẳng thức trong hệ (3.2) được gọi là một ràng buộc. Tập hợp

M = {x ∈ Rn|thỏa mãn điều kiện (3.2)} (3.3)

được gọi là tập các phương án. Mỗi điểm x = (x1, x2, · · · , xn) ∈M được gọi
là một phương án (hay một lời giải chấp nhận được). Một phương án x∗ ∈M
là cực đại (hay cực tiểu) hàm mục tiêu, cụ thể là

f(x∗) ≥ f(x), ∀x ∈M đối với bài toán max

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈M đối với bài toán min

được gọi là phương án tối ưu (hay lời giải của bài toán). Khi đó, f(x∗) được
gọi là giá trị tối ưu của bài toán.
Phân loại các bài toán

- Nếu cả hàm mục tiêu f(x) và hàm ràng buộc gi(x), i = 1,m đều là
những hàm tuyến tính ta có bài toán quy hoạch tuyến tính.
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- Nếu hàm mục tiêu f(x) hoặc hàm ràng buộc gi(x), i = 1,m phụ thuộc
tham số ta có bài toán quy hoạch tham số.

- Nếu quá trình ta xét là quá trình nhiều gia đoạn nói chung, hay quá
trình phts triển theo thời gian nói riêng thì ta có bài toán quy hoạch động.

- Nếu hàm mục tiêu f(x) hoặc hàm ràng buộc gi(x), i = 1,m là hàm phi
tuyến ta có bài toán quy hoạch phi tuyến.

- Nếu tập phương án là tập rời rạc ta có bài toán quy hoạch rời rạc. Nếu
tập phương án chỉ nhận các giá trị nguyên ta có bài toán quy hoạch nguyên.

- Nếu trên cùng một tập phương án ta xét các hàm mục tiêu khác nhau
ta có bài toán quy hoạch đa mục tiêu.

3.1.2 Bài toán quy hoạch tuyến tính
Ví dụ 3.1 (Bài toán về kế hoạch sản xuất). Một xí nghiệp dự định sản xuất
n loại sản phẩm từ m loại nguyên liệu khác nhau. Để sản xuất 1 đơn vị sản
phẩm loại j cần dùng aij (i = 1,m) đơn vị nguyên liệu loại i và tiền lãi thu
được là cj đơn vị tiền. Biết rằng nguyên liệu loại i được cung cấp tối đa là
bi, (i = 1,m) và lượng sản phẩm được sản xuất ra đều được tiêu thụ hết.
Hãy cho biết xí nghiệp nên có kế hoạch sản xuất như thế nào để thu được
tiền lãi lớn nhất với điều kiện cung cấp nguyên liệu thực tế.
Thiết lập mô hình:

Gọi xj là lượng sản phẩm loại j (j = 1, n) mà xí nghiệp sản xuất (xj ≥ 0).
Khi đó,

• Tiền lãi thu được là f(x1, x2, . . . , xn) = ∑n
j=1 cjxj.

• Lượng nguyên liệu loại i phải sử dụng là ∑n
j=1 aijxj ≤ bi i = 1,m.

Vậy ta có bài toán thể hiện kế hoạch sản xuất của xí nghiệp là

max{f(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
j=1

cjxj} (3.4)

với điều kiện


n∑
j=1

aijxj ≤ bi i = 1,m

xj ≥ 0, j = 1, n
(3.5)

• Nếu bổ sung vào bài toán các điều kiện: sản phẩm loại j được sản xuất
ra chỉ bán được αj% và mỗi đơn vị sản phẩm loại j tồn kho xí nghiệp phải
bỏ ra βj đơn vị tiền để tiêu hủy. Khi đó, hàm mục tiêu sẽ bị thay đổi và ta
có bài toán sau

max
{
f(x1, x2, . . . , xn) = 1

100

n∑
j=1

cjαjxj −
1

100

n∑
j=1

βj(100− αj)xj
}

(3.6)
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với điều kiện


n∑
j=1

aijxj ≤ bi i = 1,m

xj ≥ 0, j = 1, n
(3.7)

Ví dụ 3.2 (Bài toán vận tải). Có m nhà phân phối một loại hàng. Lượng
hàng có thể cung cấp ở nhà phân phối i, i = 1,m là ai. Cần phân phối loại
hàng này đến n cữa hàng tiêu thụ. Cữa hàng thứ j, j = 1, n cần lượng hàng
là bj. Cước phí vận chuyển 1 đơn vị hàng từ nhà phân phối i đến cữa hàng
j là cij, ∀ i = 1,m; j = 1, n. Hãy lập kế hoạch phân phối hàng sao cho tổng
cước phí vận chuyển bé nhất sao cho các nhà phân phối phát hết hàng và
các cữa hàng nhận đủ hàng.
Thiết lập mô hình:

Gọi xij là lượng hàng được vận chuyển từ nhà phân phối i (i = 1,m) đến
cữa hàng j (j = 1, n) (xij ≥ 0). Khi đó,

• Tổng cước phí vận chuyển là f(x) = ∑m
i=1

∑n
j=1 cijxij

• Lượng mà nhà phân phối i phát đi là ∑n
j=1 xij = ai i = 1,m.

• Lượng mà cữa hàng j nhận được là ∑m
i=1 xij = bj j = 1, n.

Vậy ta có bài toán thể hiện kế hoạch phân phối hàng là

min{f(x) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij} (3.8)

với điều kiện



n∑
j=1

xij = ai i = 1,m
m∑
i=1

xij = bj j = 1, n

xij ≥ 0, ∀ i = 1,m, j = 1, n

(3.9)

Ví dụ 3.3 (Bài toán chiếc túi). Một người đi du lich đem theo một chiếc
túi. Người đó chỉ có thể mang chiếc túi nặng tối đa là b kilogram. Có n loại
đồ vật mà anh ta dự định mang theo. Mỗi đồ vật loại j có khối lượng là aj
kilogram và có giá trị là cj, người du lịch muốn chất vào túi các đồ vật sao
cho tổng giá trị đồ vật đem theo là lớn nhất. Hỏi người du lịch nên chọn đồ
vật như thế nào để đạt được mục đích đặt ra.
Thiết lập mô hình:

Gọi xj là số đồ vật loại j (j = 1, n) du khách xếp vào túi (xj ≥ 0, xj ∈ Z).
Khi đó,

• Giá trị đồ vật đem theo là f(x1, x2, . . . , xn) = ∑n
j=1 cjxj.



12 3. MỘT SỐ MÔ HÌNH TOÁN KINH TẾ

• Tổng khối lượng đồ vật là ∑n
j=1 ajxj ≤ b.

Vậy ta có bài toán thể hiện kế hoạch chọn đồ vật bỏ vào túi là là

max{f(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
j=1

cjxj} (3.10)

với điều kiện


∑n
j=1 ajxj ≤ b

xj ≥ 0, j = 1, n
xj ∈ Z, j = 1, n

(3.11)

Đây là bài toán quy hoạch nguyên.

Bài toán chiếc túi được áp dụng nhiều trong phân phối hàng hóa, còn
được gọi là bài toán "người bán hàng" chúng ta có thể phát biểu lại bài toán
này trong tình huống của người bán hàng như sau:

Mộ người bán hàng cần vận chuyển các loại hàng đến các cữa hàng để
phân phối. Trọng tải của chiếc xe, tối đa là b tấn. Trong kho hàng có n loại
hàng cần được đưa đi phân phối. Mỗi đơn vi hàng loại j có khối lượng là aj
kilogam và có giá trị là cj đơn vị tiền. Hỏi trong mỗi chuyến hàng nhà phân
phối nên chuyên chở những loại hàng nào với số lượng là bao nhiêu để tổng
giá trị mặt hàng phân phối là lớn nhất mà không vượt quá tải trong của
chiếc xe.

Ví dụ sau đây thường xuất hiện trong các ngành hóa thực phẩm, chăn
nuôi. Bài toán sẽ được nêu ra là khác nhau trong từng tình huống ứng dụng
khác nhau, chẳng hạn để lập kế hoạch dài hạn cho việc phát triển công nghiệp
ăn uống hoặc kế hoạch hóa việc phân phối thức ăn cho trẻ em ở các nhà trẻ,
các đơn vị bộ đội, các bệnh viện điều dưỡng . . . các bài toán sẽ khác nhau
nêu chúng ta hạn chế, thêm bớt, thay đổi tiêu chuẩn đánh giá khẩu phần sẽ
cho chúng ta những bài toán khác nhau. Sau đây là một ví dụ cho các tiêu
chí cơ bản xác định khẩu phần ăn

Ví dụ 3.4 (Bài toán về khẩu phần thức ăn). Một khẩu phần thức ăn có khối
lượng P , có thể được cấu tạo từ n loại thức ăn. Giá mua một đơn vị thức
ăn loại j là cj. Để đảm bảo cơ thể phát triển bình thường thì khẩu phần cần
m loại chất dinh dưỡng. Chất dinh dưỡng thứ i cần tối thiểu cho khẩu phần
là bi, có trong một đơn vị thức ăn loại j là aij. Hỏi nên cấu tạo khẩu phần
thức ăn như thế nào để ăn đủ no, đủ chất dinh dưỡng mà giá thành rẻ nhất.
Thiết lập mô hình:

Gọi xj là số đơn vị thức ăn loại j có trong khẩu phần(xj ≥ 0, j = 1, n).
Khi đó,

• Giá thành của khẩu phần là f(x) = ∑n
j=1 cjxj
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• Lượng dinh dưỡng loại i có trong khẩu phần là ∑n
j=1 aijxj ≥ bi i =

1,m.

• Khối lượng của khẩu phần ăn là ∑n
j=1 xj = P

Vậy ta có bài toán thể hiện kế hoạch tạo khẩu phần ăn là

min{f(x) =
n∑
j=1

cjxj} (3.12)

với điều kiện



n∑
j=1

xj = P

n∑
j=1

aijxj ≥ bi i = 1,m

xj ≥ 0, ∀ j = 1, n

(3.13)

Trong kế hoạch công nghiệp hóa và hiện đại hóa đất nước một trong
những nhiệm vụ qua trong là phát triển nguồn năng lượng sạch, trong đó có
năng lượng điện. Chúng ta đang phải xây dựng những dự án, tiêu chuẩn về
những nhà máy thủy điện và nhiệt điện sử dụng dạng chất đốt khác nhau.
Khi giải quyết các vấn đề về điện khí hóa của một vùng người ta cần phân
bổ các kiểu nhà máy có khả năng thỏa mãn yêu cầu của vùng với chi tiêu
nhỏ nhất. Chúng ta có thể hình dung thông qua ví dụ sau.

Ví dụ 3.5 (Quy hoạch nhà máy điện). Với điều kiện tự nhiên ở một quốc
gia qua việc khảo sát cho thấy có khả năng xây dựng một kiểu nhà máy điện
trong n kiểu nhà máy điện. Việc bố trí hệ thống nhà máy phải đảm bảo công
suất tiêu chuẩn là A, công suất đỉnh B định trước, và mức sản xuất năng
lượng cả năm định trước C. Chi tiêu cho xây dựng các nhà máy không vượt
quá tổng cố định D. Công suất tiêu chuẩn để đảm bảo cho một nhà máy
kiểu j là aj; công suất đỉnh của nhà máy kiểu j là bj; năng lượng sản xuất
được của 1 nhà máy kiểu j là cj chi phí sử dụng cho việc vận hành 1 nhà
máy kiểu j là fj. Hãy cho biết nên bố trí mạng lưới nhà máy điện như thế
nào để đảm bảo được nhu cầu năng lượng của quốc gia mà chi phí vận hành
ít nhất.
Thiết lập mô hình:

Gọi xj là số nhà máy điện loại j được xây dựng (xj ≥ 0, j = 1, n). Khi
đó,

• Tổng chi phí để vận hành là f(x) = ∑n
j=1 cjxj.

• Công suất tiêu chuẩn đạt được hang năm là ∑n
j=1 ajxj ≥ A.

• Công suất đỉnh của hệ thống nhà máy là ∑n
j=1 bjxj ≥ B.
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• Năng lượng sản xuất được của mạng lưới là ∑n
j=1 cjxj ≥ C.

• Chi phí xây dựng cơ bản là ∑n
j=1 djxj ≤ D.

Vậy ta có bài toán thể hiện kế hoạch xây dựng mạng lưới nhà máy điện là

min{f(x) =
n∑
j=1

cjxj} (3.14)

với điều kiện



n∑
j=1

ajxj ≥ A

n∑
j=1

bjxj ≥ B

n∑
j=1

cjxj ≥ C

n∑
j=1

djxj ≤ D

xj ≥ 0, ∀ j = 1, n

(3.15)

Các ví dụ trên cho ta một dạng bài toán giống nhau và đó chính là các
bài toán quy hoạch tuyến tính. Dạng tổng quát của bài toán quy hoạch tuyến
tính là

min(max){f(x) =
n∑
j=1

cjxj} (3.16)

với điều kiện



n∑
j=1

aijxj ≥ bi ∀ i ∈ I1

n∑
j=1

aijxj ≤ bi ∀ i ∈ I2

n∑
j=1

aijxj = bi ∀ i ∈ I3

xj ≥ 0, ∀j ∈ J1; xj ≤ 0, ∀j ∈ J2; xj tùy ý,∀j ∈ J3

(3.17)

trong đó I1 ∪ I2 ∪ I3 = {1, 2, 3, . . .m}; J1 ∪ J2 ∪ J3 = {1, 2, . . . n}.

Ví dụ 3.6. Xét bài toán quy hoạch tuyến tính

min{5x1 + 3x2 − x3} (3.18)

với điều kiện


x1 − 2x2 + 7x3 ≥ 10
−x1 + 3x2 + x3 ≤ 15
x1 + x2 + 10x3 = 20
x1 ≥ 0, x2 ≤ 0, x3 tùy ý.

(3.19)
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3.1.3 Các dạng đặc biệt
Dạng chính tắc

Dạng chính tăc của bài toán quy hoạch tuyến tính là

min{f(x) =
n∑
j=1

cjxj} (3.20)

với điều kiện


n∑
j=1

aijxj = bi ∀ i = 1,m

xj ≥ 0, ∀j = 1, n.
(3.21)

Một bài toán quy hoạch tuyến tính luôn đưa về được dạng chính tắc theo
quy tắc sau

+) Ta có max{f(X)}
X ∈M.

⇔

min{−f(X)}
X ∈M.

+) Nếu bài toán gốc có điều kiện
n∑
j=1

aijxj ≤ bi (hoặc
n∑
j=1

aijxj ≥ bi) ta

đưa thêm ẩn phụ xn+i với cn+i = 0 để có
n∑
j=1

aijxj + xn+i = bi (tương ứng
n∑
j=1

aijxj − xn+i = bi).

+) Nếu xj ≤ 0 ta thay bởi ấn x′j = −xj. Nếu ẩn số xk chưa rõ về dấu ta
thay thế nó bởi hai ẩn mới x′k, x

′′
k ≥ 0 với xk = x′k − x

′′
k.

Ví dụ 3.7. Đưa bài toán sau về dạng chính tắc

max{5x1 + 3x2 − x3} (3.22)

với điều kiện


x1 − 2x2 + 7x3 ≥ 10
−x1 + 3x2 + x3 ≤ 15
x1 + x2 + 10x3 = 20
x1 ≥ 0, x2 ≤ 0, x3 tùy ý.

(3.23)

Thay max f(X) bởi min{−f(X)}, đưa thêm ẩn phụ x4, x5 ≥ 0 thay x2 bởi
x′2 = −x2 và thay x3 = x′3 − x′′3 với x′3, x

′′
3 ≥ 0. Ta có dạng chính tắc của bài

toán là
min{−5x1 + 3x′2 + x′3 − x′′3} (3.24)
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với điều kiện


x1 + 2x′2 + 7x′3 − 7x′′3 − x4 = 10
−x1 − 3x′2 + x′3 − x′′3 + x5 = 15
x1 − x′2 + 10x′3 − 10x′′3 = 20
x1, x

′
2, x

′
3, x
′′
3, x4, x5 ≥ 0.

(3.25)

Chú ý 3.1.1. Mọi bài toán quy hoach tuyến tính tổng quát đều có thể viết
được dưới dạng một bài toán dạng chính tắc bằng cách thêm các ẩn phụ. Vì
vậy, chúng ta chỉ nghiên cứu cách giải cho bài toán dạng chính tắc.

Dạng chuẩn tắc

Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn tắc là

min{f(x) =
n∑
j=1

cjxj} (3.26)

với điều kiện


n∑
j=1

aijxj ≥ bi ∀ i = 1,m

xj ≥ 0, ∀j = 1, n.
(3.27)

Bài toán khẩu phần thức ăn trong ví dụ 3.4 cho ta bài toán dạng chuẩn tắc.

3.1.4 Tính chất của bài toán quy hoạch tuyến tính
Trong mục này chúng ta sẽ trình bày các tính chất của bài toán quy hoạch
tuyến tính. Các tính chất này có sử dụng đến một số khái niệm và tính chất
của tổ hợp lồi. Do đó, trươc hết chúng ta nhắc lại một số khái niệm và tính
chất cơ bản của tổ hợp lồi trên không gian Rn.

Tập hợpM⊂ Rn được gọi là tập hợp lồi nếu với bất kỳ hai điểmX1, X2 ∈
M ta có

λX1 + (1− λ)X2 ∈M, ∀ λ ∈ [0, 1].
Tập M = {X = (xj) ∈ Rn : ∑n

j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ...,m} là một tập
lồi. Khi đó, ta gọiM là tập lồi đa diện.

Giả sửM ⊂ Rn là một tập hợp lồi. Điểm X ∈ M được gọi là điểm cực
biên củaM nếu không thể biểu diễn thành tổ hợp lồi thực sự của hai điểm
bất kỳ thuộcM. Tức là không tồn tại X1 và X2 thuộcM và λ ∈ (0, 1) sao
cho

X = λX1 + (1− λ)X2.

∗ Tập lồi đa diện khác rỗng và bị chặn (tồn tại số thực L > 0 sao cho với
mọi X = (xj) ∈M ta đều có |xj| ≤ L, j = 1, 2, ..., n) được gọi là đa diện lồi.



3.1. BÀI TOÁN QUY HOẠCH TUYẾN TÍNH 17

Một đa diện lồiM có hữu hạn điểm cực biên X1, X2, ..., Xr và mọi điểm
thuộc đa diện lồi đều là tổ hợp lồi của các điểm cực biên, nghĩa là mọiX ∈M
thì

X =
r∑
j=1

λjXj, λj ≥ 0,
r∑
j=1

λj = 1.

Tiếp theo ta sẽ xét một số tính chất của bài toán duy hoach tuyến tính.
Không mất tính tổng quát, xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính
tắc với các giả thiết

min{f(x) =
n∑
j=1

cjxj} (3.28)

với điều kiện


n∑
j=1

aijxj = bi ∀ i = 1,m

xj ≥ 0, ∀j = 1, n.
(3.29)

Ta có ma trận hệ số của hệ điều kiện (3.29) là

A =

(A1) (A2) (A3) . . . (An)
a11
a21
...
am1

a12
a22
...
am2

a13
a23
...
am3

. . .

. . .
...
. . .

a1n
a2n
...

amn


m×n

(3.30)

trong đó Aj ký hiệu véc tơ cột thứ j của ma trận A. Tức là

Aj =


a1j
a2j
...
amj

 ∀ j = 1, n.

+) m < n (trường hợp m ≥ n thì bài toán có không quá 1 phương án.
Do đó, việc tìm phương án tối ưu là không có ý nghĩa).

+) Hạng của ma trận hệ số A có hạng bằng m.
+) bi ≥ 0 ∀i = 1,m.
+) M = {X = (x1, x2, . . . , xn)| thỏa mãn điều kiện buộc (3.29)} là tập

phương án của bài toán.
Tập phương án của bài toán quy hoạch tuyến tính là tập lồi. Điểm cực

biên X của tập lồi các phương án M được gọi là phương án cực biên của bài
toán.

Giả sử X = (x1, x2, . . . , xn) là một phương án cực biên của bài toán. Khi
đó {Aj| xj > 0, j = 1, n} được gọi là hệ véc tơ cơ sơ liên kết với phương án
cực biên X.
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Một phương án cực biên có đủ m tọa độ dương được gọi là phương án
cực biên không suy biến. Bài toán có tất cả các phương án cực biên không
suy biến thì được gọi là bài toán không suy biến.

Tính chất 3.1.2.
1) Tập phương án M của bài toán là tập lồi đa diện.
2) Nếu tập phương án M của bài toán khác rỗng và bị chặn thì tồn tại

phương án cực biên tối ứu.
3) Nếu bài toán quy hoạch tuyến tính có hai phương án tối ưu khác nhau

thì có vô số phương án tối ưu.
4) Phương án X = (xj) là phương án cực biên khi và chỉ khi hệ véc tơ cơ

sở {Aj| xj > 0, j = 1, n} liên kết với X độc lập tuyến tính.
5) Nếu bài toán có phương án tối ưu thì có ít nhất một phương án cực

biên tối ưu.
6) Số tọa độ dương của phương án cực biên tối đa là m.
7) Số phương án cực biên của bài toán là hữu hạn.
8) X ∈M là phương án cực biên khi và chỉ khi X thỏa mãn chặt n điều

kiện buộc.

Chứng minh. Trong giáo trình này chúng tôi không trình bày chứng minh
các tinh chất này. Để biết chi tiết về các tính chất này người đọc có thể xem
trong tài liệ tham khảo[1].

Không mất tính tổng quát chúng ta giả thiết bài toán (3.28)(3.29) có
dạng

min{f(X) =
n∑
i=1

cjxj} (3.31)

với điều kiện


xi +

n∑
j=1
j 6∈I

aijxj = bi, i ∈ I

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,
(3.32)

trong đó I = {1, 2, . . . ,m}. Khi đó ma trận hệ số của hệ điều kiện là

A =

(A1) (A2) . . . (Am) (Am+1) . . . (An)
1
0
...
0

0
1
...
0

. . .

. . .
...
. . .

0
0
...
1

a1m+1
a2m+1

...
amm+1

. . .

. . .
...
. . .

a1n
a2n
...

amn


m×n

, (3.33)

và ta có phương án cực biên

X0 =
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m, 0, . . . , 0

)
, x0

i = bi, i = 1, 2, . . . ,m
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với hệ véc tơ cơ sở là (A1A2 . . . Am) tạo thành ma trận đơn vị

B = (A1A2 . . . Am) =

(A1) (A2) . . . (Am)
1
0
...
0

0
1
...
0

. . .

. . .
...
. . .

0
0
...
1


m×m

, (3.34)

Ký hiệu
X∗B =

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
m

)
, C∗ = (c1, c2, . . . , cm) .

Khi đó,

x0
1A1x

0
2A1 + · · ·+ x0

mAm = B hay BX∗B = B; (3.35)
f(X0) = C∗X∗B = c1x

0
1 + c2x

0
2 + . . . cmx

0
m; (3.36)

Aj = a1jA1 + a2jA2 + . . .+ amjAm. (3.37)

Ký hiệu

∆j = C∗Aj − cj =
m∑
i=1

ciaij − cj. (3.38)

Tính chất 3.1.3.
1) Nếu tại phương án cực biên X0 có ∆j ≤ 0, ∀j = 1, 2, . . . , n thì X0 là

phương án tối ưu.
2) Nếu tại phương án cực biên X0 tồn tại ∆k > 0 và mọi aik ≤ 0, (i =

1, . . . ,m) thì bài toán không có phương án tối ưu (hàm mục tiêu không bị
chặn trên tập phương án).

3) Nếu tại phương án cực biên X0 thỏa mãn với mỗi ∆k > 0 luôn tồn
tại aik > 0 thì sẽ xây dựng được phương án cực biên X1 tốt hơn phương án
X0 theo nghĩa f(X1) < f(X0).

Chứng minh. Trong giáo trình này chúng tôi không trình bày chứng minh
các tinh chất này. Để biết chi tiết về các tính chất này người đọc có thể xem
trong tài liệ tham khảo[1].

3.1.5 Phương pháp đơn hình giải bài toán quy hoạch
Ý tưởng chung

Theo Tính chất 3.1.3 chúng ta thây rằng số phương án cực biên của bài toán
là hữu hạn và nếu bài toán có phương án tối ưu thì có phương án cực biên
tối ưu. Mặt khác, các bài toán trong thực tể thường chỉ yêu cầu chúng ta chỉ
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ra một chiến lược tối ưu nào đó. Do vậy, ý tưởng của chúng ta là chỉ cần tìm
phương án cực biên tối ưu bằng cách như sau.

- Xuất phát tử một phương án cực biên X0 nào đó, tìm cách kiểm tra
xem X0 có phải là phương án cực biên không?

- Nếu X0 là tối ưu thì dừng và kết luận.
- Nếu không, tìm cách xây dựng một phương án cự biên mới X1 tốt hơn

X0.

- Quá trình dược lặp đi lặp lại sau hữu hạn bước lặp sẽ tìm được phương
án tối ưu hoặc chỉ ra bài toán vô nghiệm.

Phương pháp tìm phương án cực biên tối ưu như trên được gọi là "phương
pháp đơn hình". Cơ sở để giải bài toán chúng ta dựa vào Tính chất 3.1.3

Thuật toán

Bước 0 (Lập bảng xuất phát) Chọn hệ véc tơ cơ sở đơn vị và phương án cực
biên xuất phát.

- Xác đinh x0
i , i = 0,m

- Xác đinh cj ∀i = 1, n; aij ∀i = 1,m; j = 1, n.
- Xác định ∆j = ∑m

i=1 ciaij − cj; ∀j = 1, n.
Bước 1 (kiểm tra tiêu chuẩn tối ưu) ∆j ≤ 0?, ∀j = 1, . . . , n.

- Nếu có, chuyển sang bước 6.
- Nếu không chuyển sang bươc 2.

Bước 2 (kiểm tra khả năng không có tối ưu). Tồn tại ∆k > 0 mà aik < 0?
- Nếu có, chuyển sang bước 6.
- Nếu không chuyển sang bươc 3.

Bước 3 (chọn véc tơ vào cơ sở). ∆k = max{∆j : ∆j > 0}, đưa Ak vào cơ
sở.
Bước 4 (chọn véc tơ ra khỏi cơ sở). λ0 = min{ x

0
j

aik
: aik > 0} = x0

l

alk
, đưa Al

ra khỏi cơ sở.
Bước 5 (Xây dựng phương án cực biên mới). Xây dựng phương án cực biên
mới X1 theo quy tắc T. Gán X0 := X1 quay trở lại bước 1.
Bước 6 Kết luận.

Để biến đổi từ phương án X0 sang phương án X1 theo thuật toán trên,
để thuận tiện người ta mô tả nó trên bảng đơn hình sau
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Bảng Cơ sở Hệ số Tọa độ c1 c2 · · · cj · · · cn
Ai ci xi A1 A2 · · · Aj · · · An

A1 c1 x0
1 a11 a12 · · · a1j · · · a1n

A2 c2 x0
2 a21 a22 · · · a2j · · · a2n

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
I Ai ci x0

i ai1 ai2 · · · aij · · · ain
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Am cm x0

m am1 am2 · · · amj · · · amn
f(X1) ∆1 ∆2 · · · ∆j · · · ∆n

A1 c1 x′1 a′11 a′12 · · · a′1j · · · a′1n
A2 c2 x′2 a′21 a′22 · · · a′2j · · · a′2n
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

II Ai ci x′i a′i1 a′i2 · · · a′ij · · · a′in
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Am cm x′m a′m1 a′m2 · · · a′mj · · · a′mn

f(X1) ∆′1 ∆′2 · · · ∆′j · · · ∆′n

Quy tắc T
- Tính toán trong bảng (I) ứng với X0 gồm 2 bước:

+) Nhập các số liệu từ bài toán.
+) Tính f(X), ∆j theo quy tắc

f(X0) =
m∑
i=1

cixi; ∆j =
m∑
j=1

ciaij − cj ∀j = 1, n. (3.39)

- Để biến đổi bảng (I) sang bảng (II) chúng ta cần chú ý
+) Trong bảng (I) cột Ak ứng với k sao cho ∆k = max{∆j : ∆j > 0}.

được gọi là cột xoay.
+) Trong bảng (I) hàng Al ứng với l sao cho x0

l

alk
= min{ x

0
i

aik
: aik > 0}.

được gọi là hàng xoay.
+) Phần tử alk là giao của hàng xoay và cột xoay được gọi là phần tử

trục.
+) Trong bảng (II) hàng Ak vào thay cho hàng Al nên được tính đầu

tiên, bằng cách lấy hàng Al ở bảng (I) chia cho phần tử trục alk.
+) Các giá trị trong bảng (II) được tính từ bảng (I) như sau

x′i =


x0

l

alk
nếu i = k

x0
i −

x0
l

alk
aik nếu i 6= k,

(3.40)

a′ij =


alj

alk
nếu i = k

aij − alj

alk
aik nếu i 6= k

(3.41)
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∆′j = ∆j −
alj
alk

∆k (3.42)

và
f(X1) = f(X0)− λ0k∆k. (3.43)

Ví dụ 3.8. Một xí nghiệp dự định sản xuất 2 loại sản phẩm A và B từ 3
loại nguyên liệu I, II, III. Để sản xuất một đơn vị sản phẩm A cần dùng 2
đơn vị nguyên liệu loại I, 1 đơn vị nguyên liệu loại III; tiền lãi thu được là
3 đơn vị tiền. Để sản xuất 1 đơn vị sản phẩm B, cần dùng 1 đơn vị nguyên
liêu loại I, 1 đơn vị nguyên liệu loại II; tiền lại thu được là 5 đơn vị tiền.
Biết rằng lượng dự trử từng loại nguyên liệu tối đa có trong kho lần lượt là
8, 4, 3 đơn vị. Hỏi xí nghiệp nên có kế hoạch sản xuất như thế nào để thu
được tiền lãi lớn nhất mà không bị thiếu nguyên liệu.

Gọi x1 là lượng sản phẩm A được sản xuất (x1 ≥ 0). Gọi x2 là lượng
sản phẩm B được sản xuất (x2 ≥ 0). Khi đó, ta cần giải bài toán quy hoạch
tuyến tính sau

max{f(X) = 3x1 + 5x2} (3.44)

với điều kiện


2x1 + x2 ≤ 8

x2 ≤ 4
x1 ≤ 3
x1, x2 ≥ 0.

(3.45)

Thuật toán đơn hình sử dụng để giải bài toán dạng chính tắc. Do vậy, việc
đầu tiên của chúng ta là đưa bài toán về dạng chính tắc.

min{f̄(X) = −3x1 − 5x2} (3.46)

với điều kiện


2x1 + x2 + x3 = 8

x2 + x4 = 4
x1 + x5 = 3
xj ≥ 0 ∀j = 1, 5.

(3.47)

Ta có ma trận hệ số

A =

(A1) (A2) (A3) (A4) (A5) 2
0
1

1
1
0

1
0
0

0
1
0

0
0
1


3×5

. (3.48)
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Chọn hệ véc tơ cơ sở đơn vị (A3A4A5) liên kết với phương án cực biên xuất
phát

X0 = (0, 0, 0, 8, 4, 3).
Ta có bảng đơn hình.

Bảng Tọa độ Hệ số Toạn độ -3 -5 0 0 0
Ai ci xi A1 A2 A3 A4 A5

A3 0 8 2 1 1 0 0
(I) ⇐ A4 0 4 0 1 0 1 0

A5 0 3 1 0 0 0 1
0 3 5 ⇑ 0 0 0

⇐ A3 0 4 2 0 1 -1 0
(II) A2 -5 4 0 1 0 1 0

A5 0 3 1 0 0 0 1
-20 3 ⇑ 0 0 -5 0

A1 -3 2 1 0 1
2

−1
2 0

(III) A2 -5 4 0 1 0 1 0
A5 0 1 0 0 −1

2
1
2 1

-26 0 0 −3
2

−7
2 0

Tại bảng (III) ta có ∆j ≤ 0 với mọi j = 1, 5. Do đó, bài toán dạng chính
tắc (3.46) và (3.47) có phương án tối ưu là

X2 = (2, 4, 0, 0, 1); fmin = f̄(X2) = −26.

Do vậy, bài toán gôc (3.44) và (3.45) có phương án tối ưu là

X∗ = (2, 4); fmax = f(X∗) = 26.

Đến đây chúng ta có thể đưa ra dự báo cho mô hình sản xuất là xí nghiệp
nên sản xuất 2 sản phẩm A và 4 sản phẩm B thì lợi nhuận thu được lớn nhất
fmax = 26 đơn vị tiền và khi đó từ phương án tối ưu của bài toán chính tắc
chúng ta thấy nguyên liệu loại I và II được sử dụng hết, nguyên liệu loại
III thừa 1 đơn vị.

Chú ý 3.1.4. Trong bảng đơn hình, nếu Aj trong cơ sở chúng ta luôn có
ajj = 1, aij = 0, ∀ i = 1,m, i 6= j và ∆j = 0.

Trong thuật toán trên chúng ta giả thiết rằng đã có một phương án cực
biên X0 liên kết vớ một hệ vecs tơ cơ sở đơn vị. Để có đuowcj điều này chúng
ta cần ma trận hệ số A chứa ma trận con đơn vị cấp m. Tuy nhiên rất nhiều
bài toán không thỏa mãn điều này. Trong trường hợp đó, chúng ta thêm
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các ẩn giả tạo xn+i ≥ 0 với hệ số cn+i = M > 0 đủ lớn, biến đổi bài toán
(3.28)(3.29), thành bài toán giả tạo (M):

min{f(X) =
n∑
j=1

cjxj +M
n∑
i=1

xi} (3.49)

với điều kiện 
xn+i +

n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1,m,

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , n,
(3.50)

Khi đó, ma trận hệ số của (3.50) là

A =

(A1) (A2) . . . (An) (An+1) (An+2) . . . (An+m)
a11
a21
...
am1

a12
a22
...
am2

. . .

. . .
...
. . .

a1n
a2n
...

amn

1
0
...
0

0
1
...
0

. . .

. . .
...
. . .

0
0
...
1


m×(n+m)

,

và ta có phương án cực biên

X0 =
(
0, . . . , 0, x0

n+1, x
0
n+2, . . . , x

0
n+m

)
, x0

n+i = bi, i = 1, 2, . . . ,m

với hệ véc tơ cơ sở là (An+1An+2 . . . An+m) tạo thành ma trận đơn vị. Từ đó
ta giải được bài toán (3.49)(3.50) bằng phương pháp đơn hình. Từ kết quả
giải bài toán này ta có thể suy ra được kết quả đối với bài toán (3.28)(3.29)
bới mệnh đề sau

Mệnh đề 3.1.5 (Mối liên hệ giữa bài toán giả tạo và bài toán gốc). Tồn tại
số thực M0 > 0 đủ lớn sao cho với mọi M > M0,

i) Nếu bài toán giả tạo (3.49)(3.50) không có phương án tối ưu thì bài
toán gốc (3.28)(3.29) cúng không có phương án tối ưu.

ii) Nếu bài toán giả tạo (3.49)(3.50) có phương án tối ưu tại phương án
tối ưu tồn tại ẩn giả tạo xn+i > 0 thì tập phương án của bài toán(3.28)(3.29)
bằng rỗng.

iii) Bài toán (3.28)(3.29) có phương án tối ưu X khi và chỉ khi bài toán
giả tạo (3.49)(3.50) có phương án tối ưu X = (X, θ).

Ở đây (X, θ) ký hiệu cho n+m tọa độ, trong đó n tọa độ đầu là điểm X,
m tọa độ cuối đều bằng 0.

Ví dụ 3.9. Một xưởng làm cữa sắt có những thanh thép dài 17 m, cần cắt
thành 64 đoạn dài 7 mét, 84 đoạn dài 5 mét và 12 đoạn dài 9 mét. Có 5 mẫu
cắt sau:
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Mẫu 1: 2 đoạn 7 mét, thừa 3 mét.
Mẫu 2: 1 đoạn 7 mét và 1 đoạn 9 mét, thừa 1 mét.
Mẫu 3: 1 đoạn 7 mét và 2 đoạn 5 mét, không thừa.
Mẫu 4: 1 đoạn 9 mét và 1 đoạn 5 mét, thừa 3 mét.
Mẫu 5: 3 đoạn 5 mét, thừa 2 mét.
Hỏi xưởng làm cữa sắt nên chọn mẫu cắt như thế nào để có thép thừa ít

nhất mà vẫn có đủ số lượng thanh thép cần dùng.
Giải. Gọi xi là số lần chọn mẫu cắt i, (xi ≥ 0). Khi đó ta có bài toán: Tìm
X = (x1, x2, x3, x4, x5) sao cho

min{3x1 + x2 + 3x4 + 2x5} (3.51)

với điều kiện


2x1 + x2 + x3 = 64

2x3 + x4 + 3x5 = 84
x2 + x4 = 12.

(3.52)

Bằng một phép biến đổi đơn giản hệ điệu kiện trên tương đương với

với điều kiện


x1 + 1

2x2 + 1
2x3 = 32
2
3x3 + 1

3x4 + x5 = 28
x2 + x4 = 12.

Ta có ma trận hệ số là

A =

(A1) (A2) (A3) (A4) (A5) 1
0
0

1
2
0
1

1
2
2
3
0

0
1
3
1

0
1
0


3×5

.

Từ ma trận hệ số chúng ta chỉ mới có 2 véc tơ đơn vị

A1 =

1
0
0

 và A5 =

0
1
0

 .
Do đó, chúng ta còn thiếu 1 véc tơ đơn vị để lập được một hệ véc tơ cơ sở
đơn vị nên chúng ta thêm 1 ẩn giả tạo x6 vào phương trình thứ 3 của hệ điều
kiện ta được bài toán giả tạo

min{3x1 + x2 + 3x4 + 2x5 +Mx6}
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với điều kiện


x1 + 1

2x2 + 1
2x3 = 32
2
3x3 + 1

3x4 + x5 = 28
x2 + x4 + x6 = 12.

Ta có ma trận hệ số của bài toán giả tạo là

A =

(A1) (A2) (A3) (A4) (A5) (A6) 1
0
0

1
2
0
1

1
2
2
3
0

0
1
3
1

0
1
0

0
0
1


3×6

.

Chọn hệ véc tơ cơ sở đơn vị (A1A5A6) liên kết với phương án cực biên xuất
phát

X0 = (32, 0, 0, 0, 0, 28, 12).

Ta có bảng đơn hình.

Bảng Tọa độ Hệ số Toạn độ 3 1 3 0 2
Ai ci xi A1 A2 A3 A4 A5

A1 3 32 1 1
2

1
2 0 0

(I) A5 2 28 0 0 2
3

1
3 1

⇐ A6 M 12 0 1 0 1 0
152 0 1

2
17
6

−7
3 0

12 0 1 ⇑ 0 1 0
A1 3 6 1 0 1

2
−1
2 0

(II) ⇐ A5 2 28 0 0 2
3

1
3 1

A2 1 12 0 1 0 1 0
146 0 0 17

6 ⇑
−17

6 0
A1 3 5 1 0 0 −3

4
−3
4

(III) A3 0 42 0 0 1 1
2

3
2

A2 1 12 0 1 0 1 0
27 0 0 0 −17

4
−17

4

Tại bảng (III) ta có ∆j ≤ 0 với mọi j = 1, 5 và ẩn giả tạo không xuất hiện
ở bảng cuối cùng. Do đó, bài toán (3.51) (3.52) có phương án tối ưu là

X2 = (5, 12, 42, 0, 0); fmin = f̄(X2) = 27.

Đến đây chúng ta có thể đưa ra dự báo cho cơ sở sản xuất là nên sản sử
dụng 5 lần chọn mẫu cắt 1, 12 lần mẫu 2, 42 lần mẫu 3, khong dùng mẫu
4 và 5 sẽ thu số thanh thép như mong muốn và số thép lảng phí ít nhất là
fmin = 27m.
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Chú ý 3.1.6. Vì chúng ta cần có đủ m véc tơ đơn vị để tạo thành một hệ
cơ sở đơn vị. Do đó nếu trong ma trận hệ số đã chứa k véc tơ đơn vị thì ta
chỉ cần thêm m− k ẩn giả tạo.

Ở bảng đầu tiên các véc tơ đơn vị ứng với ẩn giả tạo luôn ở trong cơ sở
nên các ∆n+i = 0. Do đó ta không cần tính cột n+ i. Nếu ở bảng cuối cùng
có ∆j ≤ 0, ∀ i = 1, n mà vẫn còn An+i trong hệ cơ sở thì bài toán gốc ban
đẫu không có phương án tối ưu (tập phương án bằng rỗng).

Nếu ở bảng cuối cùng, trong hệ cơ sở không chứa An+i thì bài toán gốc có
phương án tối ưu được lấy ra từ bảng cuối cùng.

3.2 Phương pháp đơn hình đối ngẫu

3.2.1 Cặp bài toán đối ngẫu

3.2.2 Phương pháp đơn hình đối ngẫu

3.3 Bài tập chương 2
Bài tập 1. Một nhà máy sản xuất phân bón có thể sản xuất 2 loại sản
phẩm: Phân Lân và Phân Kali. Nếu chỉ sản xuất một loại thì nhà máy chỉ
sản xuất được 40 tấn phân lân hoặc 28 tấn phân Kali trong 1 giờ. Lợi nhuận
thu được khi bán một tấn phân lân là 250 USD, một tấn phân Kali là 300
USD. Nhà máy làm việc 40 giờ trong tuần và thị trường tiêu thụ tối đa là
1200 tấn phân Lân và 812 tấn phân Kali trong một tuần. Hỏi nhà máy nên
có kế hoạch sản xuất như thế nào để thu được lợi nhuận lớn nhất.

Bài tập 2. Một xưởng làm cữa sắt có những thanh thép dài 17 m, cần cắt
thành 384 đoạn dài 7 mét, 84 đoạn dài 5 mét và 48 đoạn dài 9 mét. Có 5
mẫu cắt sau:

Mẫu 1: 2 đoạn 7 mét, thừa 3 mét.
Mẫu 2: 1 đoạn 7 mét và 1 đoạn 9 mét, thừa 1 mét.
Mẫu 3: 1 đoạn 7 mét và 2 đoạn 5 mét, không thừa.
Mẫu 4: 1 đoạn 9 mét và 1 đoạn 5 mét, thừa 3 mét.
Mẫu 5: 3 đoạn 5 mét, thừa 2 mét.
Hỏi xưởng làm cữa sắt nên chọn mẫu cắt như thế nào để có thép thừa ít

nhất mà vẫn có đủ số lượng thanh thép cần dùng.

Bài tập 3. Một nhà đầu tư có 20 tỉ đồng muốn đầu tư vào 4 lĩnh vực:

Lĩnh vực đẩu tư Chứng khoán Công trái Gửi tiết kiệm Bất động sản
Lãi suất trên năm 20% 12% 15% 18%
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Ngoài ra để giảm thiểu rủi ro nhà đầu tư cho rằng không nên đầu tư vào
chứng khoán vượt quá 30% tổng số vốn; đầu tư vào công trái và tiết kiệm
ít nhất là 25% tổng số vốn; gửi tiết kiệm ít nhất 2 tỉ đồng. Hãy xác định kế
hoạch phân bổ vốn đầu tư sao cho thu nhập hàng năm là lớn nhất.

Bài tập 4. Một cơ sở dự định sản xuất tối đa trong một ngày 450 ổ bánh
mì dài và 500 ổ bánh mì tròn với điều kiện như sau
- Giá một ổ bánh mì dài làm từ 400 g bột là 3250 đồng, một ổ bánh mì tròn
làm từ 250 g bột là 2200 đồng.
- Số lượng bột được cung cấp tối đa trong ngày là 225 kg, với giá mỗi kg là
3000 đồng.
- Lò nướng bánh mì cho phép nướng 75 ổ bánh mì dài hoặc 100 ổ bánh mì
tròn trong 1 giờ nhưng không thể nướng 2 loại cùng một lúc. Lò nướng hoạt
động tối đa 8 giờ trong ngày. Hỏi cơ sở bánh mì nên tổ chức sản xuất như
thế nào để thu được tiền lời nhiều nhất.

Bài tập 5. Một xý nghiệp có thể sử dụng tối đa 510 giờ máy cán, 360 giờ
máy tiện và 150 giờ máy mài để chế tạo 3 loại sản phảm A, B và C. Để tạo
ra một sản phẩm A cần 9 giờ máy cán, 5 giờ máy tiện 3 giờ máy mài; một
đơn vi sản phẩm B cần 3 giờ máy cán, 4 giờ máy tiện; một đơn vị sản phẩm
C cần 5 giờ máy cán, 3 giờ máy tiện, 2 giờ máy mài. Mỗi sản phẩm A trị giá
48 nghìn đồng, mỗi sản phẩm B trị giá 16 nghìn đồng và mỗi sản phẩm C trị
giá 27 nghì đồng. Hỏi xí nghiệp nên sản xuất thế nào đê cho tổng tiền thu
về nhiều nhất. Cho biết số giờ còn lại của các máy trong trường hợp tối ưu.

Bài tập 6. Nhằm mục đích giảm thiểu chi phí để đáp ứng nhu cấu về protein,
viatimin và sắt với một khẩu phần thức ăn được hạn chế trên bởi táo, chuối,
cà rốt, rau và trứng. Chi phí và giá trị dinh dưỡng có trong 5 loại thức ăn
được cho ở bảng sau:

Thức ăn Đơn vị(đv) Protein Vitamin Sắt Giá thành
g/đv g/đv g/đv đồng/đv

Táo quả 0,4 6 0,4 8
Chuối quả 1,2 10 0,6 10
Rau kg 0,6 3 0,4 3
Trứng quả 12.2 0 2,6 15

Chế độ ăn uống hằng ngày đòi hỏi tối thiểu 70 mg protein, 50 mg Vitamin
C, 12 mg sắt. Hãy cho biết nên tạo khẫu phần thức ăn như thế nào để đủ
chất dinh dưỡng mà giá thành rẻ nhất.

Bài tập 7. Để đảm bảo cho vật nuôi phát triển bình thường người chăn nuôi
phải cung cấp tối thiểu cho vật nôi 60 đơn vị chất dinh dưỡng A, 84 đơn vị
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chất dinh dưỡng B, 72 đơn vị chất dinh dưỡng C mỗi ngày. Người chăn nuôi
có thể mua thức ăn cho vật nuôi từ 3 nguồn khác nhau. Lượng chất dinh
dưỡng mỗi loại cũng như giá thành của một đơn vị thức ăn của mỗi nguồn
thức ăn được cho ở bảng sau:

Thức ăn A B C Giá
Nguồn 1 3 7 3 10
Nguồn 2 2 2 6 4
Nguồn 3 5 3 4 7

Hỏi người chăn nuôi nên có kế hoạch chọn thức ăn như thế nào để chi phí rẻ
nhất mà vẫn đảm bảo được chất dinh dưỡng cho vật nuôi.
Bài tập 8. Một nhà sản xuất sơn cần tạo ra một loại sản phẩm sơn nước.
Để tạo ra được loại sơn này thì phải có 4 loại hoá chất A, B, C và D. Thành
phần trong loại sơn này phải chứa ít nhất 5% hoá chất A, 3% hoá chất B,
26% hoá chất C và không quá 15% hoá chất D. Để có được điều này các nhà
sản xuất phải kết hợp 3 loại khoáng sản thô. Thành phần hoá chất có trong
một đơn vị khoáng sản thô và chi phí để mua một đơn vị khoáng sản thô
được cho ở bảng sau:

Khoáng sản Hoá chất Giá
A B C D

I 0 5 30 20 40
II 6 8 30 10 75
III 7 0 25 16 30

Hãy xây dựng kế hoạch sản xuất sơn sao cho giá thành rẻ nhất.
Bài tập 9. Đồng tiền xu được đúc chứa ít nhất 40% bạc và ít nhất 50%
đồng tỉ lệ bạc và đồng có trong các loại hợp kim A,B,C và D cũng như giá
từng loại hợp kim được cho trong bảng sau

Hơpk kim A B C D
% Bạc 30 35 50 40
% Đồng 60 35 50 45
Giá (USD) 11 12 16 14

Hãy xây dựng kế hoạch đúc đồng cu từ các hợp kim sao cho tổng chi phí bé
nhất.
Bài tập 10. Một phụ gia nguyên liệu phải có ít nhất 32% hoá chất A, ít
nhất 15% và không quá 40% chất trơ C. Để sản xuất phụ gia người ta sẽ
điều chế các hoá chất từ 4 loại nguyên liệu W, X, Y và Z. Thành phần hoá
chất có trong một đơn vị nguyên liệu và giá một của mối đơn vị nguyên liệu
được cho trong bảng sau.



30 3. MỘT SỐ MÔ HÌNH TOÁN KINH TẾ

Nguyên liệu W X Y X
% Hoá chất A 45 25 28 36
% Hoá chất B 22 10 0 16
% Hoá chất C 20 42 44 27
Giá (USD/đv) 35 5 10 15

Hỏi nên sản xuất chất phụ gia như thế nào để chi phí rẻ nhất.

Bài tập 11. Một nhà máy sản xuất ba loại thịt: bò, lợn và cừu với số lượng
sản xuất mỗi ngày là 480 tấn thịt bò, 400 tấn thịt lợn, 230 tấn thịt cừu. Mỗi
loại đều có thể bán được ở dạng tươi hoặc nấu chín. Tổng các loại thịt có
thể nấu chín để bán là 420 tấn trong giờ và 250 tấn ngoài giờ. Lợi nhuận thu
được từ việc bán một tấn mỗi loại thịt được cho trong bảng sau

Loại thịt Bò Lợn Cừu
Tươi 8 14 11

Nấu chín trong giờ 4 12 7
Nấu chín ngoài giờ 4 13 9

Hỏi nhà máy nên sản xuất như thế nào để thu được lợi nhuận cao nhất.

Bài tập 12. Một trại chăn nuôi dự định nuôi 3 loại bò: Bò thịt, bò cày và
bò sữa. Số liệu điều tra được cho ở bảng sau với đơn vị tính nghìn đồng/
con:

Bò sữa Bò cày Bò thịt Dự trữ
Vốn 123 167 162 7020

Chi phí chăn nuôi 18 15 15 800
Lãi 59 49 57

Hỏi trại chăn nuôi nên có kế hoạch nuôi bò như thế nào để thu được tiền
lãi nhiều nhất. Biết rằng số bò sữa không quá 18 con.

Bài tập 13. Một chủ nông trại sở hữu 100 mẫu đất dự định trồng 3 loại
cây Cao su, Cà phê, Ca cao. Chi phí hạt giống số ngày công chăm sóc và lợi
nhuận thu được trên một mẫu đất trồng được cho ở bảng sau

Cao su Cà phê Ca cao
Chi phí giống 40$ 20$ 30$
Nhân công 10 ngày 10 ngày 10 ngày

Lãi 300$ 100$ 200$

Hỏi nông trại nên trồng mỗi loại bao nhiêu để loại nhuận thu được nhiều
nhất. Biết rằng chủ nông trại có thể huy động tối đa 3200$ và 160 ngày công.



3.3. BÀI TẬP CHƯƠNG 2 31

Bài tập 14. Một hãng sản xuất đồ chơi trẻ em có thể sản xuất bốn loại xe
khác nhau: xe thư, xe cẩu, xe ủi và xe bồn. Để sản xuất ra mỗi loại xe trên
cần sử dụng 3 loại máy:Máy dập, máy phun sơn và máy đóng gói. Mức tiêu
hao thời gian (giờ) cho mỗi loại xe và lợi nhuận thu đươc cho ở bảng sau:

Mức tiêu hao thời gian và lợi nhuận Xe thư Xe cẩu Xe ủi Xe bồn
Máy dập 2 giờ 2,5 giờ 2 giờ 2 giờ

Máy phun sơn 1 giờ 1,5 giờ 1 giờ 2 giờ
Máy đóng gói 0,5 giờ 0,5 giờ 1 giờ 1 giờ
Lợi nhuận 0, 5$ 1$ 1, 5$ 2$

Công suất tối đa/ tuần của: Máy dập 4000 giờ, máy phun sơn 1800 giờ,
máy đóng gói, máy đóng gói 1000 giờ. Hỏi cơ sở nên sản xuất như thế nào
để thu được lợi nhuân lớn nhất.

Bài tập 15. Một công ty chuyên xản xuất 3 loại sản phẩm A, B, C. Trong
đó nguyên liệu để sản xuất 3 loại sản phẩm trên được nhập tử 2 nguồn N1
và N2. Chi phí cho mỗi đơn vị nguyên liệu nhập từ N1 là 100 $ và từ nguồn
N2 là 90 $. Các loại sản phẩm sản xuất cần các đơn vị nguyên liệu của từng
nguồn được cho bởi bảng sau:

Nguồn nguyên liệu Loại sản phẩm
A B C

N1 100 200 300
N1 200 100 200

Biết rằng, trong thời gian tới cần sản xuất tối thiểu 20000 sản phẩm loại A;
18000 sản phẩm loại B; 15000 sản phẩm loại C. Hãy lập kế hoạch sản xuất
sao cho chi phí công ti phải bỏ ra là nhỏ nhất mà vẫn đảm bảo về yêu cầu
sản phẩm.
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4

Một số mô hình tuyến tính đặc
biệt

4.1 Bài toán vận tải

4.1.1 Bài toán vận tải cổ điển
Có m nhà phân phối một loại hàng. Lượng hàng có thể cung cấp ở nhà phân
phối i, i = 1,m là ai. Cần phân phối loại hàng này đến n cữa hàng tiêu thụ.
Cữa hàng thứ j, j = 1, n cần lượng hàng là bj. Cước phí vận chuyển 1 đơn
vị hàng từ nhà phân phối i đến cữa hàng j là cij, ∀ i = 1,m; j = 1, n. Hãy
lập kế hoạch phân phối hàng sao cho tổng cước phí vận chuyển bé nhất sao
cho các nhà phân phối phát hết hàng và các cữa hàng nhận đủ hàng.
Thiết lập mô hình:

Gọi xij là lượng hàng được vận chuyển từ nhà phân phối i (i = 1,m) đến
cữa hàng j (j = 1, n) (xij ≥ 0). Khi đó,
• Tổng cước phí vận chuyển là

f(x) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

• Lượng mà nhà phân phối i phát đi là
n∑
j=1

xij = ai i = 1,m.

• Lượng mà cữa hàng j nhận được là
m∑
i=1

xij = bj j = 1, n.

33
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Vậy ta có bài toán thể hiện kế hoạch phân phối hàng là

min{f(x) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij} (4.1)

với điều kiện 

n∑
j=1

xij = ai i = 1,m
m∑
i=1

xij = bj j = 1, n

xij ≥ 0, ∀ i = 1,m, j = 1, n

(4.2)

Để thuận tiện cho việc tính toán người ta có thể biểu diễn bài toán

4.1.2 Tính chất của bài toán vận tải
Định lý 4.1.1. Bài toán vận tải có phương án tối ưu khi và chỉ kho cân bằng
thu phát, nghĩa là

n∑
j=1

aj =
m∑
i=1

bi.

4.2 Bài toán sản xuất đồng bộ

4.2.1 Bài toán
Có m máy công cụ, tham gia sản xuất một loại sản phẩm gồm n chi tiết
khác nhau. Số máy mỗi loại tham gia quá trình được giả thiết là 1 chiếc,
số chi tiết được cấu thành sản phẩm được chia theo tỉ lệ 1 : 1 (do vậy
có thể coi số chi tiết mỗi loại cấu thành sản phẩm là 1). Năng suất máy
thứ i sản xuất chi tiết thứ j là sij (số đơn vị chi tiết/ đơn vị thời gian)
i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n. Hãy bố trí thời gian để các máy sản xuất các
chi tiết, sao cho số sản phẩm đủ bộ (đồng bộ) được nhiều nhất.
Thiết lập mô hình:

Gọi xij là phần thời gian trong một đơn vị thời gian kế hoạch của may i
sản xuất chi tiết j (xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n).

+) Tổng thời gian máy i thực hiện sản xuất là
n∑
j=1

xij≤ 1.

+) Số chi tiết j được sản xuất là

fj =
m∑
i=1

aijxij, j = 1, n.
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+) Số sản phẩm đủ bộ sẽ là

f = min{fj : j = 1, n} = min{
m∑
i=1

aijxij : j = 1, n}.

Bài toán đặt ra là: Tìm X = (xij; i = 1,m; j = 1, n) sao cho

f(X) = max f = max{min
m∑
i=1

aijxij}

với điều kiện


∑n
j=1 xij ≤ 1, i = 1,m

xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.
Chú ý rằng từ điều kiện

f = min
{

m∑
i=1

aijxij : j = 1, n
}
.

suy ra,
f ≤

m∑
i=1

aijxij : j = 1, n.

Hay
−

m∑
i=1

aijxij + f ≤ 0 j = 1, n.

Do vậy bài toán được viết lại là: Tìm X = (xij; i = 1,m; j = 1, n) và f sao
cho

max f (4.3)

với điều kiện


∑n
j=1 xij ≤ 1, i = 1,m
−∑m

i=1 aijxij + f ≤ 0 j = 1, n
xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n.

(4.4)

Bài toán (4.3)(4.4) là bài toán quy hoạch tuyến tính có thể giải bằng phương
pháp đơn hình. Ta có ma trận hệ số của hệ điều kiện (4.4) là

1 1 . . . 1 0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 1 1 . . . 1 . . . 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . 1 1 . . . 1 0
−a11 0 . . . 0 −a21 0 . . . 0 . . . −am1 0 . . . 0 1

0 −a12 . . . 0 0 −a22 . . . 0 . . . 0 −am2 . . . 0 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −a1n 0 0 . . . −a2n . . . 0 0 . . . −amn 1


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Trong thực tế số ẩn của bài toán này khá lớn nên việc tính toán trên
bảng đơn hình sẽ gặp khó khăn. Để giải bài toán này người ta vận dụng lý
thuyết đối ngẫu và tính chất đặc biệt của bài toán.

Để thuận tiện trong các lập luận, không mất tính tổng quát chúng ta có
thể giả thiết rằng với mỗi i, mỗi j đều tồn tại aij > 0 (mỗi chi tiết j phải
được sản xuất ít nhất một máy và mỗi máy i phải sản xuất ít nhất một chi
tiết).

Bài toán đối ngẫu
Bài toán đối ngẫu của bài toán bài toán sản xuất đồng bộ (4.3)(4.4) là:

Tìm các bộ số u1, u2, . . . , um, v1, v2, . . . , vn sao cho

min{
m∑
i=1

ui} (4.5)

với điều kiện


ui − aijvj ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n∑n
j=1 ≥ 1,

ui ≥ 0, i = 1,m, vj ≥ 0, j = 1, n.
(4.6)

Các cặp ràng buộc đối ngẫu là

xij ≥ 0↔ ui − aijvj ≥ 0, i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n

f ≥ 0↔
n∑
j=1

νj ≥ 1

−
m∑
i=1

aijxij + f ≤ 0↔ vj ≥ 0, j = 1, n.

Để thuận tiện cho việc tính toán trong việc giải bài toán chúng ta có thể biểu
diễn thông tin bài toán (4.3)(4.4) và (4.5)(4.6) dưới dạng bảng sau
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4.2.2 Tính chất của bài toán sản xuất đồng bộ
Định lý 4.2.1. Giá trị f trong bài toán sản xuất đồng bộ luôn dương.

Chứng minh. Theo giả thiết aij > 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . n, đồng thời
mỗi sản phẩm i ắt phải được sản xuất bởi ít nhất một máy j nên vơi mỗi i,
tồn tại j để xij > 0, do vậy từ

f = min fj = min{
m∑
i=1

aijxij, j = 1, 2, . . . , n},

cho thấy f > 0.

Định lý 4.2.2. Bài toán sản xuất đồng bộ luôn có phương án tối ưu.

Chứng minh. Để chứng minh định lý ta chứng minh tập phương án của bài
toán khác rỗng và hàm mục tiêu bị bị chăn trên tập phương án. Thật vậy,
lấy X = (xij) với xij = 1

n
. Chúng ta kiểm tra thấy X là một phương án của

bài toán.
Mặt khác, ∑n

j=1 xij ≤ 1, i = 1,m và xij ≥ 0 nên 0 ≤ xij ≤ 1. Từ đó suy
ra

f = min
{

m∑
i=1

aijxij, j = 1, 2, . . . , n
}

≤ min
{

m∑
i=1

aij, j = 1, 2, . . . , n
}

= L

Do đó hàm mục tiêu bị chặn trên tập phương án khác rỗng. Vậy bài toán có
phương án tối ưu.

Định lý 4.2.3. Giả sử A là ma trận hệ số của hệ điều kiện (4.4). Khi đó
rank(A) = m+ n.

Chứng minh.

4.3 Bài toán quyết định tối ưu
Trong thực tế, chúng ta luôn phải lựa chọn một phương án nào đó để đưa
ra quyết định cho hành vi của mình. Lúc này, chúng ta thường xem xét cái
được và cái mất dựa trên các yếu tố thuận lợi và khó khăn của từng hoàn
cảnh thực tế. Xét cho cùng, lúc này xuất hiện một quan hệ tay đôi giữ người
đưa ra quyết định và đối thủ. Nếu quyết định đúng thì chủ thể sẽ thành công
(thắng cuộc), nếu quyết định sai thì sẽ thất bại và lợi ích sẽ thuộc về đối thủ
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cạch tranh. Kết quả của người đưa ra quyết định phu thuộc vào quyết định
của đối thủ cạnh tranh. Cuộc đấu trí giữa chủ thể và đối thủ được xét đến
như một trò chơi 2 đấu thủ. Chẳng hạn như trong các trò chơi cờ tướng, cờ
vua, song đề tử tù, thiết lập kế hoạch đầu tư,. . . . Sau đây chúng ta xét đến
một số trò chơi

Ví dụ 4.1 (Trò chơi sấp ngửa). Có 2 đấu thủ P và Q cùng chơi, mỗi người
tung một đồng xu 2 mặt sấp (S) và ngữa (N) cùng lúc bằng một hiệu lệnh
nào đó. Nếu cả 2 đồng tiền đều xuất hiện mặt sấp thì (P) thắng (Q) nếu 2
đồng tiền đều xuất hiện mặt ngửa thì (Q) thắng (P) ((P) thua (Q)). Nếu
có một mặt sấp và một mặt ngửa thì hòa. Nếu (P) thắng (Q) thì (P) nhận
được 1 đồng. (P) thua (Q) thì (P) nhận được −1 đồng. Nếu (P) và (Q) hòa
nhau tương thì (P) nhận được 0 đồng. Khi đó trò chơi giữa (P) và (Q) được
thể hiện bởi bản sau

P
Q S N
S 1; -1 0; 0
N 0; 0 -1; 1

Lúc này ta có ma trận

AP =
[

1 0
0 −1

]
; AQ =

[
−1 0
0 1

]
.

Ma trận AP được gọi là ma trận thắng (hay ma trân thu hoạch) của (P);
Ma trận AQ được gọi là ma trận thắng (hay ma trân thu hoạch) của (Q). Rõ
ràng tỷ lệ thắng thua của trò chơi giữa (P) và (Q) được thể bởi ma trân A.
Do vậy trò chơi này còn được gọi là trò chơi ma trận.

Ví dụ 4.2 (Song đề tử tù). Hai kẻ bị tình nghi là tội phạm bị cảnh sát bắt.
Cảnh sát không có đủ chứng cớ để kết án họ, và đã cách ly họ. Cảnh sát gặp
từng người một và làm cùng tho thuận: nếu một người thú tội mà người kia
im lặng, người im lặng sẽ bị phạt 10 năm tù và người thú tội sẽ được thả tự
do. Nếu cả hai đều im lặng, cảnh sát chỉ phạt được mỗi tù nhân 6 tháng tù
vì một tội nhỏ khác. Nếu cả hai đều thú tội, mỗi người sẽ bị phạt 2 năm.
Trò chi có thể được tóm tắt như sau:

A im lặng A thú tội
B im lặng Cả hai 6 tháng B bị 10 năm, A được tự do
B thú tội A bị 10 năm, B được tự do Cả 2 bị 2 năm

Giả sử cả hai tù nhân đều ích kỹ và đều muốn làm giảm thiểu thời gian tù
tội của mình. Mỗi tù nhân có 2 lựa chọn hợp tác với kẻ đồng lõa và giữ im
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lặng; hoặc phản bôi và thú tội. Kết quả của mỗi sự lựa chọn đều phụ thuộc
vào quyết định của người kia. Tuy nhiên không người nào biết sự lựa chọn
của người kia. Ngay cả khi họ được gặp nhau họ vẫn có thể không tin tưởng
nhau.

Nếu cả hai người này đều tin tưởng người kia là im lặng thì lựa chọn tối
ưu của họ ta thú tội. Khi đó hắn sẽ được thả tự do trong khi người kia bị tù
10 năm. Ngược lại nếu hắn tin rằng người kia sẽ thú tội thì lựa chon tối ưu
của hăn là thú tội vì khi đó cả hai sẽ bị tù 2 năm nếu không nó sẽ bị tù 10
năm nếu như im lặng. Tuy nhiên, nếu cả hai hợp tác được với nhau đề giữ
im lặng thì mỗi người chỉ bị 6 tháng.

Vì thế ta thấy mỗi người đều nên thú tội bất kể người kia lựa chon như
thế nào mỗi tù nhân đều được giảm tội nếu thú tội. Nhưng không may cho
cả hai, nếu biết im lặng thì cả hai cùng bị tù 6 tháng.

Vậy nếu lý luận tốt cho cả 2 người thì tốt nhất cả hai đều im lặng bởi vì
khi đó tổng thời gian tù cả 2 người phải chịu là 1 năm trong khi nếu có 1
người thú tội thì tổng thời gian tù của cả 2 người tối thiểu là 2 năm.

Quy tắc thưởng phạt được cho bởi bảng sau

Q im lặng Q thú tội
P im lặng -0,5; -0,5 -10; 0
P thú tội 0; -10 -2; -2

Ma trận thắng của (P ) và (Q) lần lượt là

AP =
[
−0, 5 −10

0 −2

]
; AQ =

[
−0, 5 0
−10 −2

]
.

Ví dụ 4.3 (Trò chơi One-Two-Three). Trò chơi gữa (P ) và (Q), mỗi người
giơ tay ra hiệu "Giấy", "Búa", "Kéo" theo quy tắc "Giấy thắng Búa", "Búa
thắng Kéo", "Kéo thắng Giấy". Quy tắc thưởng phạt của trò chơi được cho
bởi công thức.

Giấy Búa Kéo
Giấy 0;0 1; -1 -1; 1
Búa -1;1 0; 0 1; -1
Kéo 1; -1 -1; 1 0; 0

Ma trận thắng của (P ) và (Q) lần lượt là

AP =

 0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0

 ; AQ =

 0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0

 .
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Như vậy trong các trò chơi này xuất hiện quan hệ tay đôi giữa người chơi
và đối thủ. Lợi ích của người chơi phụ thuộc vào quyết định của đối thủ.
Người chơi cần phải lựa chọn quyết định tối ưu cho mình trong mọi lựa chọn
của đối thủ. Đó chính là bài toán quyết định tối ưu trong lý thuyết trò chơi
và được áp dụng vào các mô hình thực tế

Mộ trò chơi 2 đấu thủ được quy định bởi các quy định bời các ma trân
tháng của AP và AQ được gọi là bài toán trò chơi ma trận.

4.3.1 Bài toán trò chơi ma trận tổng bằng không
Trong mục này chúng ta xét trò chơi ma trận hai đối thủ có tổng bằng không
tức là lợi nhuận của người chơi (P) dựa trên thiệt hại của người chơi (Q).

Định nghĩa 4.3.1. Cho một ma trận A = (aij)m×n với aij ∈ R. Một trò
chơi hai đối thủ sao cho ma trận A là ma trận thắng của người chơi (P) và
là ma trận trả tiền của đối thủ (Q) được gọi là trò chơi ma trận hai đối thủ.
Trong đó, m là số chiến lược đơn của người chơi (P ) và n là số chiến lược
đơn của đối thủ (Q).

Định nghĩa 4.3.2. +) Với mỗi i = 1,m, một véc tơ đơn vị

Xi = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−1 chữ số 0

, 1, 0 . . . 0) ∈ Rm

được gọi là chiến lược đơn i của người chơi (P ).
+) Với mỗi j = 1, n, một véc tơ đơn vị

Yi = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1 chữ số 0

, 1, 0 . . . 0) ∈ Rn

được gọi là chiến lược đơn j của người chơi (Q).

Chú ý 4.3.3. Người chơi (P ) có m chiến lược đơn, người chơi (Q) có n
chiến lược đơn.

Định nghĩa 4.3.4. +) Mỗi véc tơ X = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm với xi ≥
0, ∑m

i=1 xi = 1 được gọi là chiến lược hỗn hợp của người chơi (P ). Trong đó
xi là xác suất để người chơi (P ) chọn phương án i.

+) Mỗi véc tơ Y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn với yj ≥ 0, ∑n
i=1 yj = 1 được gọi

là chiến lược hỗn hợp của người chơi (Q). Trong đó yj là xác suất để người
chơi (Q) chọn phương án j.
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Định nghĩa 4.3.5. Xét trò chơi ma trận hai đấu thủ (P ) và (Q) với ma
trận thắng của (P ) là A = (aij)m×n. Giả sử X = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm và
Y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn lần lượt là chiến lược hỗn hợp của (P ) và (Q). Khi
đó

E(X, Y ) = XAY T =
m∑
i=1

xi

 n∑
j=1

aijyj

 (4.7)

được gọi là hàm thu hoạch (kỳ vọng thắng) của (P ).

Chú ý 4.3.6. +) Nếu E(X, Y ) > 0 thì (P ) có thắng (Q); nếu E(X, Y ) < 0
thì (P ) có thua (Q); nếu E(X, Y ) = 0 thì (P ) và (Q) hòa nhau.

+) E(Xi, Yj) = aij. Do đó aij là giá trị lợi nhuận mà (P ) nhận được khi
(P ) chọn chiến lược đơn i và đối thủ chọn chiến lược đơn j.

Chúng ta có thể xem quyết định đầu tư của một nhà đầu tư là trò chơi
2 đấu thủ giửa nhà đầu tư và biến động của thị trường ta có ví dụ sau:

Ví dụ 4.4. Một nhà đầu tư có thể lựa chọn đầu tư vào cổ phiếu A,B,C.
Sau khi phân tích biến động của thị trường người ta dự báo là sẽ xãy ra 4
tình huống của thị trường là (I); (II); (III); (IV ). Hiệu quả đầu tư mang lại
(đơn vị: triệu đồng) khi nhà đầu tư chi ra 100 triệu vào từng cổ phiếu ứng
với từng tình huống của thị trường được cho ở bảng sau.

Phương án Hiệu quả
A 16 8 7 0
B -7 20 6 15
C 9 10 -12 5

Tình huống I II III IV

+) Ý nghĩa kinh tế của số "-12" trong bảng số là: Nếu nhà đầu tư chỉ chọn
phương án C để đầu tư (tức là người chơi chọn chiến lược đơn X3 = (0, 0, 1))
và khi đó thị trường xuất hiện tình huống (III) (đối thủ chọn chiến lược đơn
Y3 = (0, 0, 1, 0) ) thì nhà đẫu tư sẽ bị lỗ 12 triệu đồng khi đầu tư 100 triệu.

+) Giả sử nhà đầu tư đưa 100 triệu của mình đầu tư vào cổ phếu A là
30 triêu, 50 triệu đầu tư cho cổ phiếu B còn lại đầu tư cho cổ phiếu C. Các
tình huống của thị trường có khả năng xuất hiện như nhau. Khi đó,

• Chiện lược hổn hợp của nhà đầu tư là: X = (0, 3; 0, 5; 0, 2)

• Chiến lược hỗn hợp của thị trường (đối thủ) là Y = (0, 25; 0, 25; 0, 25; 0, 25).
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• Kỳ vọng thắng của nhà đầu tư là

E(X, Y ) = XAY T

= (0, 3; 0, 5; 0, 2)

 16 8 7 0
−7 20 6 15
9 10 −12 5




0, 25
0, 25
0, 25
0, 25


= 7, 175.

4.3.2 Điểm yên ngựa và chiến lược tối ưu
Xét trò chơi ma trận hai đối thủ (P ) và (Q) với ma trận thắng của (P ) là
A = (aij)m×n.

Nếu người chơi chọn chiến lược đơn i
(
tức là Xi = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . 0)

)
khi đó người chơi sẽ quan tâm xem mình được lợi nhuận tối thiểu là bao
nhiêu. Trong trường hợp đó nếu đối thủ chọn chiến lược hỗn hợp là Y =
(y1, y2, . . . , yn) thì kỳ vọng thắng của (P ) là

E(Xi, Y ) =
n∑
j=1

aijxj.

Giả sử min
j=1,n

aij = ail. Khi đó

E(Xi, Y ) =
n∑
j=1

aijyj ≥
n∑
j=1

ailyj = ail
n∑
j=1

yj = ail.

Do đó, nếu người chơi chọn chiến lược đơn i thì lợi nhuận tối thiểu người
chơi sẽ nhận được là min

j=1,n
aij. Rõ ràng, với cách tư duy đó người chơi (P ) sẽ

lựa chọn chiến lược đơn i sao cho lợi nhuận tối thiểu là lớn nhất tức là chọn
chiến lược đơn i sao cho

min
j=1,n

aij = max
k=1,m

min
j=1,n

akj.

Do vậy, người ta nói người chơi (P ) chọn chiến lược theo nguyên lý max min .
Đối với đối thủ (Q), khi có thông tin về ma trận thắng của (P ), nếu chọn

chiến lược đơn j và người chơi chọn chiến lược hỗn hợp X = (x1, x2, . . . , xm)
thì tổn thất mà (Q) phải chịu là

E(X, Yj) =
m∑
i=1

aijxi.
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Đặt max
i=1,m

aij = akj. Khi đó

E(X, Yj) =
m∑
i=1

aijxi ≤
m∑
i=1

ailxi = akj
n∑
j=1

xi = akj.

Do đó, nếu đối thủ (Q) chọn chiến lược đơn j thì tổn thất tối đa mà (Q) phải
trả là max

i=1,m
aij. Rõ ràng, với cách tư duy đó (Q) sẽ lựa chọn chiến lược đơn j

sao cho tổn thất tối đa là bé nhất tức là chọn chiến lược đơn j sao cho

max
i=1,m

aij = min
l=1,n

max
i=1,m

ail.

Do vậy, ta nói đối thủ (Q) chọn chiến lược theo nguyên lý min max .

Định nghĩa 4.3.7. Nếu trò chơi ma trận hai đối thủ (P ) và (Q) với ma trận
thắng A = (aij)m×n thỏa mãn

max
i=1,m

min
j=1,n

aij = min
j=1,n

max
i=1,m

aij = alk = ν (4.8)

thì ta nói trò chơi ma trận có điểm yên ngựa và giá của điểm yên ngựa là
alk = ν.

Chú ý 4.3.8. Nếu bài toán có điểm yên ngựa với giá của điểm yên ngựa là
ν = alk thì

+) Nếu (P ) chọn chiến lược đơn l thì (P ) sẽ thu được lợi nhuận tối thiểu
là ν. Khi đó nếu (Q) chọn một chiến lược đơn nào đó khác k thì sẽ có thể
thiệt hại tối đa một lượng lớn hơn hoặc bằng ν và chỉ khi (Q) chọn chiến
lược đơn k thì (Q) mới đảm bảo được rằng thiệt hại tối đa là ν. Khi đó, k là
chiến lược đơn tối ưu của (Q).

+) Nếu (Q) chọn chiến lược đơn k thì (Q) sẽ thiệt hại tối đa là ν. Khi
đó nếu (P ) chọn một chiến lược đơn nào đó khác l thì sẽ có thể thu được
lợi nhuận tối thiểu một lượng bé thua hoặc bằng ν và chỉ khi (P ) chọn chiến
lược đơn l thì (P ) mới đảm bảo được rằng lợi nhuận tối thiểu là ν. Khi đó, k
là chiến lược đơn tối ưu của (P ).

Ví dụ 4.5. Xét trò chơi ma trận hai đối thủ (P ) và (Q) với ma trận với ma
trận thắng của (P ) là

A =

 4 2 1 13
4 15 5 2
6 7 7 6


ta có thể biểu diễn lên bảng sau
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(I) (II) (III) (IV) min max
A 4 2 1 13 1 13
B 4 15 5 2 2 15
C 6 7 7 6 6 7

max 6 15 12 13
min 4 2 1 2

Từ bảng trên chúng ta thấy

max
i=1,3

min
j=1,4

aij = min
j=1,4

max
i=1,3

aij = a31 = 6

Vậy bài toán có điểm yên ngựa với giá của điểm yên ngựa là ν = 6. Chiến
lược đơn tối ưu của (P ) là X3 = (0, 0, 1) và của (Q) là Y1 = (1, 0, 0, 0). Từ
bảng trên chúng thấy
Đối với người chơi (P) nếu

• Chọn chiến lược đơn 1 thì lợi nhuận tối thiểu là 1 và tối đa có thể là
13;

• Chọn chiến lược đơn 2 thì lợi nhuận tối thiểu là 2 và tối đa có thể là
15;

• Chọn chiến lược đơn 3 thì lợi nhuận tối thiểu là 6 và tối đa có thể là 7.

Mặc dù chọn các phương án khác có thể người chơi có cơ hội có được lợi
nhuận cao hơn 7. Tuy vậy người chơi vẫn chọn chiến lược đơn 3 để đảm bảo
lợi nhuận tối thiểu là lớn nhất.
Đối với đối thủ (Q) nếu

• Chọn chiến lược đơn 1 thì thiệt hại tối thiểu là 4 và tối đa có thể là 6;

• Chọn chiến lược đơn 2 thì thiệt hại tối thiểu là 2 và tối đa có thể là 15;

• Chọn chiến lược đơn 3 thì thiệt hại tối thiểu là 1 và tối đa có thể là 12.

• Chọn chiến lược đơn 4 thì thiệt hại tối thiểu là 2 và tối đa có thể là 13.

Mặc dù chọn các phương án khác có thể người chơi có cơ hội có được
thiệt hại thấp hơn 4. Tuy vậy (Q) vẫn chọn chiến lược đơn 1 để đảm bảo
thiệt hại tối đa là bé nhất.

Định nghĩa 4.3.9. Nghiệm của trò chơi ma trận hai đấu thủ là bộ ba
(X̄, Ȳ , ν), trong đó X̄ là chiến lược hỗn hợp của người chơi (P ); Ȳ là chiến
lược hỗn hợp của người chơi (Q) và ν là giá của trò chơi thỏa mãn các điều
kiện sau:
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1) E(X̄, Ȳ ) = ν

2) E(X̄, j) ≥ ν với mọi chiến lược đơn j của (Q);

3) E(i, Ȳ ) ≤ ν với mọi chiến lược đơn i của (P );

Chú ý 4.3.10. Nếu (P ) chọn chiến lược tối ưu X̄ thì lợi nhuận tối thiểu là
ν. Nếu (Q) chọn chiến lược tối ưu Ȳ thì cho dù (P ) chọn phương án nào đi
nữa thì thiệt hại tối đa không quá ν.

Định lý 4.3.11 (Định lý minimax). Mọi trò chơi ma trận có phần tử dương
bao giờ cũng tông tại nghiệm. Tức là chúng ta có đẳng thức sau

max
X

min
Y

E(X, Y ) = min
Y

max
X

E(X, Y ) = ν.

Chú ý 4.3.12. +) Nếu (X̄, Ȳ , ν) là nghiệm của trò chơ ma trận. Khi đó với
mọi cặp chiến lược (X, Y ) ta luôn có

E(X, Ȳ ) ≤ E(X̄, Ȳ ) = ν ≤ E(X̄, Y ).

+) Ta có

(x1, . . . , xm)


p . . . p
... . . .

...
p . . . p


m×n


y1
...
yn

 = p

(
m∑
i=1

xi

) n∑
j=1

yj

 = p.

Do đó với ma trận thắng A = (aij)m×n. Đặt Ap = (aij + p)m×n. Khi đó

Ep(X, Y ) = XApY
T = XAY T + p = E(X, Y ) + p.

Do vậy, nghiệm của bài trò chơi ma trận với ma trận thắng Ap là (X̄, Ȳ , νp)
khi và chỉ khí nghiệm của bài trò chơi ma trận với ma trận thắng A là
(X̄, Ȳ , νp − p). Từ đó suy ra: Nếu ma trận thắng A = (aij) có phần tử âm
thì có thể tay nó băng ma trận Ap = (aij +p) với p = 1−min{aij : aij < 0}.
Do vậy chúng ta luôn đưa về được trò chơi ma trận với ma trận thắng chỉ
chưa phầ tử dương.

4.3.3 Mô tả bài toán trò chơi bởi bài toán quy hoạch
Xét bài toán trò chơi ma trận 2 đấu thủ (P ) và (Q) với ma trận thắng của
(P ) là A = (aij). Theo Định nghĩa 4.3.9. Người chơi (P ) tìm chiến lược tối
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ưu X = (x1, x2, . . . , xm) sao cho

x1 + x2 + . . .+ xm = 1, xi ≥ 0 ∀i = 1,m.
E(X,1) = a11x1 + a21x2 + . . .+ am1xm ≥ ν

E(X,2) = a12x1 + a22x2 + . . .+ am2xm ≥ ν

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

E(X,n) = a1nx1 + a2nx2 + . . .+ amnxm ≥ ν

(4.9)

Chúng ta luôn giả thiết aij > 0 nên ν > 0. Đặt x′i = xi

ν
, ∀ i = 0, n. Khi đó

hệ (4.9) tương đương với

x′1 + x′2 + . . .+ x′m = 1
ν
, x′i ≥ 0 ∀i = 1,m.

a11x
′
1 + a21x

′
2 + . . .+ am1x

′
m ≥ 1

a12x
′
1 + a22x

′
2 + . . .+ am2x

′
m ≥ 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1nx
′
1 + a2nx

′
2 + . . .+ amnx

′
m ≥ 1

(4.10)

Mục tiêu của người chơi (P ) là phải tìm chiến lược X sao cho là tối đa hóa
giá của trò chơi, tức là ν càng lớn càng tốt. Do đó, bài toán của người chơi
(P ) là: Tìm X ′ = (x′1, x′2, . . . , x′m) sao cho

min{x′1 + x′2 + . . .+ x′m} (4.11)

với điều kiện



a11x
′
1 + a21x

′
2 + . . .+ am1x

′
m ≥ 1

a12x
′
1 + a22x

′
2 + . . .+ am2x

′
m ≥ 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1nx
′
1 + a2nx

′
2 + . . .+ amnx

′
m ≥ 1

x′i ≥ 0 ∀i = 1,m.

(4.12)

Giải bài toán (4.11) (4.12) ta có được X ′ = (x′1, x′2, . . . , x′m). Từ đó tính
được giá của trò chơi ν = 1

x′
1+x′

2+...+x′
m

và chiến lược tối ưu của người chơi
X = (x1, x2, . . . , xm) với xi = νx′i ∀ i = 1,m.

Đối thủ (Q) tìm chiến lược tối ưu Y = (y1, y2, . . . , yn) sao cho

y1 + y2 + . . .+ yn = 1, yj ≥ 0 ∀ j = 1, n.
E(1, Y ) = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn ≤ ν

E(2, Y ) = a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn ≤ ν

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

E(m, Y ) = am1y1 + am2y2 + . . .+ amnyn ≤ ν

(4.13)
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Đặt y′j = yj

ν
, ∀ j = 1, n. Khi đó hệ (4.13) tương đương với



y′1 + y′2 + . . .+ y′n = 1
ν
, y′j ≥ 0 ∀ j = 1, n.

a11y
′
1 + a12y

′
2 + . . .+ a1ny

′
n ≤ 1

a21y
′
1 + a22y

′
2 + . . .+ a2ny

′
n ≤ 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1y
′
1 + am2y

′
2 + . . .+ amny

′
n ≤ 1

(4.14)

Mục tiêu của đối thủ (Q) là phải tìm chiến lược Y sao cho là cực tiểu hóa
giá của trò chơi, tức là ν càng bé càng tốt. Do đó, bài toán của đối thủ (Q)
là: Tìm Y ′ = (y′1, y′2, . . . , y′n) sao cho

max{y′1 + y′2 + . . .+ y′n} (4.15)

với điều kiện



a11y
′
1 + a12y

′
2 + . . .+ a1ny

′
n ≤ 1

a21y
′
1 + a22y

′
2 + . . .+ a2ny

′
n ≤ 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1y
′
1 + am2y

′
2 + . . .+ amny

′
n ≤ 1

y′j ≥ 0 ∀j = 1, n.

(4.16)

Giải bài toán (4.15) (4.16) ta có được Y ′ = (y′1, y′2, . . . , y′n). Từ đó tính
được giá của trò chơi ν = 1

y′
1+y′

2+...+y′
n

và chiến lược tối ưu của đối thủ
Y = (y1, y2, . . . , yn) với yj = νy′j ∀ j = 1, n.

Chú ý 4.3.13. 1) Bài toán của người chơi (4.11) (4.12) và bài toán của đối
thủ (4.15) (4.16) lập thành cặp bài toán đối ngẫu do vậy, khi cặp bài toán có
phương án tối ưu ta có

max


n∑
j=1

y′j

 = max
{

m∑
i=1

x′i

}
= 1
ν
.

2) Từ hệ điều kiện (4.16) ta thấy khi đưa bài toán (4.15) (4.16) về dạng
chính tắc ma trận hệ số luôn chứa ma trận con đơn vị do vậy việc chọn
phương án cực biên xuất phát cho bài toán này được thực hiện dễ dàng. Đây
là một thuận lơi. Do vậy, chúng ta thường giả bài toán của đối thủ (Q). Dùng
định lý lệch bù để tìm phương án tối ưu của bài toán của người chơi (P ).

3) Khi giải bài toán (4.15) (4.16) bảng đầu tiên bao giờ chúng ta cũng có
∆j = 1 ứng với Aj ngoài cơ sở. Về nguyên tắc chúng ta có quyền chọn một
Ak vào cơ sở ứng với nó ∆k > 0. Tuy nhiên, mục đích của chúng ta làm giảm
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hàm mục tiêu được một lượng càng lớn càng tốt. Do vậy ta chọn Ak vào cơ
sở mà ứng với nó ∆k > 0 và

λ0k = max{λ0j| ∆j > 0}; với λ0j = min{x
(0)i

aij
| aij > 0}.

Vì khi đó ta có
f(Y1) = f(Y0)− λ0k∆k.

4) Khi aij > 0 ∀ i, j thì cặp bài toán (4.11) (4.12) và (4.15) (4.16) luôn
có tập phương án khác rỗng. Thật vậy

alk = max{aij : ∀i = 1,m; j = 1, n}; apq = min{aij : ∀i = 1,m; j = 1, n}.

Khi đó
X ′ = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

p-1 số 0

,
1
apq

, 0, . . . , 0) ∈ Rm

là một phương án của bài toán (4.11) (4.12) và

X ′ = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k-1 số 0

,
1
alk
, 0, . . . , 0) ∈ Rn

là một phương án của bài toán (4.15) (4.16). Do vậy, áp dụng định lý định
lý đối ngẫu suy ra (4.11) (4.12) và (4.15) (4.16) có phương án tối ưu. Ngoài
ra, (0, 0, . . . , 0) ∈ Rm không phải là phương án của bài toán (4.11) (4.12) nên
min{x′1 + x′2 + . . .+ x′m} > 0 suy ra tồn tại giá của trò chơi ν sao cho

ν = 1
min{x′1 + x′2 + . . .+ x′m}

> 0.

Nhận xét này một lần nữa chỉ ra tính đúng của Định lý 4.3.11.

4.3.4 Thuật toán tìm chiến lược tối ưu của trò chơi
Để tìm chiến lược tối ưu cho người chơi và đối thủ chúng ta thực hiện các
bước sau:

Bước 1 Đưa bài toán trò chơi về bài toán có ma trận thắng của (P ) có
các phần tử dương. Nếu ma trận thắng A = (aij)m×n tồn tại aij < 0. Đặt
α = −min{aij| aij < 0}. Khí đó xét bài toán trò chơi với ma trận thắng
Aα = (aij + α)m×n.

Bước 2 Viết bài toán quy hoạch tuyến tính cho chiến lược của người
chơi (P ) và đối thủ (Q) với ma trận thắng Aα.
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Bước 3 Giải bài toán của đối thủ (Q) hoặc người chơi (P ) ta có được
phương án tối ưu X ′ = (x′1, x′2, . . . , x′m) ∈ Rm và Y ′ = (y′1, y′2, . . . , y′n) ∈ Rn

của cặp bài toán (4.11) (4.12) và (4.15) (4.16).
Bước 4 Tính giá của trò chơi ν = 1

y′
1+y′

2+...+y′
n
, chiến lược tối ưu X =

(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm với xi = νx′i ∀i = 1,m của người chơi (P ) và chiến
lược tối ưu Y = (y1, y2, . . . , xn) ∈ Rn với yj = νy′j ∀j = 1, n của đối thủ (Q).

Ví dụ 4.6. Trong Ví dụ 4.4 chúng ta xem nhà đầu tư là người chơi (P ) và
thị trường là đấu thủ (Q) với ma trận thắng của (P ) là

A =

 16 8 7 0
−7 20 6 15
9 10 −12 5


Ta xét bài toán trò chơi ma trận với ma trận thắng là

A =

 29 21 20 13
6 33 19 28
22 23 1 18


Bài toán quy hoạch của người chơi (P ) là

min{x′1 + x′2 + x′3} (4.17)



29x′1 + 6x′2 + 22x′3 ≥ 1
21x′1 + 23x′2 + 33x′3 ≥ 1
20x′1 + 19x′2 + x′3 ≥ 1
13x′1 + 28x′2 + 18x′3 ≥ 1
x′1, x

′
2, x
′
3 ≥ 0

(4.18)

Bài toán quy hoạch của đối thủ (Q) là

max{y′1 + y′2 + y′3 + y′4} (4.19)


29y′1 + 21y′2 + 20y′3 + 13y′4 ≤ 1
6y′1 + 33y′2 + 19y′3 + 28y′4 ≤ 1
22y′1 + 23y′2 + y′3 + 18y′4 ≤ 1
y′1, y

′
2, y
′
3, y
′
4 ≥ 0

(4.20)

Bây giờ chúng ta giải bài toán (4.19)(4.20).
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Dạng chính tắc của bài toán (4.19)(4.20) là

min{−y′1 − y′2 − y′3 − y′4} (4.21)


29y′1 + 21y′2 + 20y′3 + 13y′4 + y′5 = 1
6y′1 + 33y′2 + 19y′3 + 28y′4 + y′6 = 1
22y′1 + 23y′2 + y′3 + 18y′4 + y′7 = 1
y′j ≥ 0, ∀j = 1, 7.

(4.22)

Ta có ma trận hệ số của (4.22) là

A =

(A1) (A2) (A3) (A4) (A5) (A6) (A7) 29
6
22

21
33
23

20
19
1

13
28
18

1
0
0

0
1
0

0
0
1


Chọn hệ véc tơ cơ sở A5A6A7 liên kết với phương án cực biên

X0 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1),

ta có bảng đơn hình sau:

Bảng Cơ sở Hệ số Toạn độ -1 -1 - -1 0 0 0
A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7

A5 3 192 1 1
2

1
2

1
2 0 0 0

I A6 2 28 0 0 2
3 0 1

3 1 0
A7 M 48 0 1 0 1 0 0 1

αi 632 0 1
2

17
6

1
2 −7

3 0 0
βi 48 0 1 ⇑ 0 1 0 0 0

A1 3 168 1 0 1
2 0 0 0 ×

II ⇐ A6 2 28 0 0 2
3 0 1

3 1 ×
A2 1 48 0 1 0 1 0 0 ×

608 0 0 17
6 ⇑ 0 −7

3 0 ×
A1 3 147 1 0 0 0 −1

4 −3
4 ×

III A3 0 42 0 0 1 0 1
2

3
2 ×

A2 1 48 0 1 0 1 0 0 ×
489 0 0 0 0 −15

4 −17
4 ×
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